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Abstract

首先是一个对封闭哈密顿系统的简单回顾。然后将非封闭系统和

其所处的环境看起一个大的联合的封闭系统，进而系统地发展了非封

闭系统的理论。尤其是提出了反映系统向其环境泄漏信息的辛形式泄

漏概念，并导出了相应的数学公式。推导了子系统约化概率密度的演

化方程。最后，利用这个方程把BBGKY级联方程的推导简化到了几

乎一眼就可以看出来的地步。
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1 世世世界界界图图图景景景：：：粒粒粒子子子加加加虚虚虚空空空

经典物理的世界图景是，世界是由运动的粒子加上虚空组成的，粒子在虚

空中运动，粒子之间通过虚空进行相互作用。至于这种穿越虚空的相互作

用如何可能则超出了经典力学的解释范围。

这幅世界图景是如何形成的？(以下内容只是展示一个粗略的科学推理

过程，真正的细节是要更微妙得多的) 为了理解这一点，我们不妨考虑食

盐在水中的溶解过程，把一小瓶食盐倒入一杯水中，充分搅拌，你会发

1



现，食盐颗粒全部消失了，然而水面并没有上升。这怎么可能呢？你把一

小瓶水倒入一杯水中，水面会上升，因为水的体积增加了。同样，你把一

小瓶食盐倒入另一瓶食盐中，食盐占据的体积也会增加。但是，食盐倒入

水中总体积却没有增加，那么食盐占据的体积消失到哪里去了呢？为了解

释这种人们习以为常，细想却不可思议的情形，你绞尽脑汁，终于，你想

到一种类似的情形，就是把一小瓶细沙倒入满满的一瓶豆子中，摇一摇，

虽然原本豆子已经把瓶子装满了，但是细沙依然能倒进去，因为细沙颗粒

都嵌入了豆子之间的空隙中。所以，水必然不可能是铁板一块，食盐颗粒

也不可能是铁板一块，它们内部必然都充满了空隙。一杯水就像一杯豆

子，组成这杯豆子的豆子颗粒人们通常称之为水分子，而水分子与水分子

之间就充满了虚空，就好像豆子与豆子之间充满间隙，只是水分子这种豆

子太小了，肉眼看不见，所以表面上看起来，水就是连续的一片。食盐颗

粒也是类似的，它们也不可能完全实心，而必然是由细沙这样的小颗粒(称

之为食盐分子)加上虚空构成的，只是同样，组成食盐颗粒的这细沙太小

了，肉眼看不见，所以食盐颗粒看起来就是实实的一整颗。食盐溶解到水

中的过程其实就是食盐分子嵌入到了水分子之间的间隙中！

推而广之，一切物质都是由微观小粒子加上虚空组成的。空气也是这

样，组成空气的小粒子叫空气分子。之所以会刮风，就是这些空气分子在

运动。所以，组成物质的微观小粒子是会运动的！对于这一推测的一个佐

证是：你吹气球可以感受到气体的压力，这压力从何而来呢？回答是，来

自于微观上大量气体分子持续不断的对气球膜的撞击，就好像水在宏观上

看起来是连续的一片一样，微观上的这种持续撞击在宏观上感受起来就是

一种连续的压力。所以，世界就是由一些在虚空中运动的粒子组成的。

考察一群运动在虚空中的粒子，如果它们和外界的粒子之间完全没有相

互作用，只有内部粒子与粒子之间的相互作用，我们就称这群粒子构成了

一个封闭系统。反之，如果它们还和外界粒子相互作用，那就是非封闭系

统。很显然，对于任何非封闭系统，只要我们不断地扩大系统的范围，最

后把所有参与相互作用的粒子都包括进行，就一定能够组成一个大的封闭

系统。换言之，非封闭系统可以看成是某个更大的封闭系统的子系统。无

论是封闭还是非封闭，如何描述这些经典力学系统请参见我的《初识经典

力学（信息守恒版）》，本文是在了解了基本描述方法的基础上再做进一

步理论探讨。
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2 封封封闭闭闭系系系统统统

考察一个由N个经典粒子所构成的封闭系统，系统的状态记作µ, 它可以

用状态变量X = (x1,x2, · · · ,xN ,p1,p2, · · · ,pN)来刻画，其中xi是第i粒子

的位置矢量，pi是第i粒子的动量，常常也将这2 × 3N = 6N个状态变量记

作X = (x1, x2, · · · , x3N , p1, p2, · · · , p3N) = (xa, pa)。系统所有可能状态所构

成的空间称作相空间，记为M, 每一个状态X就是M中的一个点。3N称作

系统的自由度数目，又时候也简记为n, n = 3N。很显然相空间M的维数
是

dim(M) = 2n = 6N. (1)

存在一个称之为系统能量的状态量H(X)，由它可以给出封闭系统的状

态演化方程

dxa

dt
=

∂H

∂pa
,

dpa
dt

= −∂H

∂xa

, a = 1, 2, · · · , n. (2)

这组方程就是所谓的哈密顿正则方程，有时候人们也把它写成如下形式

dxi

dt
=

∂H

∂pi

,
dpi

dt
= −∂H

∂xi

, i = 1, 2, · · · , N. (3)

根据这组方程，不难得出系统的总能量一定是守恒的，

dH

dt
=

∑
a

(∂H
∂xa

dxa

dt
+

∂H

∂pa

dpa
dt

)
=

∑
a

(∂H
∂xa

∂H

∂pa
− ∂H

∂pa

∂H

∂xa

)
= 0. (4)

不仅如此，还可以证明系统的状态演化保持如下相空间的2阶微分形

式ω不变

ω ≡
∑
a

(dxa ∧ dpa). (5)

ω称之为相空间的辛形式。(注意，这是一个闭形式，满足dω = 0.)

为了证明这一点，不妨考虑一个步长为δt的无穷小时间演化，则根据哈

密顿正则方程，演化之后相比于演化之前，系统状态变量的改变量为

δxa =
∂H

∂pa
δt, δpa = −∂H

∂xa

δt. (6)
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则辛形式的改变量为

δω =
∑
a

[d(δxa) ∧ dpa] +
∑
a

[dxa ∧ d(δpa)]

=
∑
a

[d(
∂H

∂pa
) ∧ dpa]δt−

∑
a

[dxa ∧ d(
∂H

∂xa

)]δt

=
∑
a,b

[
∂2H

∂pa∂xb

dxb ∧ dpa +
∂2H

∂pa∂pb
dpb ∧ dpa]δt

−
∑
a,b

[dxa ∧ dxb
∂2H

∂xa∂xb

+ dxa ∧ dpb
∂2H

∂xa∂pb
]δt

=
∑
a,b

[
∂2H

∂pa∂xb

dxb ∧ dpa]δt−
∑
a,b

[
∂2H

∂xa∂pb
dxa ∧ dpb]δt = 0. (7)

反过来，也可以证明，如果系统的状态演化保持相空间辛形式不变，则

它必定是按照某种哈密顿正则方程进行演化。具体的证明我们留给读者自

行完全，或者请参见《初识经典力学（信息守恒版）》的相关部分。同样

在这份讲义里，还论证说，保持相空间辛形式不变是所谓的微观信息守恒

的必然要求，所以，封闭系统的状态演化是保持微观信息守恒的。

进一步，注意到对于2n维相空间，其体积形式Ω由辛形式的n次方给

出(乘法是外积乘法)，具体来说是

Ω =
1

n!
ωn. (8)

所以在无穷小时间演化之下，体积形式的改变量为

δΩ =
1

(n− 1)!
ωn−1 ∧ δω = 0. (9)

所以封闭系统的时间演化也保持相空间体积形式不变。进一步，假设考虑

相空间某个任意区域，其内部的点随着时间演化，使得原区域在演化之后

构成一个新的区域，则由于体积形式在时间演化之下保持不变，即知，新

区域的相空间体积必定等于原区域的相空间体积。这就是所谓的刘维尔定

理，《初识经典力学（信息守恒版）》中论证这是一种统计信息守恒，所

以，封闭系统的时间演化也必定保持统计信息守恒。

封闭系统的任意一个物理可观测量都是相空间M上的某个函数，记
作O(X)。根据哈密顿正则方程，不难得出，在时间演化之下O(X)的演化
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规律为

dO
dt

=
∑
a

( ∂O
∂xa

dxa

dt
+

∂O
∂pa

dpa
dt

)
=

∑
a

( ∂O
∂xa

∂H

∂pa
− ∂O

∂pa

∂H

∂xa

)
= {O, H}. (10)

这个方程称作泊松运动方程，式中{O1,O2}是一个记号，称作泊松括号，
其定义为

{O1,O2} ≡
∑
a

(∂O1

∂xa

∂O2

∂pa
− ∂O1

∂pa

∂O2

∂xa

)
. (11)

不难看出，它具有性质{O1,O2} = −{O2,O1}(从而{O,O} = 0), 以及具有

性质

{O1,O2O3} = {O1,O2}O3 +O2{O1,O3}. (12)

不仅如此，泊松括号还具有如下性质∫
M
{O1,O2} · Ω = 0. (13)

证明如下 ∫
M
{O1,O2}Ω =

∑
a

∫
M

(∂O1

∂xa

∂O2

∂pa
− ∂O1

∂pa

∂O2

∂xa

)
Ω (14)

分部积分，并假设O1(X)和O2(X)中至少有一个在相空间边界上趋于零。

从而即有∫
M
{O1,O2}Ω = −

∑
a

∫
M

(
O1

∂2O2

∂pa∂xa

−O1
∂2O2

∂xa∂pa

)
Ω = 0. (15)

如果系统很大，我们常常不能精确确定它所处的状态，而只能估计它处

在各个状态的概率，这时候我们就引入一个相空间概率分布ρ(X, t)来描述

系统。其定义是，对于系统的初始状态X0,我们先估计一个概率分布ρ(X0),

然后随着系统演化到t时刻，其t时刻的概率分布记作ρ(Xt, t)。由于一个体

积元之内的概率随着体积元的演化总是不变的，所以必定有

ρ(Xt, t)Ωt = ρ(X0)Ω0, (16)
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然而根据刘维尔定理，体积元在时间演化之下是不变的，即Ωt = Ω0, 从而

即有

ρ(Xt, t) ≡ ρ(X0). (17)

注意，一般来说，ρ(X, t)不仅依赖于状态X, 而且还显含时间t, 但是很显然

d

dt
ρ(Xt, t) = 0. (18)

所以即有

∂

∂t
ρ(X, t) +

∑
a

( ∂ρ

∂xa

dxa

dt
+

∂ρ

∂pa

dpa
dt

)
= 0. (19)

代入哈密顿正则方程，即有

∂

∂t
ρ(X, t) + {ρ,H} = 0. (20)

这就是著名的刘维尔方程。

因此，对于任意物理量O(X), 我们可以计算它在ρ上的期望值

⟨O⟩ ≡
∫
M

O(X)ρ(X, t) · Ω. (21)

特别的，由于概率密度的归一化，我们有

⟨1⟩ρ ≡
∫
M

ρ(X, t) · Ω = 1. (22)

这个式子左边显含时间t，而右边是一个常数，所以还需要验证它在任意时

刻都能成立，为此只需注意到

d

dt
⟨1⟩ρ ≡

∫
M

∂

∂t
ρ(X, t) · Ω =

∫
M
{H, ρ} · Ω = 0. (23)

其中我们代入了刘维尔方程，并利用了泊松括号的性质(13) (因为ρ在相空

间边界上趋于零)。

3 非非非封封封闭闭闭系系系统统统

从一个大的封闭系统出发，我们把它分成A、B两部分，那么由于A,B之间

的相互作用，子系统A就是一个非封闭系统。反过来，对于任何非封闭系
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统，我们都可以把它看作A，把它所处的外部环境看作B, 从而将这个非封

闭系统看成是某个更大的封闭系统的子系统。我们记A的状态为XA, B的状

态为XB,整个封闭系统的状态为X = (XA, XB)。记A的相空间为MA，B的

相空间为MB, 那么整个封闭系统的相空间M就是MA与MB的笛卡尔积，

即M = MA ×MB。现在，我们的关注重点是非封闭系统A。

根据能量的可加性，整个封闭系统的能量H(X)将由A的能量HA(XA)加

上B的能量HB(XB)再加上两者之间相互作用的能量V (XA, XB)给出。即

H(X) = HA(XA) +HB(XB) + V (XA, XB). (24)

并且，通常来说，当A,B两部分的空间距离趋于无穷远时，相互作用能

量V将趋于零。进一步，一般来说可以假设，相互作用能量只依赖于空间

坐标，而和动量无关，所以可以记作

V (XA, XB) = V (xA, xB), (25)

式中xA, xB分别表示A,B部分各粒子的空间坐标。

假设子系统A所包含的粒子数为NA，相应的自由度数目为nA = 3NA, 假

设B所包含的粒子数为NB，相应的自由度数目为nB = 3NB。则根据整个

封闭系统的哈密顿正则方程，不难导出A部分的状态演化方程，为

dxAa

dt
=

∂HA

∂pAa

,
dpAa

dt
= − ∂HA

∂xAa

− ∂V

∂xAa

, a = 1, 2, · · · , nA. (26)

为了导出这个方程, 我们只需注意到V与动量无关。

类似的，根据整个封闭系统的泊松运动方程，我们可以导出A部分任何

物理量OA(XA)所满足的运动微分方程，为

dOA

dt
= {OA, H} = {OA, H}A = {OA, HA + V }A

= {OA, HA}A + {OA, V }A. (27)

式中泊松括号的下标A表示这个泊松括号使用子系统A的变量定义的。

特别的，HA满足如下演化方程

dHA

dt
= {HA, V }A = −

∑
a

∂V

∂xAa

∂HA

∂pAa

= −
∑
a

∂V

∂xAa

dxAa

dt
. (28)
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通常会定义− ∂V
∂xAa

≡ FB
Aa为B部分对A的作用力，并记速度dxAa

dt
为vAa，则上

式就是

dHA

dt
=

∑
a

FB
AavAa. (29)

也即是说，A的能量并不守恒，通常称等式右边为B对A的外力做功的功

率，所以这个结果就是所谓的功能原理。或者，把时间微元dt乘到等式右

边，得到

dHA =
∑
a

FB
AadxAa ≡ WB→A, (30)

等式右边称作B对A的做功一形式，记作WB→A。上面这个式子是功能原理

的另一种写法，它告诉我们B对A做的功等于A能量的增加量。

由于WB→A依赖于xB, 而一般来说，xB会随时间剧烈变化，从而使

得dHA时正时负。这意味着，与B的耦合通常会使得A的能量不断波动。

当B是一个宏观热库时，这种能量交换的微观表现就是热传导。

由于作用力FB
Aa不仅依赖于xA，还依赖于xB, 而xB并不是事先给定

的，而也是动力学变量(因此是与xApA有动力学依赖的)，所以不难看

出WB→A不是一个闭形式，而是等于

dWB→A = −
∑
a,b

∂2V

∂xAa∂xBb

dxBb ∧ dxAa ̸= 0. (31)

由此可见，由于动力学变量xB的存在，所以A受到的外力FB
Aa一般来说并不

是一个保守力(保守力的功一形式必定是闭形式)，这使得子系统A并不是一

个真正的哈密顿系统，不存在一个哈密顿量使得它的状态演化方程可以写

成标准的哈密顿正则方程。另外，很显然，交换A,B的地位，即有

dWA→B = −dWB→A. (32)

这个结果可以称之为广义牛顿第三定律，注意，它不要求有空间平移对称

性，从而即使A,B之间的相互作用力不满足通常的牛顿第三定律它也依然

成立。

辛辛辛形形形式式式泄泄泄漏漏漏与与与相相相空空空间间间混混混合合合
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记A的辛形式为ωA，B的辛形式为ωB，整个封闭系统总的辛形式为ω =

ωA +ωB。很显然，根据前面对封闭系统的讨论，在整个封闭系统的时间演

化之下，ω是不变的，即

δω = 0. (33)

但是，由于A,B之间的耦合，ωA和ωB各自均非不变，只是它们各自的变化

相互补偿，使得最后总的ω不变。

为了考察ωA在整个封闭系统时间演化之下的改变，我们考虑一个无穷

小时间步δt, 根据方程(26), 我们有

δxAa =
∂HA

∂pAa

δt, δpAa = − ∂HA

∂xAa

δt− ∂V

∂xAa

δt. (34)

代入δωA =
∑

a d(δxAa) ∧ dpAa +
∑

a dxAa ∧ d(δpAa), 很显然，由于HA相关

项的贡献和一个标准的哈密顿正则系统一样，所以这些项对δωA的贡献必

定为零，所以最终只需考虑V相关项的贡献，从而有

δωA = −
∑
a

dxAa ∧ d(
∂V

∂xAa

)δt = −
∑
a,b

dxAa ∧ dxBb
∂2V

∂xAa∂xBb

δt. (35)

换言之，

dωA

dt
= −

∑
a,b

∂2V

∂xAa∂xBb

dxAa ∧ dxBb = −dWB→A. (36)

类似的，当然也有

dωB

dt
= −dWA→B = dWB→A. (37)

很显然，这个正好与dωA

dt
抵消，使得最后总的ω不变。

我们称以上结果为辛形式泄漏，它的意思是，因为与B的耦合，导

致A的辛形式泄漏到了B中去。根据《初识经典力学(信息守恒版)》, 辛形

式的守恒就是信息的守恒，因此，辛形式泄漏的物理本质就是信息的泄

漏，即，因为与B的耦合，导致A的信息泄漏到了B中去。

注意到辛形式的泄漏率虽然不等于零，但却是一个恰当形式，而辛形

式本身又是一个闭形式，所以可知，ωA的辛形式泄漏不会改变它的上同

调类。换言之，假设在总的相空间M中取一个闭合两维曲面Σ, 则它上面

的ωA通量不会时间改变，即 ∫
Σ

ωA (38)
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是不变的。但是，假设所取的二维曲面不闭合，而是一个带边曲面，不妨

记作D吧，则根据(36)式，有

d

dt

∫
D

ωA = −
∫
D

dWB→A = −
∮
∂D

WB→A. (39)

式中∂D表示曲面D的边界，它是一条一维闭合曲线。当然，因为A,B辛泄

漏的相互补偿，所以必然有

d

dt

∫
D

ωA = − d

dt

∫
D

ωB. (40)

即曲面D失去的A辛面积，必然等于它增加的B辛面积。换言之，在曲

面D上，A,B各自的辛面积发生了混合。

辛形式泄漏的存在也说明了子系统一般来说不是哈密顿正则系统，因为

哈密顿正则系统的时间演化必定是保持辛形式不变的。

不仅如此，辛形式泄漏的存在也必定使得整个封闭系统的时间演化不能

保持子系统的相空间体积形式。以A的体积形式ΩA为例，很显然有

d

dt
ΩA =

1

(nA − 1)!
ωnA−1
A ∧ dωA

dt
= − 1

(nA − 1)!
ωnA−1
A ∧ dWB→A ̸= 0. (41)

利用dωA = 0，进而也可以把上式写作

d

dt
ΩA = − 1

(nA − 1)!
ωnA−1
A ∧ dWB→A = − 1

(nA − 1)!
d
(
ωnA−1
A ∧WB→A

)
. (42)

也即是说，子系统辛体积的变化率也是一个恰当形式。这个结果也说明，

辛泄漏不改变子系统体积形式的上同调类。

类似的，假设在相空间M中取一个2nA维的子流形S, 其边界为∂S, 则根
据上面的结果有

d

dt

∫
S
ΩA = − 1

(nA − 1)!

∫
∂S

(
ωnA−1
A ∧WB→A

)
. (43)

特别的，如果S是一个闭合流形，则其上的ΩA通量将保持不变。当然也有

d

dt
ΩB = − 1

(nB − 1)!
d
(
ωnB−1
B ∧WA→B

)
. (44)

约约约化化化概概概率率率密密密度度度
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假设记整个封闭系统的相空间概率密度为ρ(X, t) = ρ(XA, XB, t), 我们

可以定义子系统A的约化概率密度为

ρA(XA, t) =

∫
MB

ρ(XA, XB, t) · ΩB. (45)

ρ(X, t)满足刘维尔方程，但是约化概率密度ρA所满足的可不是刘维尔方

程。

为了看清ρA满足的方程，我们可以进行如下推导

∂ρA
∂t

=

∫
MB

∂ρ

∂t
· ΩB =

∫
MB

{H, ρ} · ΩB. (46)

式中我们代入了ρ所满足的刘维尔方程。利用H = HA +HB + V , 以及泊松

括号的分解{·, ·} = {·, ·}A + {·, ·}B, 即有

∂ρA
∂t

=

∫
MB

{H, ρ} · ΩB

=

∫
MB

{HA, ρ}A · ΩB +

∫
MB

{HB, ρ}B · ΩB

+

∫
MB

{V, ρ}A · ΩB +

∫
MB

{V, ρ}B · ΩB. (47)

利用泊松括号的性质(13)可知，
∫
MB

{HB, ρ}B · ΩB = 0,
∫
MB

{V, ρ}B · ΩB =

0。所以上面的式子可以简化成

∂ρA
∂t

=

∫
MB

{HA, ρ}A · ΩB +

∫
MB

{V, ρ}A · ΩB. (48)

又注意到对子系统A进行的泊松括号运算与对子系统B的相空间积分无

关，从而
∫
MB

{HA, ρ}A · ΩB = {HA,
∫
MB

ρ · ΩB}A = {HA, ρA}A, 代入上式，
即有

∂ρA
∂t

+ {ρA, HA}A =

∫
MB

{V, ρ}A · ΩB. (49)

注意，等式右边对B的相空间积分不能提到泊松括号内部去，因为V也依

赖于xB。这个结果就是子系统约化概率密度所满足的基本方程。
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4 BBGKY级级级联联联方方方程程程

全全全同同同粒粒粒子子子体体体系系系

现在，假设我们封闭系统由N个全同粒子组成，即系统中的这N个粒子

都是同一种粒子，也就是相互之间不可区分的全同粒子。所谓全同粒子系

统，我们指的是描述这个系统的所有物理可观测量在N粒子的任意置换下

保持不变，特别的哈密顿量H(X)在N粒子的任意置换之下保持不变。

对于这种全同粒子系统，在进行相空间积分时还要稍作处理，具体来

说，就是要额外除以一个N !

1

N !

∫
M
[O(X)] · Ω. (50)

式中[O(X)]表示某个被积函数。特别的，全同粒子体系相空间概率密

度ρ(X, t)的归一化条件为

1

N !

∫
M

ρ(X, t) · Ω = 1. (51)

这样处理的原因如下：假设记第i个粒子的位置和动量为(xi,pi), 则如果

这些都是全同粒子，那相点(x1,x2, ...,xN ,p1,p2, ...,pN) 与粒子任意置换以

后的相点(xP (1),xP (2), ...,xP (N),pP (1),pP (2), ...,pP (N))(式中P代表置换操作)

就要等同为同一点，因为由于粒子间不可区分，它们描述同一个系统状

态。由于N个粒子共有N !种不同的置换，所以我们实际上要把N !个相点进

行这样的等同。如此一样，系统的相空间就不再是原来的M了，而是进行
这样的等同以后的M/SN , 这里SN代表N !个不同置换的集合。如此一来，

计算相空间积分的时候，就应该是像下面这样积∫
M/SN

[...] · Ω. (52)

如果为了方便我们依然将积分区域保持为原来的M，那我们就多算
了N !倍，从而要额外除以N !，即∫

M/SN

[...] · Ω =
1

N !

∫
M
[...] · Ω. (53)

对于这样封闭的全同粒子体系，假设我们把它任意分子A,B两个部分，

则可以定义A部分的约化分布函数fA(XA, t)为，

fA(XA, t) ≡
1

NB!

∫
MB

ρ(X, t) · ΩB. (54)
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根据ρ的归一化条件，不难得出fA归一化为

1

NA!

∫
MA

fA(XA, t) · ΩA =
N !

NA!NB!
. (55)

注意，不是归一为1，这就是我们称fA为分布函数，而不称之为概率密度

的原因，但是，当然它的实质就是约化概率密度。所以，根据(49)式，我

们有

∂fA
∂t

+ {fA, HA}A =
1

NB!

∫
MB

{V, ρ}A · ΩB. (56)

BBGKY级级级联联联方方方程程程

现在，我们假设全同粒子间的相互作用都是两体相互作用，从而

V (xA, xB) =
∑
i,j

U(xAi,xBj). (57)

代入上面的(56)式，并注意到，由于B内所有粒子的置换对称性，

1

NB!

∑
i,j

∫
MB

{U(xAi,xBj), ρ}A · ΩB (58)

对B部分求和中每一项的贡献都是相同的，从而

1

NB!

∑
i,j

∫
MB

{U(xAi,xBj), ρ}A · ΩB

=
1

(NB − 1)!

∑
i

∫
MB

{U(xAi,xB1), ρ}A · ΩB. (59)

注意到ΩB = ΩB−1 ∧ ΩB1, 式中ΩB1 = d3xB1d
3pB1为单独一个B1粒子的相空

间体积形式，而ΩB−1为B中除这第1个粒子之外其它粒子的相空间体积形

式。显然，对这NB − 1个粒子的相空间积分可以提到泊松括号的内部去，

利用

fA+1(XA, XB1) ≡
1

(NB − 1)!

∫
MB−1

ρ(X, t) · ΩB−1. (60)
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(式中fA+1表示原来的A部分再额外加上一个原B1粒子所构成的总分布函

数) 即可以得到

1

(NB − 1)!

∑
i

∫
MB

{U(xAi,xB1), ρ}A · ΩB

=
∑
i

∫
{U(xAi,xB1), fA+1}AΩB1. (61)

综合以上所有结果，代入(56)式，即可以得到

∂fA
∂t

+ {fA, HA}A =
∑
i

∫
{U(xAi,xB1), fA+1}A · ΩB1. (62)

这就是著名的BBGKY级联方程。注意这个方程的结构：如果A中只含一

个粒子，则f1的演化方程右边出现了f2; 而如果写出f2的方程，右边又会出

现f3。如此环环相扣，直至包含全部N个粒子信息的ρ本身。这正是信息

守恒在分布函数语言中的面貌：总信息不多不少地存在，只是它会从f1流

向f2, 再从f2流向f3....逐级向更高阶的关联函数中渗透。用本文的语言说，

这就是辛形式泄漏在统计层面的表现：低阶分布函数的“有效信息”在减

少，但它并没有消失，而是泄漏进了高阶关联之中。

5 举举举例例例

本节是举两个关于A,B两个子系统通过相互作用进行耦合的例子。当然，

本节考察的都是最简单的情况，但也足以说明一些物理效应。

耗耗耗散散散力力力的的的起起起源源源

假设A,B均只有一个自由度，相应的位置坐标分别记作qA, qB。再假

设B的运动很快，总是近似处于由A决定的瞬时平衡位置：

qB = Q(qA),

满足
∂V

∂qB
(qA, Q(qA)) = 0.

定义有效势能

Veff(qA) = V (qA, Q(qA)).
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它的梯度是
∂Veff

∂qA
=

∂V

∂qA
+

∂V

∂qB

∂Q

∂qA
.

由于平衡条件给出∂V/∂qB = 0，所以

∂Veff

∂qA
=

∂V

∂qA
.

而A的真实受力正是

ṗA = −∂HA

∂qA
− ∂V

∂qA
.

因此

ṗA = − ∂

∂qA
[HA + Veff(qA)] .

结论就是，在严格的绝热极限下，B 的反作用只表现为势能重整化；A

的有效动力学仍然保持ωA, 是一个真正的哈密顿正则系统。

但是，耗散来自B对A的“滞后响应”，若把滞后展开为

qB(t) = Q(qA)− χ(qA)q̇A + · · · ,

则

FB
A = − ∂V

∂qA
(qA, Q− χq̇A) ≈ −∂Veff

∂qA
+Kχq̇A.

式中K = ∂2V
∂qA∂qB

。于是出现一阶耗散力

Fdiss ∼ Kχq̇A.

这说明摩擦系数本质上由“耦合矩阵K”和“B 的响应滞后χ”共同决

定。

一一一个个个精精精确确确的的的例例例子子子

考虑A是一个粒子, B是一组谐振子：

H =
p2

2m
+ U(q) +

∑
α

[
P 2
α

2mα

+
mαω

2
αx

2
α

2
− cαqxα

]
.

此时

dWB→A = −
∑
α

cαdq ∧ dxα ̸= 0.
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运动方程为

mq̈ = −U ′(q) +
∑
α

cαxα,

ẍα = −ω2
αxα +

cα
mα

q.

第二个方程可严格解出：

xα(t) = xα(0) cosωαt+
ẋα(0)

ωα

sinωαt+
cα

mαωα

∫ t

0

sin[ωα(t− s)]q(s) ds.

代回A的方程，并定义

ξ(t) =
∑
α

cα

[
xα(0) cosωαt+

ẋα(0)

ωα

sinωαt

]
,

得到

mq̈ = −U ′(q) + ξ(t) +
∑
α

c2α
mαωα

∫ t

0

sin[ωα(t− s)]q(s) ds.

对最后一项分部积分：∑
α

c2α
mαωα

∫ t

0

sin[ωα(t− s)]q(s)ds

=K(0)q(t)− q(0)K(t)−
∫ t

0

K(t− s)q̇(s) ds,

其中

K(τ) =
∑
α

c2α
mαω2

α

cos(ωατ).

把K(0)q(t) 吸收进重整化势能，得到广义Langevin 方程：

mq̈ = −U ′
ren(q)−

∫ t

0

K(t− s)q̇(s) ds+ ξ(t)− q(0)K(t).

若谐振子热浴的初态取温度为T 的热平衡分布，则

⟨xα(0)xβ(0)⟩ = δαβ
kBT

mαω2
α

, ⟨ẋα(0)ẋβ(0)⟩ = δαβ
kBT

mα

,

于是

⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = kBTK(t− s).
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这正是经典涨落―耗散关系。

结论就是：辛形式从A 泄漏到B，在谐振热浴模型中具体表现为：1. 记

忆摩擦项

−
∫ t

0

K(t− s)q̇(s) ds;

2. 噪声项ξ(t). 二者由

⟨ξ(t)ξ(s)⟩ = kBTK(t− s)

精确联系在一起。所以，对谐振子热浴，可以直接推出记忆摩擦和涨落―

耗散关系。
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