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1 引引引言言言

KT相变是凝聚态物理中的一场革命，它打破了二维世界无法发生相变

的传统认知，并揭示了一种由拓扑缺陷主导的全新物理秩序。其核心洞

察在于，这种相变并非源于传统的对称性破缺，而是由一类被称为涡旋

（Vortex）的拓扑缺陷的“解绑（Unbinding）”所驱动的。

这一突破性的理论由物理学家David J. Thouless和J. Michael Koster-

litz在20世纪70年代初提出。值得注意的是，苏联物理学家Vadim Berezin-

skii在更早的时候也独立提出了类似理论，因此该相变也被称为Berezinskii-

Kosterlitz-Thouless (BKT) [1, 2, 3]相变。因在这一领域的工作，Thouless

和Kosterlitz 与另一位科学家共同获得了2016年诺贝尔物理学奖。

20世纪中叶，物理学家对二维世界是否能够发生相变普遍持否定态度，

这源于两个关键事件：首先是理论的禁令，1966年，Mermin-Wagner定

理[4, 5, 6]从数学上证明，在二维系统中，热涨落会强大到足以破坏任何

连续对称性自发破缺下的长程有序，换言之，两维系统不会发生连续对称

性的自发破缺，因此根据朗道相变理论，似乎也就不会发生相应的常规相

变。然而，同期实验却在二维超流氦-4薄膜中观测到了类似相变的行为，

理论与实验之间产生了尖锐的矛盾。

正是在这个背景下，Kosterlitz与Thouless决定挑战这一难题。他们意识

到，要解释实验现象，必须跳出传统思维，考虑更高能量的激发――即涡

旋，而不是只关注低能涨落(如自旋波)。

理论的核心是一个简单而深刻的模型――二维XY模型。它描述了一组

在平面上可以自由旋转的“自旋”（可类比为小磁针）的相互作用，是理

解超流薄膜、二维磁体等系统的理想框架。Mermin-Wagner定理虽然禁止

了真正的长程有序，但二维系统在低温下仍可以维持一种微妙的状态―

―准长程有序。在这种状态下，自旋-自旋关联函数随距离以幂律形式衰

减，而不是高温无序状态下的指数衰减。当系统的温度升高，热涨落不

仅会引起自旋波（平滑的扰动），更会激发拓扑缺陷――涡旋（Vortex）

和反涡旋（Anti-vortex）。这些缺陷具有一个重要的拓扑不变量――“绕

数”，表征了绕着平面上的一条闭合回路走一圈自旋旋转的总圈数，通常

为+1（涡旋）或-1（反涡旋）。由于绕数是一个整数，无法通过连续的变

形将其变为0，这赋予了它们“拓扑保护”的特性，使其极其稳定，不像普
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通的局部扰动那样容易消失。在低温下，涡旋与反涡旋总是成对出现，并

相互束缚在一起。从宏观上看，由于自旋波的存在，这涡旋束缚态仍然维

持着系统的准长程有序。随着温度升高，熵（描述系统混乱度）的作用越

来越大。当达到临界温度Tc时，熵的增加足以克服涡旋-反涡旋对之间的对

数型吸引势能。这对束缚被“熔断”，涡旋与反涡旋解绑，开始在系统中

自由移动。这种自由运动的涡旋会像湍流一样，彻底扰乱系统的准长程有

序，使其变为无序态。这种涡旋与反涡旋的相互作用与二维库仑气体中的

正负电荷行为有着深刻的数学对应[2, 3][7][9]。低温下的束缚涡旋对，就好

比库仑气体中的绝缘态（正负电荷被束缚在一起）；高温下的自由涡旋，

则对应导体的导电态（正负电荷自由移动）。

BKT相变超越了连续相变的朗道范式（该范式将相变与对称破缺联系

起来）。因此，人们传统上研究BKT相变，不是通过连续场论，而是作为

格点理论（2D XY自旋模型）或作为等效的库仑等离子体系统。但BKT相

变也可以用有效场论来描述，即二维正弦-戈登模型[7, 8]。这里，我们将讲

述关于这一有效场论的直接的连续场论推导。

2 两两两维维维没没没有有有连连连续续续对对对称称称性性性自自自发发发破破破缺缺缺

引言中提到Mermin-Wagner定理，即两维系统没有连续对称性自发破缺，

这里给出一个场论证明，这源自于Coleman的工作，虽然这个证明针对的

是场论系统，但其本质适用于一般性的两维系统。

为了简单起见，假设我们的场论系统有一个U(1)连续全局对称性(推

广到其它连续对称性是容易的)，系统的序参量为局域复标量场ϕ(x),

在U(1)对称性的作用下，它按照如下规则变换

ϕ(x) → eiαϕ(x). (1)

下面用反证法，假设低温时，这个U(1)对称性自发破缺了，从而ϕ(x)获

得一个非零的真空期望值：

⟨ϕ(x)⟩ = v ̸= 0.

如果这个假设成立，那么即有，当|x| → ∞时，两点关联函数

⟨ϕ(x)ϕ(0)⟩ = ⟨ϕ(x)⟩⟨ϕ(0)⟩ = v2.
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下面我们就是要证明，如果考虑到序参量的涨落，这个式子将不可能成

立，从而导出矛盾，进而说明U(1)对称性不可能自发破缺。

另一方面，在相变温度之下，考虑到序参量的涨落，序参量将由两维空

间到陪集空间U(1)/1 = U(1)的连续映射所描述，因此，在相变温度之下，

可将ϕ(x) 参数化为

ϕ(x) = veiπ(x)/v,

通常称式中的π(x)为Goldstone 场。描写序参量涨落的低能有效理论

由Goldstone 场π(x) 的如下作用量主导：

Seff =

∫
d2x

1

2
(∂π)2 +高阶导数项.

式中(∂π)2 ≡ ∇π · ∇π。因此在长距离上(从而π的小尺度剧烈变化可以忽

略)，高阶导数项可以忽略，于是，π(x) 的两点函数为

⟨π(x)π(0)⟩ =
∫

d2p

(2π)2
eip·x

p2
= − 1

2π
log(Λ2x2),

其中Λ是紫外截断，因为否则的话式中的积分是发散的。

进而即可以计算

⟨ϕ(x)ϕ(0)⟩ = v2
⟨
ei(π(x)−π(0))/v

⟩
.

对于高斯分布，有
⟨
eiA

⟩
= e−

1
2
⟨A2⟩, 其中A = (π(x)− π(0))/v。于是

⟨ϕ(x)ϕ(0)⟩ = v2 exp

(
− 1

2v2
⟨(π(x)− π(0))2⟩

)
.

利用⟨(π(x)− π(0))2⟩ = 2⟨π(0)2⟩ − 2⟨π(x)π(0)⟩, 代入⟨π(x)π(0)⟩ 得

⟨(π(x)− π(0))2⟩ = K +
1

π
log(Λ2x2),

其中K = 2⟨π(0)2⟩ 是与x 无关的常数（可能发散但可通过重整化吸收）。

因此，

⟨ϕ(x)ϕ(0)⟩ = v2e−K/(2v2)(Λ2x2)−1/(2πv2).

当|x| → ∞时，上式趋于零。这与对称性破缺假设导出的(2)式(通常称之为

聚类性质)矛盾，因此U(1)对称性不能自发破缺。
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对于更一般的连续对称群G，假设其破缺到子群H，则为了参数化陪集

空间G/H，会存在多个Goldstone 场，每个都贡献类似的对数因子。序参

量可以是G/H 上的某个矩阵或向量，其两点函数在长距离下表现为若干指

数因子的乘积，每个因子对应一个Goldstone 模式。由于每个因子均幂律

衰减到零，整体仍趋于零，与聚类性质矛盾。因此结论对任意连续对称性

成立。

3 涡涡涡旋旋旋算算算符符符与与与BKT相相相变变变的的的正正正弦弦弦-戈戈戈登登登描描描述述述

3.1 BKT相相相变变变的的的连连连续续续场场场论论论描描描述述述

在本小节中，我们将通过路径积分发展BKT相变的连续场论描述。我们将

从二维XY模型开始设定我们的约定，但我们的描述本质上是基于连续场论

的，并不依赖于XY模型的格点理论。

二维XY模型是一个自旋被约束在格点平面（格距为a）内旋转的系统。

该模型由配分函数描述：

Z =

∫ π

−π

∏
x

dAx

2π
exp

[
β

2π

∑
x,δ

(Sx · Sx+δ − 1)

]

=

∫ π

−π

∏
x

dAx

2π
exp

[
β

2π

∑
x,δ

(cos(Ax − Ax+δ)− 1)

]
. (2)

这里x 表示二维格点上的一个格点，δ 是连接该格点与其最近邻之一的单

位矢量，β = 1/T 是逆温度。其中Ax ∼ Ax + 2π 是第x 个自旋与某个任意

轴所成的角度，并且我们将|Sx| 归一化为1。

由于我们只关心该系统的长距离行为，我们可以为其发展一个连续场论

描述。在这个描述中，只有缓慢变化的构型才会对配分函数有显著贡献，

因此我们可以将作用量展开到角度Ax 的二次项：

S =
1

4πT

∑
x,δ

(Ax − Ax+δ)
2 ≈ 1

4πT

∫
R2

∥ dA ∥2 (3)

其中A(x) ∼ A(x) + 2π 是一个连续标量场，dA = ∂A
∂xidx

i 是A 的外微

分，∥ dA ∥2= (dA)∧∗(dA)，这里∗是二维的霍奇星算符，∧表示微分形式
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的外积。如果我们首先忽略角度变量A 的周期性（因此忽略涡旋构型），

那么系统的配分函数可以表示为A 场的适当路径积分，权重为W [A]，

W [A] = exp

[
− 1

4πT

∫
R2

∥ dA ∥2
]
. (4)

为了考虑A 的周期性，我们必须对某些携带非平凡拓扑数的奇异构型

（在连续场论描述中）求和。也就是说，我们应该允许场A 是一个多值函

数，这样它可以在某些分支割线处有2π 的跃变。这些场构型代表涡旋激

发。

现在我们描述如何在A 场路径积分中处理涡旋构型。当在点p 处存在一

个涡旋奇点时，我们在p 周围画一个无穷小的逆时针圆Cp，切掉Cp 的内部

――以消除涡旋奇点――并将该内部区域上的场构型路径积分替换为一个

小常数g，它代表涡旋内部的贡献。之后，我们将A 沿Cp 的构型（该构型

由位于p 处的涡旋决定）作为A 场在Cp 外部区域的边界条件，并且我们将

对Cp 外部区域进行带有此涡旋边界条件的路径积分。因此，一个涡旋构型

对路径积分的总贡献是这个外部区域路径积分与内部区域贡献g 的乘积。

事实上，对于位于p 处、携带拓扑量子数（绕数）n ∈ Z 的n 涡旋，我

们有 ∫
Cp

FA

2π
= n, (5)

其中FA = dA。因此，对于这个涡旋，沿Cp 的A 场边界条件可以简单地描

述为：在Cp 上逆时针绕行一圈后，A 的值将增加n2π。如果n 为负，我们

将称这个n 涡旋为反涡旋。

对于拓扑绕数为2的涡旋，即2-涡旋，我们可以想象它由两个紧密束缚

的1-涡旋组成。然而，由于涡旋-涡旋相互作用总是相互排斥（正如我们将

在第2.3小节看到的），这两个复合的1-涡旋总是倾向于彼此分离，因此非

束缚构型具有更低的能量和更高的路径积分权重。同样的论证也适用于具

有更高绕数的涡旋和反涡旋。因此，我们可以忽略所有拓扑量子数大于1的

涡旋（或绕数小于-1的反涡旋）对配分函数的贡献，而只包括那些良好分

离的1-涡旋和1-反涡旋（−1-涡旋）的贡献，它们形成一种稀薄气体。

对于每个具有m 个1-涡旋和n 个−1-涡旋的稀薄气体，我们可以进行相

应的路径积分，这是我们描述过的单涡旋路径积分的推广。最后，我们将
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对所有具有不同数量涡旋和反涡旋的稀薄气体的贡献求和，包括没有涡旋

的贡献，最终得到一个1-涡旋近似的配分函数Z1vortexes，

Z1vortexes =
∑
m,n

1

m!

1

n!
gm+n

∫
m,n

[DA] exp

[
− 1

4πT

∫
R2

∥ dA ∥2
]
, (6)

其中
∫
m,n

[DA] 表示在每一个1-涡旋和每一个−1-涡旋的外部区域上，对A

场构型进行路径积分，并带有相应的涡旋边界条件（在无穷小圆上）。注

意，每个涡旋和每个反涡旋的位置坐标也必须被积分，因为位于不同位置

的涡旋代表不同的构型。(6) 中的因子 1
m!
和 1

n!
分别来自全同涡旋和全同反

涡旋的排列，因子gm+n 来自这m 个涡旋和n 个反涡旋的内部构型。我们使

用符号Z1vortexes 是为了提醒我们，我们做了1-涡旋（和−1-涡旋）以及稀薄

气体近似。

在接下来的两个小节中，我们将通过发展所谓的阿贝尔对偶性，以及针

对涡旋的涡旋算符描述，来计算(6) 中的路径积分。

3.2 阿阿阿贝贝贝尔尔尔对对对偶偶偶性性性

在本小节中，我们将利用所谓的二维阿贝尔对偶性，为我们在第(3.1)节中

描述的BKT相变，发展一个用某个B 场表示的对偶描述，以取代A 场描

述。简而言之，其主要思想是将A 场描述中的涡旋变换为对偶描述中的某

些涡旋算符。

我们从没有涡旋的构型开始，注意到路径积分
∫
[DA]W [A] 等价于

Z =

∫
[DADB] exp

[
i

2π

∫
R2

(dB ∧ FA)

]
W [A], (7)

其中FA = dA，并且我们将B 场归一化为具有周期性B ∼ B + 2π。这个等

价性可以通过注意到(7) 中的指数因子在分部积分后是平凡的，因此对B

的路径积分只贡献一个平凡的发散常数，而这个常数很容易被正规化。

现在我们交换A 和B 泛函积分的顺序。注意对A 的泛函积分基本上等

同于对FA = dA 的泛函积分，因为A 场构型是拓扑平凡的。因此，我们首

先进行(7) 中对dA 的积分，结果（忽略来自dA 高斯积分的常数因子）是

Z =

∫
[DB] exp

[
− T

4π

∫
∥ dB ∥2

]
. (8)
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换句话说，配分函数
∫
[DA]W [A]（无涡旋）完全等价于(8)，即对偶场B 的

泛函积分。

为了熟悉这个对偶变换，我们想再算一个例子，计算带有插入

项dA 的路径积分
∫
[DA](dA)W [A]。通过使用上述对偶变换，我们可以

看到
∫
[DA](dA)W [A] 等价于∫

[DB](iT ∗ dB) exp

[
− T

4π

∫
∥ dB ∥2

]
. (9)

有了这些准备，我们现在可以将带有1-涡旋边界条件的A 场路径积分重

新表达为对偶B 场路径积分加上适当的局域算符插入，这些局域算符就是

能够产生涡旋的涡旋算符。这是下一小节的内容。

3.3 涡涡涡旋旋旋算算算符符符与与与正正正弦弦弦-戈戈戈登登登描描描述述述

我们现在可以为Z1vortexes (6) 推导出一个对偶的B 场描述，结果证明它就

是BKT相变的正弦-戈登描述。为此，我们首先计算单个1-涡旋的贡献。

回忆一下，在A 场描述中，位于p 处的单个1-涡旋是一个带有相应边界

条件的涡旋边界，该边界条件定义在无穷小圆Cp 上（Cp 的内部已被切掉

并替换为因子g）。沿着Cp 逆时针走一圈后，A 的值将增加2π。我们将带

有此涡旋边界条件的A 场路径积分记为Z[Cp]。

为继续推导，我们将Cp 外部的空间记为C × R+，并在其上选取右手定

向。显然，作为C × R+ 的边界，所考虑的1-涡旋边界具有相关的顺时针定

向，我们将此边界记为C−
p ，上标− 用来表示其顺时针定向。然后我们考虑

指数因子

exp

[
i

2π

∫
C×R+

dB ∧ FA

]
. (10)

这个因子可以重写为exp
[

i
2π

∫
C×R+ d(BFA)

]
，它可以在边界C−

p 上积分为

exp

[
iB(p)

∫
C−

p

FA

2π

]
, (11)

因为C−
p 是一个无穷小圆。注意到C−

p 是所考虑的1-涡旋的涡旋边界，但具
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有顺时针定向，我们有
∫
C−

p
FA/2π = −

∫
Cp

FA/2π = −1，因此

exp

[
iB(p)

∫
C−

p

FA

2π

]
= exp [−iB(p)] . (12)

显然，可以通过将指数因子(10) 乘以一个额外的因子exp [iB(p)] 来抵消这

个最终结果，因此

exp [iB(p)] exp

[
i

2π

∫
C×R+

dB ∧ FA

]
= 1. (13)

从这些讨论可以看出，A 场路径积分Z[Cp] 等价于下面的路径积分

Z[Cp] =

∫
[DADB] exp [iB(p)] exp

[
i

2π

∫
C×R+

(dB ∧ FA)

]
W [A], (14)

因为对B 的路径积分平凡地给出一个无穷常数（由于(13)），该常数很容

易被正规化。在交换A 和B 泛函积分的顺序并进行A 场积分之后，就像我

们在第(3.2)小节中所做的那样，我们可以得到（忽略来自dA 高斯积分的

一个无关常数因子）

Z[Cp] =

∫
[DB] exp[iB(p)] exp

[
− T

4π

∫
R2

∥ dB ∥2
]
. (15)

上述推导告诉我们，在B 场描述中，位于p 处的单个1-涡旋可以通过

在B 场路径积分中插入一个局域算符exp[iB(p)] 来产生。类似地，要在p

处产生一个单个−1-涡旋，应该插入局域算符exp[−iB(p)]。一般来说，位

于p 处的m 涡旋由指数算符exp[imB(p)] 产生。这些指数算符就是涡旋算

符。

作为练习，我们可以计算位于x 处的m 涡旋和位于原点0 处的n 涡旋之

间的势能Ueff (x) 和力F (x)。显然，Ueff (x) 由我们在B 场描述中刚刚发展

的涡旋算符的两点关联函数决定：

exp [−β(Ueff (x) + UL)] = ⟨exp[imB(x)] exp[inB(0)]⟩, (16)

其中引入可调常数UL 是为了设定Ueff (L) = 0，L 表示所考虑系统的空间

尺度。通过类似于(2)节中的计算可以发现Ueff (x) =
mn
2
ln(L2/x2)，这是电

荷m 和电荷n 之间的二维库仑势。力F (x) 为F (x) = mn/|x|，当m,n 同号
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时（两个涡旋或两个反涡旋）为排斥力，否则为吸引力（一个涡旋和一个

反涡旋）。这将导致平面XY模型的库仑气体描述[2]。

我们现在可以利用1-涡旋和−1-涡旋的涡旋算符描述，将Z1vortexes (6) 重

新表述为

Z1vortexes =
∑
m,n

1

m!

1

n!
gm+n

∫
[DB]

∫
d2x1d

2x2...d
2xm exp[i

m∑
i=1

B(xi)]

·
∫

d2x′
1...d

2x′
n exp[−i

n∑
j=1

B(x′
j)] exp

[
− T

4π

∫
R2

∥ dB ∥2
]
, (17)

其中xi, x
′
j 分别表示第i 个涡旋和第j 个反涡旋的位置坐标。并且我们通过

对涡旋的位置坐标进行积分来计入所有可能构型的贡献。

看起来似乎任意m 个1-涡旋和任意n 个−1-涡旋的构型都有贡献，但实

际上只有1-涡旋和−1-涡旋数量相等的中性构型才有非零贡献。这可以通

过首先在(17) 的路径积分中积分掉B 场的零模式(即B等于常数的模式)看

出。因此，我们只需要考虑涡旋和反涡旋的中性库仑气体。

但是，如果我们首先对(17) 中的非负整数m,n 进行求和，我们可以

将Z1vortexes 重新表达为

Z1vortexes =

∫
[DB] exp

[
− T

4π

∫
R2

∥ dB ∥2 +g

∫
R2

cos(B)

]
. (18)

这是一个二维正弦-戈登模型，即众所周知的BKT相变的有效场论描

述[7, 8]。至此，我们已经达到了我们的主要目的，即为BKT相变的正

弦-戈登描述提供了一个优雅的推导，我们的推导直接基于连续场论，而不

是基于格点理论或库仑气体模型。

4 关关关于于于BKT相相相变变变的的的讨讨讨论论论

现在我们利用正弦-戈登描述(18) 来讨论BKT相变。本节的所有结果都可

以与文献[2, 3, 7, 8] 进行比较。从表达式(18) 可以看出，在极低温度下，B

场的涨落非常大，这些涨落会抹去涡旋的贡献。因此，在极低温度下我们

可以完全忽略涡旋和反涡旋。那么自旋-自旋关联可以在A 场描述(4) 中容

10



易地计算出来：

⟨exp[iA(x)] exp[−iA(0)]⟩ ∼
(

1

x2

)T/2

. (19)

而在高温下，(18) 的相位刚度很大，余弦项变得重要，因此场B 被经典地

固定在0 附近。在这种情况下，可以在(18) 中将场B 在0 附近展开，以看

到系统是有能隙的，并且系统的序是短程的。

为了确定g = 0时的临界温度Tc,g=0，我们将有效理论(18)视为对自由场

论（作用量为S0 = 1
4πβ

∫
R2 ||dB||2）的g cos(B) 微扰。根据重整化群理论，

临界温度出现在使cos(B)扰动成为边际扰动的数值处，这时cos(B) 的标度

量纲∆ = β/2(可以通过两点关联函数⟨eiB(x)e−iB(0)⟩确定eiB的标度量纲，这

也就是cos(B) 的标度量纲) 变为2。这给出

1/(2Tc,g=0) = 2, Tc,g=0 = 1/4. (20)

此外，在g = 0 附近，可以计算无量纲耦合常数y = ga2 的重整化

群(RG)流（到y 的一阶）(这里a为有效的格距)。该流应与x = ∆ − 2 =

β/2− 2 成正比，因为∆ = 2 使得y cos(B) 变成边际扰动。一个详细的微扰

计算(比如用背景场方法)告诉我们

dy = −xyd ln a. (21)

可以看到，当T < 1/4 时，x > 0，y cos(B) 是不相关的，在长距离下RG将

流向一个自由玻色子的共形场论(CFT)，并且两个SO(2) 自旋之间存在代

数长程关联(19)。事实上，在这种情况下，涡旋和反涡旋激发将配对并组

合成中性偶极子（由于它们之间的库仑吸引力），系统处于介电相。这样

的偶极子对系统的热力学行为影响可以忽略。而当T > 1/4 时，x < 0，

涡旋微扰y cos(B) 是相关的，系统具有能隙，RG将在长距离下流向平庸理

论。在这种情况下，偶极子将解离，形成涡旋和反涡旋的等离子体，并动

态产生一个屏蔽长度。当T = 1/4 时，x = 0，y cos(B) 是边际扰动，如

果y = 0，系统将流向一个Z2 轨道折线CFT [10]。

在不动点x = β/2− 2 = 0，y = 0（即T = 1/4，g = 0）附近，我们也可

以计算x 的RG流到y 和x 的二阶，结果为

dx = −Cy2d ln a, (22)

11



其中C 是一个正常数，可以通过改变长度尺度a 的标度设为任意正数(由

于y = ga2依赖于a), 比如不妨设C = 1, 从而

dx = −y2d ln a. (23)

利用微分方程组(21) 和(23)(关于这两个方程的推导，参见[7, 8])，我们

可以更好地理解系统的低温（T < Tc）行为和高温（T > Tc）行为。

比如，在临界温度Tc，系统将流向不动点x = y = 0，此时理论由Z2 轨

道折线CFT描述。在A 场描述中，这个CFT可以描述为对W [A](4) 的路

径积分，其中T = 1/4。因此，在Tc 处自旋-自旋关联的临界指数η 将

是η = 1/4。

另外，将方程(23)除以方程(21), 可以得到dx
dy

= y
x
, 积分即得

x2 − y2 = −δ2, (24)

这就是重整化群流在(x, y)平面上的轨迹方程, 式中−δ2为积分常数。

为了考察高温相(从而x < 0)的关联长度，假设我们从(x, y) = (x0, y0)的

临界点附近(从而x0, y0很小)开始演化重整化群，演化到(x, y) ∼ (−∞,∞)的

强耦合区域(高温相x < 0)，此时有效的a就是关联长度ξ, 即ξ ∼ a ∼ eln a。

因此我们有x2 − y2 = −δ2, 或者y2 = x2 + δ2, 代入方程(23)即有

d ln a = −dx/y2 = − dx

δ2 + x2
⇒ ln a = −

∫ −∞

x0

dx

δ2 + x2
≈

∫ ∞

0

dx

δ2 + x2
. (25)

这里需要注意到，在临界点附近|x0| ≈ |y0|均很小，从而上述积分约为

ln a ≈ π

2δ
. (26)

所以，关联长度ξ ∼ eln a为

ξ ∼ eπ/(2δ). (27)

另一方面，在临界点附近|x0| ≈ |y0|,从而δ =
√

y20 − x2
0 ∼

√
2|x0|(y0 − x0)。

而根据x的定义，x0 = β/2− 2 ∼ −2T−Tc

Tc
≡ −2t, 注意，由于定义在紫外截

断处，所以这里的β和T都是物理的，而不是像原本x的定义式中那样是有

效的，从而这里的t就是物理的约化温度。通过这个分析我们知道了，

δ ∼
√
t, (28)
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代入(27)式，即有

ξ ∼ eb/
√
t, (29)

式中b > 0为某个常数。注意，在t → 0+时，关联长度是发散的，但是，这

种发散不是像通常临界现象那样的幂律发散，而是快于任何幂律。

最后，正如我们已经强调的，在推导有效理论(18) 时，我们做了1-涡

旋近似。可以自然地预期，双涡旋会贡献一个类似的项g2 cos(2B)，但系

数g2 ≪ g 小得多。当温度升高到1时，cos(2B) 也将变得相关。因此，我们

的1-涡旋近似仅在T 小于1时有效。

5 总总总结结结

KT相变理论的普适性使其应用远超最初的超流氦薄膜，深刻影响了多

个物理学领域：比如，在二维超导体薄膜中，库珀对（电子对）可以形

成类似的涡旋-反涡旋束缚态，其解绑导致超导性消失。比如，这个理

论被成功用于解释二维晶体的熔化过程，并预言了在真实二维磁性材料

（如TmMgGaO4）中存在的KT相变。再比如，在约瑟夫森结阵列中(也

就是由超导体-绝缘体-超导体结构成的阵列)，其相变行为也属于KT普适

类。

总而言之，KT相变超越了相变的朗道范式，它不仅成功解决了二维世

界能否有序的理论悖论，更开创性地将数学中的拓扑学引入物理学，催生

了“拓扑物态”这一全新的研究范式。它所揭示的由缺陷主导的相变机

制，深刻地改变了我们对物质状态和相变本质的理解。
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