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1 引引引言言言

在研究复杂的物理或数学系统时，我们经常会遇到一个令人惊叹的现

象：无论微观层面的个体行为多么千差万别，当系统的自由度（比如粒子

数N）变得极大时，宏观层面往往会涌现出极其简洁且普适的规律。本章

正是围绕着这一主题展开，试图为大家搭建一座连接概率论、量子场论图

解技术与随机矩阵理论的桥梁。

本章的内容安排遵循由浅入深、从单一到多维的逻辑脉络：首先，我

们将从概率论中最核心的中心极限定理出发。为了获得直观的物理图像，

我们会通过“高尔顿钉板”和“醉汉随机游走”这两个经典模型，手把手

地推导出独立随机变量之和为何必然趋向于高斯分布，并借此引入“特征

函数”与“累积量（集团阶矩）”这两个贯穿全讲义的基础数学工具。其

次，我们将视线转向对高斯分布的扰动。当概率分布不再是纯粹的高斯型

时，传统的直接积分往往会变得异常困难。此时，我们将借用物理学中极

为强大的武器――费曼图。大家将会看到，如何把抽象的微扰展开转化为

直观的“画图游戏”，以及如何通过判断图的“连通性”来直接提取累积

量，并进一步理解“圈展开”与统计力学中温度参数的对应关系。最后，

我们将把前两部分发展出的图解思想推广到高维系统，进入大N展开与随

机矩阵理论的殿堂。我们会发现，对于N ×N 随机厄米矩阵，大N 极限在

图解语言中惊人地等价于“平面图极限”。借助这一洞察，我们将极其优

雅地推导出著名的魏格纳半圆定律，并通过“戴森气体”这一绝妙的物理

类比，掌握求解一般势场下本征值分布的普适方法。希望本章能够帮助大

家在不需要翻阅厚重的量子场论教材的前提下，直击这些优美数学物理方

法的核心精髓。

2 中中中心心心极极极限限限定定定理理理与与与随随随机机机游游游走走走

中心极限定理可以说是概率论中最为重要的定理之一。它解决的是N个独

立随机变量的和在N很大时的概率分布问题。中心极限定理说，不管什么
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随机变量，在满足一些合理的条件以后这样的概率分布一定会趋向于一个

高斯分布。这样一个普适性的结果是非常令人吃惊的，它首次揭示了系统

在大N极限下可能会展现出普遍性的规律。这在整个数学和物理学上都影

响深远。我们这里主要讨论这个重要结果的数学证明。为简单起见，这里

我们将仅仅处理N个独立同分布随机变量的情形。

2.1 高高高尔尔尔顿顿顿钉钉钉板板板实实实验验验

英国生物统计学家高尔顿是达尔文的表弟，高尔顿钉板实验是他设计来直

观演示中心极限定理的。

高尔顿在木板上钉了很多钉子，这些钉子分成了N层，每一层的相邻两

颗钉子之间间距相等，上一层钉子的水平位置都恰好落在下一层的相邻两

颗钉子正中间。在实验时，从上方放入一个小圆球，小圆球的直径小于任

意两颗钉子之间的几何距离，但是大于相邻两层钉子之间的水平距离。因

此，小圆球在下落的过程中总会碰到钉子，它碰到钉子以后可以往左边滚

下来，也可以往右边滚下来，概率均为1/2。然后再碰到下一层的钉子，

又以1/2的概率往左滚或往右滚，如此不断进行下去，直到经过N层钉子以

后，小圆球最终会落到下方的格子中。

在第i层，小圆球往左滚还是往右滚是随机的，往右滚则它的水平位移

增加1，往左滚则减少1，我们可以定义小圆球在第i层的水平位移为随机变

量Xi, 小圆球往右滚Xi = 1，往左滚则Xi = −1。很显然，经过N层钉子以

后，小圆球最终会落在哪个方格子中由总水平位移X = X1+X2+...+XN决

定。X当然也是一个随机变量，它的分布情况可以通过将实验重复很多很

多次，然后统计下方各格子中小圆球的数目，由这个数目的分布情况反映

出来。

网上有这个实验的视频，从视频中可以清楚地看到，最终小圆球的数目

分布趋向于一个正态分布(当N很大时)，因此也就是说，随机变量X最终

趋向于一个正态分布。这就是中心极限定理的一个最直观例子。下面我们

开始讨论中心极限定理的证明。
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2.2 随随随机机机变变变量量量的的的特特特征征征

在证明中心极限定理之前，我们先简单地讨论一个有用的数学概念，即一

个随机变量的特征。假设有一个随机变量X，其概率分布为p(x)，则X的

特征p̂(k)定义为

p̂(k) = ⟨eikX⟩ =
∫

dxeikxp(x). (1)

很显然，p̂(0) = 1。更一般的，p̂(k)在0处关于ik泰勒展开的n阶项系数就是

随机变量X的n阶矩Mn，Mn = ⟨Xn⟩ =
∫
dxxnp(x)，即

p̂(k) = 1 +
+∞∑
n=1

1

n!
(ik)nMn. (2)

一个更有用的概念是所谓的累积量(cumulants)，我们这里也称之为集

团n阶矩Kn，它由下式给出

p̂(k) = exp

(
+∞∑
n=1

1

n!
(ik)nKn

)
, (3)

人们也常常将Kn记为Kn = ⟨Xn⟩c。
由n阶矩和集团n阶矩的两个定义式子可以得出

M1 =K1,

M2 =K2 +K2
1 ,

M3 =K3 + 3K1K2 +K3
1 ,

M4 =K4 + 4K3K1 + 3K2
2 + 6K2K

2
1 +K4

1 .... (4)

实际上，如果我们将Km表示成一个m个点的集团，然后将任意n个点

完全分解成一些这样的集团，那么Mn就可以看成是n个点所有可能集

团分解的和，如图(1)所示。 很明显，(1)中的图形正好对应等式(4)。

其实，K1 = M1 = ⟨X⟩就是通常所说的平均值，我们也记为µ，K2 =

M2 −M2
1 = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2就是我们通常所说的方差σ2。因此，根据累积量，

或者说集团n阶矩的定义，我们有

p̂(k) = exp

(
ikµ− 1

2
k2σ2 + ....

)
. (5)
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Figure 1: 图中每一个未被圈起来的单独黑点自身是一个单点集团，每一个

被虚线圈起来的多点是一个多点集团。

2.3 中中中心心心极极极限限限定定定理理理的的的证证证明明明与与与随随随机机机游游游走走走

假设有N个独立的随机变量Xi, i = 1, 2, ..., N，每一个的概率分布都是同一

个函数p(xi), 其平均值为µ, 方差为σ2。这里我们以小写的xi来表示随机变

量Xi的取值。则随机变量X =
∑

i Xi的概率分布q(x)可以表示成，

q(x) =

∫
[
∏
i

dxi]δ(x−
∑
i

xi)p(x1)p(x2)...p(xN). (6)

利用δ(x) =
∫

dk
2π
e−ikx, 我们就有

q(x) =

∫
dk

2π
e−ikx

∫
[
∏
i

dxi]e
ik

∑
i xip(x1)p(x2)...p(xN) (7)

=

∫
dk

2π
e−ikx[

∫
dx′eikx

′
p(x′)]N (8)

=

∫
dk

2π
e−ikxp̂N(k), (9)

式中p̂(k) =
∫
dx′eikx

′
p(x′)。利用(5)式我们容易将上面的结果重写成，

q(x) =

∫
dk

2π
e−ik(x−Nµ)−N 1

2
σ2k2+NO(k3). (10)

假设我们将Nk看成一个新变量，则容易看出在N → ∞的时候式中
的O(k3)可以忽略。由此就可以得到

q(x) → 1√
2πNσ

exp(−1

2

(x−Nµ)2

Nσ2
). (11)
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这就证明了中心极限定理。从最终结果我们可以看到随机变量X的平均值

为Nµ, 而方差为Nσ2。

下面我们给出中心极限定理的一个简单解释。假设我们考虑一个醉汉

在x轴上随机游走，我们将上文的随机变量Xi看成是醉汉第i步这一步所产

生的位移，由于这是一个醉汉，因此这个位移是随机变量。µ就是醉汉平

均每一步前进的距离。那么随机变量X就是醉汉在N步中的总位移，中心

极限定理告诉我们，在N很大时，这个总位移趋向于一个高斯分布，这个

高斯分布的方差是Nσ2。

关于方差的这个结果其实可以用下面的方法容易地得到，下面为了简单

起见我们不妨假设醉汉醉得很厉害，以致于µ = 0。我们记醉汉在i步中的

总位移为X(i), 显然

X2(i+ 1) = (X(i) +Xi+1)
2 = X2(i) +X2

i+1 + 2X(i)Xi+1. (12)

然后我们将上面这个方程两边取期望值，由于醉汉是随机游走，因

此Xi+1与X(i)统计无关，因此⟨X(i)Xi+1⟩ = ⟨X(i)⟩⟨Xi+1⟩ = 0，因此

⟨X2(i+ 1)⟩ = ⟨X2(i)⟩+ ⟨X2
i+1⟩ = ⟨X2(i)⟩+ σ2. (13)

将这个式子进行递推就可以得到我们需要的结论。当然，从这个推导可以

看出，关于方差的这个结果不需要大N极限，这一点也可以从我们在上文

中那个更加数学化的证明方法中看出来。实际上，只有最终的分布是一个

高斯分布这一点才是依赖于大N极限的。

3 扰扰扰动动动高高高斯斯斯分分分布布布与与与费费费曼曼曼图图图

我们将考察两种很有用的随机变量，第一种是满足高斯分布的随机变量，

第二种随机变量的分布函数是对高斯分布的一个扰动。我们关心的要点

是，在这两种情况下我们如何计算n阶矩以及累积量(cumulants)，也就是

我们所谓的集团n阶矩。我们将从高斯分布开始，但是我们更关心的其实

是扰动高斯分布，这时候我们将发展一种画图的办法来计算n阶矩以及集
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团n阶矩的微扰展开。这种图就是微扰统计场论中著名的费曼图。当然，

我们并不会讨论微扰统计场论，但值得说明的是，微扰统计场论其实就是

我们考虑的扰动高斯分布的推广。只不过在统计场论中，我们需要考虑无

穷多个随机变量，它们形成所谓的场算符，而我们这里仅仅只考虑一个随

机变量。总之，微扰统计场论其实是我们将要考察的扰动高斯分布的无穷

维推广。因此，这里发展的费曼图方法同样适用于微扰统计场论是毫不令

人意外的。

3.1 高高高斯斯斯分分分布布布

首先考虑高斯分布。假设随机变量Φ 满足如下分布

P (ϕ) =
1

Z
exp(−1

2
m2ϕ2), (14)

式中Z为归一化系数。这就是高斯分布。对于这种分布我们很容易计算随
机变量的特征，现在记为Z[J ]

Z[J ] =
1

Z

∫
dϕ exp(−1

2
m2ϕ2 + iJϕ) (15)

= exp(−1

2

J2

m2
). (16)

从这个表达式可以读出在所有的集团n阶矩中，只有集团2阶矩K2非零，很

显然K2 =
1
m2。

计算n阶矩的办法有两种，一种是将特征函数Z[J ]在J = 0处泰勒展开

到n阶，然后读出其展开系数即为n阶矩。很显然n为奇数时结果为零。而

对于偶数情形，比方说，对于2n阶矩M2n = ⟨Φ2n⟩, 我们用这种办法可以得
到

M2n =
(2n)!

n!2n
1

m2n
. (17)

第二种计算n阶矩的办法是利用n阶矩的集团展开，由于非零的集团只

有2集团，因此这就是将n阶矩按照2集团进行展开。具体的办法可以进行
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如下，画出n个完全等同的点，每个点代表一个Φ, 然后将这些点两两配对

组合成2集团，每个2集团中的两个点用一根线连起来，这样就构成一个不

完全连通的n点图。每一个2集团的贡献是K2 = 1/m2，将一幅集团展开图

中所有集团的贡献乘起来就是这幅图对n阶矩的贡献。而将所有可能的集

团展开图的贡献加起来就得到总的n阶矩。

很显然，按照这个办法，当n为奇数时，任何集团展开中必然会涉及

到1集团，而由于K1 = 0，所以1集团的贡献为零，因此最后总的n阶矩必

然为零。对于2n阶矩，集团展开图有很多，每个图都包含n个2集团，但是

由于这2n个点完全等同，所有这些图的贡献都是一样的，都为1/m2n。那

么一共有多少个集团展开图呢？这有多种不同的计算办法，最简单的一种

是这样的：首先，随意标记这2n个点中的任何一个，与之配对形成2集团

的点有(2n− 1)个不同选择，配对完成以后，再次在剩下的2n− 2个点中随

意标记一个，与之配对的点就有(2n− 3)种可能，如此不断进行下去，直到

所有点都完成了配对。很显然，可能的集团展开图数目为

(2n− 1)!!. (18)

很容易看出来(2n− 1)!! = (2n)!/(n!2n)，因此这种办法计算出来的最终结果

与之前的第一种办法计算的结果完全吻合。

3.2 受受受扰扰扰动动动的的的高高高斯斯斯分分分布布布

下面我们假定随机变量Φ的分布为

P (ϕ) =
1

Z[g]
exp(−1

2
m2ϕ2 − 1

4!
gϕ4), (19)

Z[g]来自于这个概率分布的归一化，很显然，这种概率分布的归一化计算

起来很困难。不过，我们只是在形式上使用这一表达式，实际上g应该理

解为一个很小的参数，exp(− 1
4!
gϕ4)其实是对高斯分布的一个小扰动。

这一概率分布的特征函数，现在记为Z[g, J ]，由下式给出

Z[g, J ] =
1

Z[g]

∫
dϕ exp(−1

2
m2ϕ2 − 1

4!
gϕ4 + iJϕ). (20)
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如果不把g处理成微扰，Z[g, J ]是很难计算的，但它关于J的泰勒展开同样

是n阶矩，并且log(Z[g, J ])关于J的泰勒展开同样是集团n阶矩。

我们不妨来考虑2n阶矩M2n = ⟨Φ2n⟩(根据被积函数的奇偶性，2n + 1阶

矩显然为零),

M2n =
1

Z[g]

∫
dϕϕ2n exp(−1

2
m2ϕ2 − 1

4!
gϕ4)

=
1

Z[g]

∫
dϕϕ2n[1− 1

4!
gϕ4 +

1

2
(− 1

4!
gϕ4)2 + ....] exp(−1

2
m2ϕ2). (21)

显然计算的结果必然是一个关于g的泰勒级数，级数中每一项的计算都化

简成了标准高斯分布情形的计算。因此前文所描述的2集团展开的办法依然

完全适用，但这样虽然能够计算出结果，但相应的集团展开依然是高斯分

布的集团展开，而不是(19)的集团展开，因此我们无法直接从中得到扰动

高斯分布的集团多阶矩。

注意到在我们现在考察的扰动高斯分布(19)中，− 1
4!
gϕ4是指数上的同一

项，它的四个ϕ肯定不应该被拆开，尤其是不能拆开到不同的集团中去。

因此，现在我们引入一种新的办法来画集团展开图。在现在的画法中，除

了ϕ2n所对应的2n个点(这些点我们称之为外点)以外，对于泰勒展开(21)中

的每一个− 1
4!
gϕ4因子，我们都在图中引入一个(而不是四个)不同的点，我

们称之为顶角，因此每个顶角不是代表一个Φ，而是代表4个Φ乘在一起，

从上一节的研究中我们知道，每个Φ都要和其它的Φ配对，所以我们在每个

顶角上画出四条腿，每条腿代表一个待配对的Φ。对于(21)中g的泰勒级数

的每一阶，当我们将所有的配对(同样，每个配对画一条连线)都完成以后

就生成了一幅不完全连通的图，一组配对方式就对应一幅图，这样的图称

之为费曼图。和前文一样，每一幅费曼图中的每一根代表配对的连线贡献

都是1/m2，而每一个顶角额外还有一个−g。将一幅图中所有连线和顶角

的贡献都乘起来就是这幅费曼图对2n阶矩的贡献。将所有不同费曼图的贡

献都加起来就得到2n阶矩的最终值。

读者可能注意到我没有提到顶角上的那个 1
4!
因子，这是因为，当我们

将顶角上的四个Φ和其它Φ进行配对时，一般来说这四个Φ的排列组合会产

9



生4!种可能性，刚好将 1
4!
抵消了。除非我们画出来的费曼图对于某个顶角

上的Φ的配对有对称性，这时候我们就要额外除以对称操作的数目(恒等操

作也算一个对称操作)，因为对称的配对方式结果是完全一样的。同样的，

上面我们也没有谈泰勒展开g2阶项前面的1/2!因子，这是因为g2阶其实是

两个顶角的乘积，一般来说，当将其它Φ与g2阶上的Φ进行配对时，两个顶

角就产生了两种可能性，正好将1/2!消去。除非我们画出来的费曼图这两

个顶角是完全对称的，这时候就要额外除以对称操作的数目2。总之，每一

幅费曼图的贡献还要除以一个对称因子，它就是使得费曼图保持不变的对

称操作的数目。

另外，很显然，不同拓扑结构的费曼图有不同的配对方式，而由于Φ的

等同性，相同拓扑结构的费曼图对2n阶矩的贡献必定是相同的（有相同的

连线数和顶角数），因此对于每一拓扑类，我们常常只画一幅图为代表，

然后在最终贡献中乘上一个拓扑权因子，它就是具有相同拓扑结构的不同

费曼图的个数。

下面的两幅图(2)、(3)是将⟨Φ4⟩计算到g2阶所涉及到的所有费曼图，每

幅图前面的数字是它的拓扑权因子除以对称因子。比如图(2)中(c)图的

系数3 = C2
4 × 1

2
, 其中C2

4是从四个外点中选出两个进行直接配对的组合

数，而1/2来自于图中那个圈的左右对称性。比如图(2)中(f)图的系数3/2是

因为将四个外点分成全同的两组(两组外点分别和一个顶角配对)有3种

可能性，另外图中圈的对称性导致还要除以2。比如图(2)中(i)图的系

数3/8 = 3 × 1/8, 其中的1/8是因为图中的双圈有8个对称操作。再比如

图(3)中的(n)图的系数1 = C2
4 × (1/3!)，其中的C2

4是四个外点中选出两个直

接配对的组合数，1/3!是因为图中那个圈中的3根线具有重排对称性。类似

的可以得到其它图前面的系数。

很容易看出来，上面这些费曼图的和可以因式分解成如下两部分，

图(4)和图(5)，的乘积。人们可能注意到，这个乘积中还多出来一些g3阶甚

至g4阶的部分，这些部分是我们暂时不关心的。图(5)中的第一项那个I表

示单位1。另外，图(5)有一个特征，那就是它完全不涉及外点，我们称之

为真空图。这些真空图实际上对最终结果是没有贡献的。原因就在于，我

10



Figure 2: The feynman diagrams concern ⟨Φ4⟩.

们回顾计算公式(21), 就会发现，要最后算出⟨Φ4⟩，我们还需要除以Z[g],

而Z[g]来自于归一化，其计算也可以按照微扰展开的形式来进行，只不过

这时候没有外点，稍微想一下我们就能明白，图(5)的这些真空图，就是计

算Z[g]时所涉及到的那些费曼图。所以在最终计算⟨Φ4⟩时，这些真空图的
贡献就从分子和分母中消去了。因此，为了计算⟨Φ4⟩(到g2阶)，我们只需

要将图(4)中的那些费曼图的贡献加起来。最后的结果容易计算得

⟨Φ4⟩ = 3
1

m4
− 4g

1

m8
+

33

4
g2

1

m12
. (22)

这个结果也可以不用费曼图方法，而是用直接的计算来验证(要记得除

以Z[g])。

费曼图的方法在直接计算如⟨Φ4⟩这样的多阶矩时显示出来的方便之处还
不够大。但如果我们想计算的是集团多阶矩，比如K4, 费曼图方法就会显

得特别方便。为了说清楚这一点，让我们观察图(4)中的那些费曼图，我们

发现，其中有些费曼图是连通图，因此四个外点属于同一个集团，而有些

图是不连通的，其四个外点被分割成了不同的集团。也就是说，从图(4)中

11



Figure 3: The feynman diagrams concern ⟨Φ4⟩.

我们可以发现，通过顶角和连线的作用可以将四个外点自然地分割成集团

展开结构，其中一个集团就对应费曼图中的一个连通部分。又考虑到按

照g的微扰展开，我们就可以说，集团多阶矩对应的就是连通图的贡献之

和。比如说K4, 计算到g2阶，它就是图(2)中(b), (e), (f)三个费曼图的贡献

之和，很容易算得

K4 = −g
1

m8
+

7

2
g2

1

m12
. (23)

总之，对于任何扰动高斯分布，其集团n阶矩Kn其实就是n个外点的连通图

之和，因此我们也可以称之为连通n阶矩，并记作⟨Φn⟩c, 即

Kn = ⟨Φn⟩c. (24)

3.3 圈圈圈展展展开开开

读者可能发现了，上面画出的所有费曼图中，有些费曼图包含了闭合回

路，我们称之为圈，而有些则没有。为了看清楚圈的含义我们再次修改概

率分布，假设我们记S(ϕ) = 1
2
m2ϕ2 + 1

4!
gϕ4, 那么我们将要考虑的概率分布

为

P (ϕ) =
1

Z[g, h]
exp

(
−1

h
S(ϕ)

)
. (25)
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Figure 4: The feynman diagrams for calculating ⟨Φ4⟩.

我们同样可以按照对参数g的微扰展开来计算n阶矩和连通n阶矩，稍微想

一下人们就能知道，现在所有的费曼图和上一节中的费曼图都是一样的，

与我们在上一节中考察的情况的唯一区别在于，现在费曼图中每一根连线

的贡献是h/m2, 而每一个顶角的贡献是−g/h。为了让h的贡献平等地进入

外点，现在假设我们要计算的是⟨Φn⟩c/hn, 也就是说每一个外点要额外贡献

一个1/h。假设我们正在考察的费曼图共有v个点(包括外点和顶角)，e根连

线，l个独立的圈，则很显然这幅费曼图会贡献一个he−v，由连通图的欧拉

公式可知，它就是

hl−1. (26)

也即是说，每一幅费曼图的圈的个数其实是它按照h展开的阶数加1。

因此，如果我们假定h是一个小量，那么在计算⟨Φn⟩c/hn的时候，高

圈图的贡献相比于低圈图的贡献就处在h微扰展开的更高阶上, 概率分

布(25)按照h进行微扰展开其实就是相应费曼图的圈展开。这个结论对

于任何扰动高斯分布都是成立的。如果我们将ϕ看成是某个粒子的坐

标，S(ϕ)看成是这个粒子的势能，h看成是温度，那么(25)其实就是这个粒
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Figure 5: The vacuum diagrams.

子在热平衡之后的概率分布，也就是所谓的玻尔兹曼分布。而我们考虑的

圈展开其实就是一种低温展开。

3.4 复复复变变变量量量

现在，假设我们考察的是一个复随机变量Φ，其取值为ϕ = ϕ1 + iϕ2, 其

中ϕ1, ϕ2是两个实数，相应的高斯分布为

P (ϕ, ϕ) =
1

Z
exp

(
−m2ϕϕ

)
. (27)

很显然，这个概率分布的特征函数可以计算得

⟨exp
(
iJϕ+ iJϕ

)
⟩ = exp

(
−JJ

m2

)
. (28)

由此容易得到⟨ΦΦ⟩ = ⟨ΦΦ⟩ = 0, ⟨ΦΦ⟩ = 1/m2。也就是说，Φ仅仅在与其

复共轭进行配对的时候才会有非零的贡献。这一点在我们考虑扰动高斯分

布画费曼图的时候尤其重要，这时候为了强调Φ只能与其复共轭进行连线

我们常常在这个连线上加上一个箭头，这个箭头从Φ指向Φ。另外，概率

分布必然是实的，因此我们不妨假定任何扰动高斯分布的顶角都是ϕϕ的函

数，而不仅仅是ϕ或者ϕ的函数。这样一来在画微扰展开的费曼图的时候，

任何一个进入顶角的箭头都必然对应一个离开这个顶角的箭头，因此，从
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一个Φ外点出发顺着箭头的方向走必然会终止于某个Φ外点。如此一来，我

们必然有，在这样的扰动高斯分布中⟨ΦΦ⟩ = ⟨ΦΦ⟩ = 0(画不出任何相应的

费曼图)。这个结果也可以直接从对称性来证明，这是因为，如果我们的概

率分布是ϕϕ的函数，那么它在ϕ → eiαϕ, ϕ → e−iαϕ的变换下就是不变的，

因此我们必然有e−2iα⟨ΦΦ⟩ = ⟨ΦΦ⟩, 由于α是任意的，这就意味着⟨ΦΦ⟩ = 0,

类似的也可以证明⟨ΦΦ⟩ = 0。

3.5 微微微扰扰扰统统统计计计场场场论论论

微扰统计场论可以看成是上面我们所考察的这一类问题的推广。只不过

这时候我们有无穷多个随机变量，它们形成某个欧氏空间(比方说R1)上

的场分布，我们可以用Φ(x)来表示这些随机变量，x表示欧氏空间上的

坐标。Φ(x)的取值我们可以记为ϕ(x), 它是一个场，为了简单起见我们不

妨假定这些随机变量的取值都为实数。统计场论的关键是给每一个场位

形ϕ(x)都指定一个概率P [ϕ], 它由下面的式子给出,

P [ϕ] =
1

Z
exp (−S[ϕ]) , (29)

式中S[ϕ]的一个典型例子如下

S[ϕ] =

∫
dx

[
1

2
((∂xϕ)

2 +m2ϕ2) +
1

4!
gϕ4

]
. (30)

归一化常数Z通常被称作配分函数，它的计算方法是

Z =

∫
Dϕ exp (−S[ϕ]) , (31)

这里的积分表示对所有的场位形进行求和，称作泛函积分。在当前，泛函

积分还不是一个有精确定义的数学概念，如何严格地定义泛函积分是最为

重要的待解决数学难题之一。不过在形式上，我们可以将泛函积分理解成

对每个空间点x上的场变量都进行积分，是一个无穷重积分，也即是说，

在形式上我们可以将积分测度Dϕ理解成，Dϕ =
∏

x dϕ(x), 这里的dϕ(x)不

表示对x求微分，而是表示将x点的场变量ϕ(x)本身看成是一个积分变量。
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由于Φ(x)依赖于x，所以原来的多阶矩的概念就可以推广成多点关联函

数的概念。比方说两点关联函数的定义如下

⟨Φ(x)Φ(y)⟩ = 1

Z

∫
Dϕϕ(x)ϕ(y) exp (−S[ϕ]) . (32)

我们可以用类似于前面发展的微扰展开的办法来计算多点关联函数。比方

说，对于S[ϕ]由(30)式给出来的统计场论，我们可以将顶角项
∫
dx 1

4!
gϕ4看

成是一个微扰项。很显然，(30)式去掉这一顶角项剩下的部分同样是某种

高斯积分，通过计算这一高斯积分我们就能把两个不同点上的场进行配

对。整个费曼图的画法和我们前文的讨论是类似的，不同的是，在计算每

一费曼图对多点关联函数的贡献时采用的计算规则略微有些不同，比方

说，在现在的情形中每一根代表配对的连线的贡献不再是一个简单的数

了，再比方说，每一个顶角的贡献不再是一个简单的−g了，而是还要包含

一个对x的积分。

实际上，我们前面发展的所有概念都可以平行地照搬到微扰统计场论中

去。当然，微扰统计场论也有其自身的复杂性，在微扰统计场论中，费曼

图的每一个独立的圈都会额外贡献一个积分，而这个积分往往是发散的，

物理学家用重整化的办法来处理这一发散，以从中得出有意义的有限的结

果。不过在数学上，这一问题还没有得到严格的处理，实际上，它和我们

之前提到的泛函积分的严格数学定义问题密切相关，是有待解决的重大数

学难题。当然，我们并不打算详细地讨论微扰统计场论，所以让我们就在

这里停下来吧。

4 大大大N展展展开开开与与与随随随机机机矩矩矩阵阵阵理理理论论论

在中心极限定理的证明过程中我们看到，对于一个有N个随机变量的系

统，它的某些问题在N很大的极限下会得到极大的简化。这一观察促使人

们去研究各种N个随机变量的系统在大N极限下的行为，以及这些系统按

照1/N的微扰展开，这就是所谓的大N展开思想。在物理学中，大N展开

思想已经有好几十年的历史发展脉络，对于今天的人来说，大N展开最著
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名的例子也许是AdS/CFT对应。不过，在这里我们并不想系统性地回顾

大N展开的这些发展。相反，我们想介绍大N展开的一个重要例子，即随

机矩阵理论。除了因为这一理论本身有广泛的应用以外，我们介绍它是因

为，就好像中心极限定理一样，这一理论的大N极限是已经被了解得很清

楚的，是一个漂亮的数学物理定理。

下面我们来介绍随机矩阵理论。这时候，我们要考察的随机变量是

一个N × N的厄米矩阵Φ, 其取值我们依然记为ϕ，ϕ的第i行第j列我们记

为ϕi
j。我们假定这个随机变量的概率分布如下

P (ϕ) =
1

Z
exp (−NTrV (ϕ)) , (33)

式中V (ϕ)是关于ϕ的一个实多项式，比如说V (ϕ) = 1
2
m2ϕ2 + gϕ4等等。

我们主要关心ϕ的本征值密度的期望值ρ(E), 其定义如下

ρ(E) =
1

N
⟨Trδ(E − Φ)⟩ = 1

N
⟨
∑
i

δ(E − Ei)⟩, (34)

式中Ei为某个按照概率(33)随机产生的ϕ的本征值。ρ(E)也就是随机产生

许许多多ϕ以后，它们的本征值的分布函数，它显然满足
∫
dEρ(E) = 1。

当N有限时，ρ(E)很复杂很难精确地求解出来，但是，正如我们将要看到

的，在N → +∞的大N极限下，ρ(E)将趋向于一个简单的光滑函数。我们

下面要做的事情就是找到这个光滑函数，它就类似于我们在中心极限定理

中的高斯分布。

注意到limϵ→0 Im( 1
x+iϵ

) = −πδ(x)，我们可以引入一个更容易计算的函

数G(z)，其定义为

G(z) =
1

N
⟨Tr 1

z − Φ
⟩. (35)

很显然，ρ(E) = −(1/π) limϵ→0 ImG(E + iϵ)。另外，注意到我们的概率

分布(33)在幺正变换下是不变的，即P (ϕ) = P (U †ϕU), 这里U为一个任意

的N ×N的幺正矩阵。因此我们必然有

Gi
j(z) = ⟨

(
1

z − Φ

)i

j

⟩ = δijG(z). (36)

17



4.1 魏魏魏格格格纳纳纳半半半圆圆圆定定定律律律

下面我们考虑一种简单的情况，即V (ϕ) = 1
2
m2ϕ2的情况。这时候由高斯积

分我们容易有

⟨Φi
jΦ

k
l ⟩ =

1

Z

∫
[dϕ]ϕi

jϕ
k
l exp

(
−N

1

2
m2
∑
p,q

ϕp
qϕ

q
p

)
= δilδ

k
j

1

Nm2
. (37)

这就是高斯分布情况下随机矩阵理论中两个外点进行配对所需满足的规

则。由于Φi
j带有上下两个不同的指标，因此我们常常用如图(6)所示的双线

来表示这种配对。注意图中箭头的方向总是从下指标指向上指标的，并请

注意图中两根线的箭头方向相反。

Figure 6: The pairing between Φi
j and Φk

l with contribution δilδ
k
j

1
Nm2 . The

i, j end of the double lines stands for Φi
j, the k, l end stands for Φk

l .

现在，我们可以计算Gi
j(z)了，注意到奇数个Φ的期望值一定为零，我

们可以将Gi
j(z)按照1/z泰勒展开为

Gi
j(z) =

∞∑
n=0

1

z2n+1
⟨
(
Φ2n
)i
j
⟩ (38)

=δij
1

z
+

1

z3
⟨
(
Φ2
)i
j
⟩+ 1

z5
⟨
(
Φ4
)i
j
⟩+ .... (39)

首先让我们来看这个展开中的第二项，即 1
z3
⟨Φi

kΦ
k
j ⟩ (当一个表达式中的一

个上指标和一个下指标用同样的字母表示时，我们默认对这个指标进行求

和, 也称之为将这两个指标进行收缩)，稍微想一下就能发现，这一项可以

用如下的图形(7)来表示。

图中每一根单线的贡献是1/z，当用一根单线将双线的两端连起来

的时候表示要将这两端的两个指标进行收缩。因此，这幅图的总贡献
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Figure 7: The diagram for 1
z3
⟨Φi

kΦ
k
j ⟩.

为δijN
1

Nm2 , 总的来说是在N的零次方阶，我们记为O(N0)。注意这里额外

的那个N , 它显然来自于上下指标的收缩，也就是对应于图(7)中那个闭合

的回路。稍微想一下就能发现，任何闭合回路总意味着一个这样的收缩，

因此会额外贡献一个因子N。

下面我们来考察展开式(39)中的第三项，也就是 1
z5
⟨Φi

kΦ
k
l Φ

l
hΦ

h
j ⟩, 这涉及

到四个矩阵，根据高斯积分两两配对的规则，它有多种配对的可能性。暂

时不考虑这四个Φ如何配对，仅仅注意到这四个Φ的上下指标收缩关系，我

们容易知道相应的图形必然具有如下结构，如图(8)。图中的阴影部分表示

双线间的可能配对。

Figure 8: The diagram for 1
z5
⟨Φi

kΦ
k
l Φ

l
hΦ

h
j ⟩.

现在，让我们来考虑双线间的可能配对形式。它给出如图(9)所示的3种

可能性。

图(9)中的每一幅图都有两根双线，每根双线贡献一个1/N。但是

图(9)中的(a)、(c)两图和(b)图有根本性的不同，(a)、(c)两图包含了两个

闭合回路，每个闭合回路会额外贡献一个N , 所以总的来说(a)、(c)两图

是O(N0)阶的。但是(b)图完全可以一笔画出，它不包含任何闭合回路，所
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Figure 9: The diagrams for 1
z5
⟨Φi

kΦ
k
l Φ

l
hΦ

h
j ⟩.

以总的来说，(b)图是O(1/N2)阶的。也就是说，在大N极限下，(b)图的贡

献完全可以忽略不计。实际上，(b)图通常被称为非平面图，也就是说当它

在两维平面上画出来的时候必然要涉及一些交叉线。相反，(a)、(c)这样

的图被称之为平面图，它们可以直接在两维平面上画出来而不涉及到任何

交叉线。图(9)其实示例了一条一般规则，即任何非平面图相对于平面图

来说总有更少的回路，由于每一个闭合回路都会额外贡献一个N，因此非

平面图在大N展开的时候就代表1/N的更高阶贡献。特别的，在N → ∞的
大N极限下，我们可以忽略掉所有的非平面图。正因为如此，大N极限有

时候也被称之为平面图极限。

下面我们考虑完整的Gi
j(z)在平面图极限下的结构，这就要考虑泰勒展

开(39)的所有阶。为此让我们首先观察一下图(9)的(a)、(c)两图的特征，很

容易发现，(a)图是将同一个组成单元重复两次而成，而(c)图是在图(7)的

基础上嵌套一根双线而成。稍微尝试一下就能发现，在平面图极限下，这

两个特征是泰勒展开所有阶共有的，也即是说，在平面图极限下，任何

对Gi
j(z)有贡献的图都可以通过重复和嵌套这两种方式来生成。假定通过嵌
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套生成的所有图的贡献之和为S(z), 并将两种操作生成的所有图的贡献之和

记为G(z)(因为Gi
j(z) = δijG(z)), 如下图(10)所示.

Figure 10: S(z) and G(z).

很清楚，G(z)是将S(z)不断重复而成，反过来，S(z)是在G(z)的基础上

嵌套一根双线而成，用图形来表示就是(11)。从这幅图中我们很容易读出

来

G(z) =
1

z
+

1

z
S(z)

1

z
+

1

z
S(z)

1

z
S(z)

1

z
+ ...

=
1

z − S(z)
. (40)

另外，从图中也可以看出来，从G(z)通过嵌套得到S(z)的过程我们加上了

一根双线，其贡献为1/(Nm2)，但同时也增加了一个回路，其贡献为N，

因此我们有

S(z) =
1

m2
G(z). (41)

通过(40)和(41)这两个方程，我们容易解得

G(z) =
m2

2
(z −

√
z2 − 4

m2
). (42)

式中在二次方程两个根的±号中，我们选择了−号，这是因此只有这样相
应的G(z)才能满足在z → ∞ 时G(z) → 1/z。

由G(z)的表达式(42),我们很容易得到本征值分布ρ(E),

ρ(E) =
m2

2π

√
4

m2
− E2, (43)

式中E的取值在区间[−2/m,+2/m]之内。这就是魏格纳半圆定律。
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Figure 11: The diagrams for G(z) and S(z).

4.2 戴戴戴森森森气气气体体体

魏格纳半圆定律是大N极限下随机矩阵本征值分布的一个简单结果。但是

这个结果只适用于V (ϕ) = 1
2
m2ϕ2的情形。这一节我们就是要把类似的结论

推广到V (ϕ)是一个一般性的多项式的情形，比方说V (ϕ) = 1
2
m2ϕ2 + gϕ4这

样的情形。如果用按照g进行微扰展开的方式来处理问题，我们就能发

现，这时候，顶角gϕ4的引入使得我们需要考虑的典型平面图为如(12)所示

的样子。很清楚，我们很难通过直接将所有类似这样的图的贡献都加起来

以得到一个G(z)的表达式，所以我们可能需要用图形之外的方法来处理现

在的一般性情形。

Figure 12: A diagram with two vertexes.

为此让我们来考察一个观测量Tr(O(ϕ))的期望值，这里O(ϕ)表示ϕ的一

个函数。很清楚，Tr(O(ϕ))在幺正变换ϕ → U †ϕU下是不变的。这个期望
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值由下式计算

⟨Tr(O(ϕ))⟩ = 1

Z

∫
[dϕ]Tr(O(ϕ))e−NTrV (ϕ). (44)

前面我们已经说过了概率分布P (ϕ)在幺正变换下是不变的，Tr(O(ϕ)) 也是

幺正不变的，值得讨论的是积分测度[dϕ], 不过可以证明如果将它自然地定

义成[dϕ] =
∏

i,j dϕ
i
j, 则它在幺正变换下也是不变的。

另一方面，对于任何厄米矩阵ϕ, 如果将其本征值所构成的对角矩阵记

为Λ = diag{λ1, λ2, ..., λN}, 则ϕ必定可以分解成ϕ = U †ΛU的形式, 式中U为

某个幺正矩阵。那么积分测度[dϕ]必定可以重写成[dϕ] = J
∏

i dλi[dU ], 式

中J为雅可比行列式，[dU ]表示对幺正矩阵U的积分测度。由于积分表达

式(44)的被积函数是幺正变换不变的，因此对[dU ]的积分是平凡，不妨将

之归一化为1，如此一来，积分(44)就可以重写成，

⟨Tr(O(ϕ))⟩ = 1

Z

∫
J
∏
i

dλi

∑
j

(O(λj))e
−N

∑
k V (λk). (45)

这个表达式中唯一还不清楚的就是那个雅可比矩阵J。

为了求出雅可比矩阵J , 我们不妨考虑ϕ在对角矩阵邻域内的情形，

即ϕ = e−iεΛeiε, 其中ε为一个无穷小厄米矩阵，因此有ϕ = Λ − i[ε,Λ], 由

这个式子可以看出，对Λ的积分(即[dΛ] =
∏

i dλi)带来的雅可比行列式

为1，同时由于矩阵元[ε,Λ]ij = (λi − λj)εij, 它带来的积分测度为
∏

i,j[(λi −
λj)dεij] =

∏
i<j(λi − λj)

2[dε], 其中积分测度[dε] =
∏

i,j dεij就是测度[dU ]在

恒等矩阵邻域内的具体形式。因此，我们有，雅可比行业式J =
∏

i<j(λi −
λj)

2。将之代入积分式(45)我们就有

⟨Tr(O(ϕ))⟩ = 1

Z

∫ ∏
i

dλi

∑
j

(O(λj)) exp [−NS(λ1, λ2, ..., λN)] . (46)

式中S(λ1, λ2, ..., λN) =
∑

i V (λi) − 1
N

1
2

∑
i̸=j log(λi − λj)

2。可以看到，现

在问题变成了一个N粒子系统的问题，粒子的坐标就是λi, i = 1, 2..., N。

这N个粒子处在一个势阱V (λ)中，并且任意两个粒子之间有排斥势− 1
N
log(λi−
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λj)
2的相互作用。这N个粒子就构成某种有相互作用的气体，称之为戴森

气体。

从表达式(46)很容易看出，在大N极限下，只有函数S(λ1, λ2, ..., λN) 的

极小值对积分有贡献，因此有 ∂
∂λi

S(λ1, λ2, ..., λN) = 0, i = 1, 2..., N，由此就

得到如下方程

V ′(λi) =
2

N

∑
j ̸=i

1

λi − λj

. (47)

当N → ∞时，这些本征值就会趋向于一个连续谱，引入谱密度ρ(λ) (它就

是我们前面引入的本征值分布函数ρ(E)的大N极限，因此满足
∫
dλρ(λ) =

1)，我们就可以把上面这个方程重写为

V ′(λ) = 2P
∫

dµ
ρ(µ)

λ− µ
. (48)

式中P表示取积分主值。
从方程(48)容易看出，大N极限下的本征值谱必然分布在一个有限的区

间之内，因为在允许|λ| → ∞的情况下，方程(48)右边趋于∼ 1/λ，因此是

无法和左边相等的。下面我们将把这个本征值的分布区间记为A。

下面我们引入解析函数G(z) =
∫
A
dµρ(µ)

z−µ
, 其中变量z定义在整个复平

面上。很容易看出来ρ(λ) = − 1
π
ImG(λ + iϵ), 因此这里的G(z)实际上就

是我们前面引入的G(z)函数的大N极限，G(z)现在的这种表达形式称之

为谱表示, 从这种表达形式可以看出来，G(z)除了在区间A上有一条割

线以外，它在整个复平面都是解析的。很显然方程(48)告诉我们的不

过是ReG(λ + iϵ) = 1
2
V ′(λ)(在区间A上)。由这个条件，加上G(z)的解析

性，再加上z → ∞时G(z) → 1/z的条件，我们就能唯一性地确定解析函

数G(z)，由此就能求出ρ(λ)。

比方说，假如V (λ) = 1
2
m2λ2 + gλ4, 这时候由于V (λ)是一个偶函数，

我们可以知道，谱分布ρ(λ)也必然是一个偶函数，因此区间A必定可以取

成[−a, a]的形式，其中a是待定的。魏格纳半圆定律启发我们可以试探性地

将G(z)取成如下形式

G(z) =
1

2
V ′(z)− P (z)

√
z2 − a2, (49)
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其中P (z)是一个待确定的多项式。很显然，这时候

ρ(λ) =
1

π
P (λ)

√
a2 − λ2, (50)

由于ρ(λ)是一个偶函数，所以P (z)必定是一个偶多项式。又由于z →
∞时G(z) → 1/z，可知P (z)是一个2次偶多项式，因此包含两个待定系

数。再加上前面待定的a，我们就有3个待定参数。它们可以这样来确定，

由于z → ∞时G(z) → 1/z，所以在z → ∞时G(z)渐进式的z3, z1项系数都

要消去，而1/z项的系数必定要等于1，这就给出了三个方程，刚好可以确

定3个待定参数。这就完成了我们想要的求解，相应的(50)式就是魏格纳半

圆定律的推广。

得到ρ(λ)后，观察量TrO(ϕ)的期望值在大N极限下就可以写成

1

N
⟨Tr(O(ϕ))⟩ = 1

N

∑
i

O(λi) =

∫
dλρ(λ)O(λ). (51)

5 总总总结结结

至此，我们走完了从简单的标量随机变量到高维随机矩阵的完整旅程。回

顾本章，核心的思想可以凝练为以下几个层面的“统一”：第一，是“大

数目极限”下的统一。无论是中心极限定理中N 个随机变量之和趋向高斯

分布，还是随机矩阵理论中N → ∞ 时本征值趋向确定的光滑连续谱（如
魏格纳半圆），都揭示了“大N 极限”是压制涨落、催生普适性规律的

温床。第二，是“图形化思维”的统一。从最初用“点的集团分解”来理

解普通矩与累积量的关系，到用带有顶角和连线的费曼图计算微扰高斯分

布，再到用双线费曼图计算矩阵的格林函数。我们贯穿始终地演示了如何

将复杂的积分与配对问题，降维打击为直观的拓扑计数问题。第三，是

“连通性与物理可观测量”的统一。讲义中反复强调了一个核心结论：普

通矩对应所有图的求和，而真正具有物理意义的累积量（或连通格林函

数），仅仅对应于连通图的贡献。这个规则在标量场和矩阵场中都是成立

的。第四，是“数学结构与物理图像”的统一。我们看到，矩阵积分中极
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其复杂的雅可比行列式
∏

i<j(λi − λj)
2，在物理图像上完美等价于处于势阱

中且带有对数排斥势的“戴森气体”；而图论中的“圈数”，在统计力学

中直接对应着“温度微扰的阶数”。掌握这些思想，不仅是为了计算几个

特定的积分，更是为了获得一种跨学科的直觉。当未来大家在量子场论、

多体物理甚至机器学习的高维统计中再次遇到类似的结构时，希望本章所

建立的这套“语言体系”，能成为你们迅速看透问题本质的利器。

26


