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回溯重整化群理论的源头，必须首先致敬两项更为早期却影响深远的

奠基性成就。其中首要的便是列夫·D·朗道的开创性工作――他实为系

统有效场论的先驱，尽管这一称谓在当时或许尚未定型。公允而言，朗道

“发明”了序参量这一概念，其重要性无论怎样强调都不为过。

所谓序参量，其核心洞见在于：即便对微观机制一无所知（正如早期对

于超流氦的理解），只要承认微观世界的存在，并坚信其遵循某些普遍的

整体性法则――特别是关于局域性与对称性的规律――这些性质便足以决

定原子尺度之上最具标志性的宏观行为。诚然，朗道与金兹堡（这一理念

的主要合作者与发展者）后来在涨落效应和临界奇异性等关键问题上出现

了偏差，但这丝毫未减损这种审视复杂凝聚态系统方式的深刻价值。一旦

把握了序参量的本质――譬如，当其恰如波函数般呈现为复数形式――整

个物理系统的宏观奥秘便豁然开朗。

朗道引入序参量的划时代意义，在于揭示了一个介于微观与宏观之间、

令人意想不到的全新认知层面。传统观念将统计力学视作架设在两个极

端世界之间的桥梁：一端是原子核与原子构成的微观领域（尺度在10−13

至10−8 厘米之间），另一端则是毫米乃至米量级的宏观世界。然而，序参

量作为动态涨落的实体，在诸多情形下恰恰嵌入了一个居间的介观层次，

其特征尺度横跨几十至数百埃，直至微米范围（约10−6.5 至10−3.5 厘米）。

随着威尔逊重整化群思想的兴起，源自朗道-金兹堡传统的有效（“粗粒

化”）哈密顿量――亦即自由能按序参量展开的数学形式――终于获得了

更为精确的理论诠释。如今，朗道-金兹堡-威尔逊（LGW）哈密顿量被理

解为经过深刻重整化的真实哈密顿量，那些更为精细的微观自由度已然被

系统地“积掉”。（具体显式表达详见后文。）在现代凝聚态理论的实践

中，研究者往往直接从这个介观层次出发，以物理上合理的LGW哈密顿量

替代那些过于复杂或真实的微观哈密顿量，进而运用统计力学的方法解读

宏观现象。至于如何从原子层次严格推导出各类初始LGW哈密顿量，并论

证其适用边界，则已发展成为一门独立而重要的研究课题。

朗道的序参量框架为相变理论注入了前所未有的明晰性与形式化力量，

最终实现了对多临界点的精确刻画，并深化了对有序态诸多特性的理解。

然而，1944年的一声惊雷震撼了学界：拉斯·昂萨格以出神入化的数学技

艺（连朗道本人都为之叹服）严格求解了最为简单的铁磁体模型――伊辛
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模型――的配分函数与全部热力学性质。该模型确实展现出尖锐的相变临

界点，但其临界行为的细节，特别是那些奇异性特征，竟与朗道理论的几

乎每一项精细预言都大相径庭――其中的缘由将在后文详述。面对这一理

论危机，以及日益明确的实验证据，物理学界相继孕育出普适而深刻的临

界指数概念、指数间隐藏的特殊关系式，以及针对临界区域的标度理论描

述。这些突破性洞见极大地激发了肯尼斯·威尔逊对量子场论的探索。事

实上，一旦洞见到以有效哈密顿量处理统计力学问题与在费曼路径积分框

架下开展量子场论计算之间深刻的数学同构性，两个领域之间的桥梁便赫

然显现。不过，这种类比的全面把握绝非朝夕之功：威尔逊率先在最本质

的层面上透彻地理解了这一联系，而这一思想遗产至今仍在持续滋养着两

个学科的发展。1971年，历经四五年艰苦卓绝的探索，肯·威尔逊终于将

重整化群思想锻造成一个既概念自洽又具备实际计算能力的理论框架。

经由这一系列发展，学界对所谓“反常”（实则标准）临界行为的理解

获得了质的飞跃。需要特别指出的是，理论物理学的终极追求始终在于获

得深刻的洞察力与真正的理解。至于“理解”一词的确切内涵――“什么

构成了理解？”――这本身就是一个智能时代的根本性难题。但，让我们

立即指出，完整的重整化群理论不应被视为（尽管这种说法很常见）基于

量子场论微扰展开，正如宏伟的吉布斯统计力学结构不能被视为建立于理

想经典气体、玻尔兹曼动理论和稀薄流体的集团展开之上一样，因为这将

严重歪曲统计力学的力量和范围。

1 临临临界界界指指指数数数与与与普普普适适适性性性

1.1 反反反常常常量量量纲纲纲

如果要用一个特征来体现重整化群理论的非凡力量与辉煌成就，那么我们

不得不说，最值得强调的，或许是重整化群揭示了非经典临界指数的可能

性――比如那个不为零的“反常”量纲η。这很可能是该理论最重大的贡

献。

让我们先聚焦于一个“局域”的微观变量，记作ψ(r)。在铁磁体中，它

或许是某一点r 处的局域磁化强度m(r)；在流体系统中，它可能是该点密

度涨落相对于平均值的偏离δρ(r)。而在量子场论中，ψ(r) 则化身为基本
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的量子场，成为“算符值”的实体。对于那些涨落效应不可忽视的磁性系

统，m(r)同样具有算符的本质。不过，这种量子与经典的区分在此相对次

要――为简便起见，我们不妨将ψ(r)视作一个普通的经典变量。当ψ 与我

们关注的相变及临界现象中的“序参量”紧密相连时，它便展现出最迷人

的一面。

借助散射实验（无论是光、X射线、中子还是电子），科学家们能够观

测到一个关键物理量――对关联函数（或称“两点函数”）：

G(r) = ⟨ψ(0)ψ(r)⟩ (1)

这里的尖括号⟨·⟩ 代表着统计物理学平均值，也即是对有限温度下平衡态系
统中所有热涨落的统计平均。

G(r) 的物理意义至关重要：它直接度量了原点处的微观涨落如何影响

距离r = |r| 外的远端行为。然而，正是在临界点附近――比如铁磁体的居
里点（此时ψ ≡ m）或气-液临界点（此时ψ = δρ）――一种强烈的“有

序”效应或关联会延伸至宏观尺度。结果，在精确的临界点，我们通常会

惊异地发现：

Gc(r) ≈ D/rd−2+η 当r → ∞ (2)

这是一个幂律衰减，其特征由临界指数d− 2 + η 所主宰。

然而，历史上所有“经典”理论――无论是朗道-金兹堡理论还是范德

瓦尔斯理论――都斩钉截铁地预言η 必须为零。在量子场论语境下，这对

应于自由无质量粒子的行为。其数学根源在于，这些理论假设基本函数具

有光滑、解析、无奇点的性质，因此可以像在经典力学中那样，在临界点

处自由地做泰勒展开。在场论中，经典指数值d− 2（即η = 0）可通过简单

的量纲分析得到，这被称为“正则量纲”；而如果η 不为零，则代表着一

种“反常量纲”。

物理上，η = 0 的预言往往源于对涨落的忽视，或者更准确地说，源于

威尔逊所揭示的那个关键假设：只有更小尺度上的涨落才重要。在这种图

景下，涨落可以被安全地“吸收”进有效参数（如质量、耦合常数等），

而不会改变理论的根基。

但幂律衰减意味着系统中不存在确定的长度尺度――这正是“标度不变
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性”的体现。为了看清这一点，让我们将距离按因子b 重新标度：

r ⇒ r′ = br. (3)

同时，用某个“协变”因子b∆ 重新标度序参量ψ，其中∆ 是表征ψ 的临界

指数，称作ψ的标度量纲。于是：

Gc(r) = ⟨ψ(0)ψ(r)⟩c ⇒ G′
c(br) = b2∆⟨ψ(0)ψ(br)⟩c (4)

≈ b2∆D/bd−2+ηrd−2+η (5)

注意，若取∆ = 1
2
(d − 2 + η)，则b 的因子恰好抵消，(2)式的形式得以保

持。换句话说，Gc(r) 是标度不变的：无论放大或缩小多少倍，其数学形

式始终如一，不泄露任何特征长度的信息！

这恰恰暴露了经典理论在临界点处的致命弱点――既然幂律意味着所有

尺度同等重要，那种假设“只有小尺度重要”的经典图景自然站不住脚。

事实上，实验与理论都表明，“反常量纲”η 通常确实不为零（至少在凝

聚态物理关心的d < 4 维度如此）。早在1949年，考夫曼和昂萨格就严格

证明：对于二维伊辛模型，η = 1
4
。这一发现宣判了经典理论中解析性和泰

勒展开假设的“死刑”，也向理论物理学家提出了严峻挑战：如何构造一

个能自然导出η ̸= 0 的理论？

重整化群的力量正在于，它提供了一个概念清晰且计算可行的框架，

让η（以及其他指数，如∆ 及其对能量密度等局域量的类似物）的反常值

得以自然涌现，而非强行植入。

在凝聚态物理中，式(2)的幂律显然只在远大于原子间距a 的距离上成

立。因此，关联函数的标度不变性仅是“渐近”的――这正是式中使用≈
和条件r → ∞ 的原因。更精细的理论还需考虑非零a 的修正。相比之下，
在量子场论中，微观距离a 扮演着“紫外截断”的角色。由于这一截断通

常是未知的，物理学家希望将其从理论中移除。若移除不当――这正是场

论中“重整化”程序所要规避的――当a → 0 时理论将遭受灾难性的无穷

大发散。而在统计物理中，短距离截断总是物理存在的，它甚至决定了临

界温度Tc 等参数；无穷大项既不会出现，更不会像在场论中那样“驱动”

理论。

在场论的现行表述中，“参数的标度依赖性”是常用概念，其物理图景

是：在特定长度（或时间）尺度上测量的系统性质，会随观测尺度的变化
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而缓慢演化。其实，这种表述往往只是重整化群流的一种简化说法――即

只追踪单一变量或轨迹，因为粒子物理学家通常只关心描写“现实世界”

的唯一理论。对某些凝聚态问题，这种简化或许够用；但更多时候，我们

需要更复杂的全景视角。

不过，我们可以通过式(2)的幂律给“标度依赖性”一个更生动的诠

释。若η = 0，即ψ 具有正则量纲∆ = ∆can = 1
2
(d− 2)，则振幅D 是一个固

定可测的物理常数，具有明确的物理意义。但当η 虽小却不为零时（对许

多三维系统，η ≈ 0.035），我们可以引入一个“跑动”的或“尺度依赖”

的参数：

D̃(R) ≈ D/Rη 当R → ∞. (6)

于是原关联函数可改写为：

Gc(r) = D̃(r)/rd−2. (7)

由于η 很小，D̃(R)随测量尺度R的变化相当缓慢。在场论的许多情形下，

场ψ 的量纲仅受所谓的边际微扰影响，这转化为D̃(R) 对logR 的依赖，其

随尺度的变化比η ̸= 0 时更为微弱。

1.2 临临临界界界指指指数数数与与与普普普适适适性性性

当理论与哲学交汇时，最好的锚点永远是实验事实。因此，让我们先回到

实验室，看看那些重塑了我们对物质世界认知的经典观测――正是这些现

象，让重整化群理论在应对挑战时展现出了惊人的解释力。

临临临界界界点点点的的的曙曙曙光光光

1869年，托马斯·安德鲁斯向皇家学会展示了一个令人着迷的实验：

在坚固的玻璃管中密封着二氧化碳。在常温下，容器内的流体清晰地分

成两层――底部是密度较高的液态ρliq(T )，顶部是轻得多的气态ρgas(T )，

两者之间界面分明。然而，当温度缓缓攀升至Tc ≃ 31.04◦C 这个神奇

的数值时，液相与气相的界限开始模糊。两者密度逐渐趋近，最终

在ρliq = ρgas = ρc 处合而为一，界面在“临界乳光”的朦胧雾霭中悄然消
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失。超过这个临界温度后，液态与气态的界限彻底消融，呈现出完美的状

态连续性。

这种临界现象如同一首重复的乐章，在所有单质和简单分子流体中不

断上演――只是每个“演奏者”的调性不同：氦-4的临界温度低至5.20K，

而汞则高达约1764K。临界密度同样千差万别。这些参数像是物质的“指

纹”，深深烙印着原子与分子的个性，反映着微观截断尺度a 上的物

理细节。在这里，最大密度ρmax（大致等于低温下晶体的密度）的量级

为1/a3，而kBTc 则由微观吸引势能设定。虽然这些数值对化学家和工程师

至关重要，但对我们理解普遍规律而言，真正引人入胜的不是这些具体数

字，而是当系统逼近临界点时，共存曲线ρliq(T )与ρgas(T )所展现出的那种

普适的形态。

对对对称称称性性性与与与临临临界界界指指指数数数

乍一看，共存的液体与气体毫无对称性可言――一个是拥挤的原子集

合，一个是稀疏的分子云团。然而，若定义一个比值

R(T ) =
ρc − ρgas(T )

ρliq(T )− ρc
(8)

来比较共存曲线的两翼，一个精妙的对称性便浮出水面。当温度从下方逼

近临界点，即t ≡ (T −Tc)/Tc → 0− 时，R(T )精确地趋向于1。这意味着，

物理流体在临界点附近自发地“学会”了完美的镜像对称――无论何种物

质，这一规律普适地成立。

比对称性更令人惊叹的是临界点附近曲线的平坦程度。我们通常用幂律

来刻画这一临界区域的形貌：

∆ρ ≡ 1

2
[ρliq(T )− ρgas(T )] ≈ B|t|β as t→ 0−. (9)

其中B 是依赖于具体物质的非普适振幅，而临界指数β 则取一个对所有流

体物质都一样的神奇普适值：

β = 0.325. (10)

强调一下：这不是简单的分数，而是一个非平庸的数值，它对所有流体的

临界点都一模一样！而且这与经典平均场理论预测的β = 1/2 形成鲜明对
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照(经典平均场论的这个结果我们稍后会介绍)。对于二维系统（d = 2），

昂萨格1949年对伊辛模型的精确解给出了β = 1/8，这一预言已经被实验证

实――人们研究了吸附在石墨表面上的甲烷单分子层，这种“二维流体”

完美印证了这一普适规律。

跨跨跨越越越领领领域域域的的的普普普适适适性性性

这个β = 0.325 不仅适用于各类流体，还主宰着三维各向异性磁性材料

的世界，特别是具有单一“易轴”的伊辛型磁体。铁磁体的相图如图(1)所

示。这里为了简单起见，我们同样假设铁磁体只沿着竖直轴(所谓“易

轴”)磁化，外磁场也只沿着竖直轴。

Figure 1: 铁磁体的相图

微观上看，铁磁体是由宏观数量相互作用的自旋规则地排布而成的，这

些自旋排布成规则的晶格，每个格点上有一个自旋，相邻格点上的自旋会

有相互作用，这种作用趋向于使得相邻自旋的取向相同，具体细节与我们

关系不大。这些自旋只能取向上和向下两种朝向。如果没有外磁场，那么

向上和向下对于系统来说是等价的，我们说系统的微观相互作用有Z2对称

性，Z2就是{+1,−1}两种可能性(按照通常的乘法进行运算)，可以分别指

代自旋向上和自旋向下。另外，这些自旋磁矩在宏观局部上的平均值，就

是磁化强度，记作m(x)。

假设外磁场为零，只调节系统的温度，也就是只关心相图(1)中水平轴

上的情况。在高温时，热运动的能量远远超过相邻自旋之间相互作用的能
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量，因此，这些自旋各自为政，每个自旋的取向都在向上和向下之间疯狂

而随机地改变，自旋向上和自旋向下完全对称，整个系统是向上和向下对

称而且无序的。这时候平均来说，每个自旋的自旋磁矩都是零，因此宏观

上的磁化强度m(x)也是零。我们说这时候系统处于具有Z2对称性的相，也

就是系统的宏观表现有Z2对称性，它以之前微观相互作用的Z2对称性为基

础，但不是一回事。高温相的对称性是微观相互作用所能允许在宏观上表

现出来的最大对称性。

当温度降到临界点以下时，自旋之间的相互作用效应开始超过无规则

热运动的效应，这时候会发生一件神奇的事情：这些自旋开始自发且协调

一致地行动，形成一种要么都向上(总体上)、要么都向下(总体上)的宏观

模式。换言之，系统从无序的热运动中自发产生了有序。这种“有序的

程度”，正好可以用磁化强度m来刻画。由于各自旋协调一致地要么都向

上、要么都向下，这时候磁化强度当然就不是零，而是一个非零常数，系

统出现了自发磁化，这就是临界点处铁磁相变的物理本质。由于磁化强度

为零对应无序的高温相，而磁化强度非零对应有序的铁磁相，所以朗道就

把这里的磁化强度称之为序序序参参参量量量。

由于自发磁化选取了向上或者选取了向下，因此在铁磁相，原来高温

相的Z2对称性就没有了，通常称这为Z2对对对称称称性性性破破破缺缺缺了。但是，由于向上磁

化还是向下磁化原则上是机会均等的，系统只是随机地选取了其中一个方

向，所以也称这种对称性破缺为对对对称称称性性性自自自发发发破破破缺缺缺。

在零外场下，当温度降至居里温度Tc 以下，磁体展现出自发磁化m =

±m0(T )，符号取决于外场从正或负方向趋近于零。由于系统具有严格

的H → −H(H代表外磁场)、m→ −m的Z2对称性（这与流体有所不同, 流

体的对称性只在临界点附近出现），mc 严格为零，对应于式(8)的对称性

在所有温度下都精确成立。然而，磁化曲线的整体轮廓与流体共存曲线看

似迥异，但在临界点附近，它们却遵循相同的渐近规律：

m0(T ) ≈ |t|β as t→ 0− (11)

其中β = 0.325 再次适用于d = 3，而经典理论仍固执地预测β = 1/2。对

于d = 2，昂萨格的结果β = 1/8 依然成立！

流体与单轴铁磁体只是“伊辛普适类”的冰山一角。反铁磁体、亚铁

磁体、二元合金的有序-无序转变、某些铁电体……这些看似毫不相干的系
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统，在临界点附近都跳动着相同的数学韵律。每个系统都有其特定的序参

量，通过关联函数G(R;T ) 定义的特征衰减指数η 同样具有普适性。实际

上，任何可测量的物理性质都展现出普适的临界奇异性。

更更更多多多的的的临临临界界界指指指数数数

特别重要的是比热临界指数α ≈ 0.11（三维伊辛类），它描述了比热在

临界点的发散行为：

C(T ) ≈ A±/|t|α as t→ 0± (12)

（对流体是定容比热，对磁体是零场比热）。振幅A+ 与A− 虽非普适，但

其无量纲比值A+/A− ≈ 0.52 却是普适的。在二维世界中，昂萨格1944年的

精确解给出了A+/A− = 1，且|t|−α 被log |t| 所取代――而经典理论则错误
地预言所有维度下都只有一个有限的比热跃变！

另外两个核心量是发散的等温压缩率（流体）或磁化率（磁体）χ(T ) ∝
(∂m/∂B)T，以及刻画“影响范围”的发散关联长度ξ(T )，在临界点ξ →
∞。在临界点附近，ξ(T )的定义是(注意，现在是偏离临界点处的关联函

数)，

G(r) ≈ D/rd−2+ηe−r/ξ(T ) 当r → ∞. (13)

值得一提的是，在量子场论中，关联长度的倒数ξ−1基本上等价于场ψ 的重

整化质量：临界性则等同于无质量性，因为ξ−1 → 0。对于χ(T )、ξ(T )这

两者的发散，我们写作：当t→ 0± 时，

χ(T ) ≈ C±/|t|γ and ξ(T ) ≈ ξ±0 /|t|ν . (14)

对于三维伊辛类系统：

γ = 1.24 and ν = 0.63. (15)

而对于d = 2，γ = 7/4 且ν = 1。

普普普适适适类类类的的的版版版图图图

10



理论上还存在着其他的普适类，尽管实验上观察到的相对较少。重整

化群理论的早期辉煌成就之一，便是描绘并深化了我们对这些普适类别的

理解。很大程度上，系统的命运由其序参量的矢量或张量特性（标量、复

数即二维矢量、三维矢量等）所决定。但究竟是何种深层机制导致了这种

分类，以及普适性本身为何存在，这就是临界现象理论所要回答的核心问

题。

到1960-62年间，关于普普普适适适临临临界界界指指指数数数的存在――那些与经典理论预测背

道而驰的神秘数字――已在理论与实验的双重检验下尘埃落定，确凿无

疑。理论探索的下一步随之浮出水面：科学家们发现这些指数之间并非孤

立，而是遵循着简洁优雅的代数方程――即所谓的指数关系――且无论属

于哪一类普适类，这些关系都普遍成立。其中最早被揭示的指数关系包括

γ = (2− η)ν 以及 α + 2β + γ = 2. (16)

正如读者可用前文引用的数值自行验证：这些关系在二维伊辛模型中精确

吻合，在三维世界中则在实验精度与（理论估算的）数值精度内毫厘不

爽；即便以经典平均场所给出的指数值代入，它们也被精确满足――如今

我们深知，这些数值恰是d > 4 时的有效结果。但是，为什么临界指数之

间一定满足这些关系式？

2 统统统计计计力力力学学学回回回顾顾顾

在凝聚态物理的研究中，一个至关重要的深层要求是：重整化群理论应当

与吉布斯所完善的统计力学体系建立起紧密而自然的联系。当然，我们既

无必要也不应当试图用重整化群理论去取代经典统计力学――后者作为描

述均匀系统平衡态现象的基石，其地位不可动摇。因此，我们需要以一种

契合重整化群变换语言的方式，重新梳理统计力学的基本框架，这正是本

节要做的事。

让我们从一组微观且持续涨落的力学变量出发：在量子场论中，这些

变量是定义于欧几里得（或闵可夫斯基）空间各点的各类量子场ψ(r)；而

在统计物理中，我们设想一个体积为V 的物理系统，其中包含N 个离散的

“自由度”。对于经典流体，人们通常采用组成粒子的坐标r1, r2, . . . , rN
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来描述；然而，从数学处理的简便性出发――同时也为了与量子场论

建立更清晰的类比――我们在此采用与离散晶格点（位于等间距位置x

上）相关联的“自旋”变量sx（可以是矢量、张量或算符等）。若晶格

常数为a，则系统体积可表示为V = Nad，在d 维空间中自由度的密度即

为N/V = a−d。

基于这些基本变量sx，我们可以构造出各种“局域算符”（或称“可观

测变量”），例如局域磁化强度和能量密度：

mx = µBsx, Ex = −1

2
J
∑
δ

sxsx+δ, . . . (17)

其中µB 和J 为固定参数，而δ 遍历所有最近邻晶格矢量。

一个物理系统由其哈密顿量H[{sx}]（即力学中的能量函数）完全刻
画，它通常是上述局域算符的空间均匀叠加。为了方便统计物理的应用，

不妨假定我们的哈密顿量H式中吸收了逆温度系数1/kBT , 即我们的H实际
上是H/kBT，有时候也称之为约化哈密顿量。引入约化量

t ≡ (T − Tc)/Tc, h = µBH/kBT, . . . (18)

t, h, . . . , hj, . . . 是各类“热力学场”（在量子场论中对应耦合常数）。则现

在的哈密顿量可以写成

H[s; t, h, . . . , hj, . . .]. (19)

这里s 代表所有微观自旋sx 的集合。我们可以假设其中某些热力学场（特

别是温度）可由实验者直接调控；但另一些可能是“内禀给定”的，因为

它们体现了系统的微观细节，是“自然固定”的。

在凝聚态物理的传统研究中，人们通常关注那些具有特定简单形式

的H，其可调参数往往只有两三个――伊辛模型便是一个典型特例，仅含
约化温度t和约化外场h两个变量。然而，威尔逊方法的一个革命性洞见在

于：任何一个这样的“物理哈密顿量”都应被看作是在一个无比庞大的可

能（约化）哈密顿量空间H 中所确定的一个低维子空间（例如由“坐标”t
和h 张成的平面）。这种视角的转换对于重整化群理论的正确表述至关重

要。
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一旦给定了微观哈密顿量，统计力学的任务便是揭示相应宏观系统的热

力学性质。首要步骤是计算配分函数：

Z[H] = Trs
{
e−H[s]

}
(20)

这里的求迹运算Trs{·} 表示对全部N 个自旋变量sx 在其所有可能取值上
的求和或积分。玻尔兹曼因子exp(−H[s]) 自然度量了在温度T 的平衡系综

中，出现由特定组态{sx} 所描述的微观状态的概率。系统的热力学性质则
由总自由能密度给出：

f [H] ≡ f(t, h, . . . hj . . .) = − lim
N,V→∞

V −1 logZ[H]. (21)

其中特别包含我们关注的在临界点附近的奇异部分fs[H]。各类关联函数亦

可依标准方式类似定义。

倘若我们能够对某个具体模型切实执行式(20)中的求迹运算，并完成

式(21)中的“热力学极限”取法，便可精确地得到临界指数、标度函数等

关键结果。这正是昂萨格（Onsager, 1944）在零磁场下求解二维伊辛模

型时所开创的路径。初看起来，这似乎意味着重整化群理论已无用武之

地。然而，这种印象与事实相去甚远。问题关键在于理理理解解解！（即便有朝

一日我们真的能够在计算机上以极高精度模拟临界系统上述根本问题依

然如故。）简而言之，尽管我们确切知晓二维伊辛模型的α = 0（对数发

散）、β = 1/8、γ = 7/4、ν = 1、η = 1/4；但我们并不知道这些指数为何

取这些特定数值，也不理解它们为何满足指数关系式(16)。事实上，即便

对于这种在物理上高度简化的模型，其精确解所不可避免的数学复杂性，

也几乎掩盖了所有可能“解释”这些结果的普适性底层机制与原理的线

索。因此，即便采用实空间重整化群方法对二维伊辛模型进行相当粗糙的

近似求解，也可能真正具有深刻的启发意义。

与与与序序序参参参量量量的的的联联联系系系

我们将配分函数表示为：

Z =
∑
n

e−En . (22)
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式中n表示系统的第n个微观状态，记作|n⟩, En是这个微观状态所对应的约

化能量。

系统的每一个微观态|n⟩都可以与某个特定的、空间变化的序参量函
数m(x)相联系。为了说明这一点，我们将使用伊辛模型的语言进行讨论，

尽管该讨论可以推广到任何系统。在伊辛模型中，我们可以考虑通过对某

点附近一个物理小(所谓物理小就是宏观上看足够小，但是微观上看依然包

含了许多的格点在内)的区域内的所有自旋取平均，来为这个物理小的区

域赋予一个磁化强度m(x)。显然，这样定义的磁化强度在宏观上可以近似

看作是平滑的连续函数，这些函数在小于晶格间距的距离尺度上基本上是

常数。通过这种方式，我们就得到了从微观态空间到磁化强度函数的一个

映射：|n⟩ → m(x)。但这个映射并不是一一对应的。例如，由于平均过程

是在足够多的格点上进行的，那么仅仅翻转某一个格点的自旋，不太可能

对平均值产生显著影响。因此，许多微观态会映射到同一个磁化强度函数

上。仅对这些微观态求和，就可以从第一性原理构造出一个关于序参量的

泛函F [m(x)]，其定义为：

e−F [m(x)] ≡
∑

n|m(x)

e−En . (23)

因为在公式(23)中，我们只对那些对应于特定m(x)的微观态进行了求

和。而要计算完整的配分函数，我们需要对所有微观态求和。但我们可以

通过对所有可能的m(x)值求和来实现这一点。换句话说：

Z =

∫
Dm(x)e−F [m(x)]. (24)

等式右边是一个棘手的对象：它是一个泛函积分。我们是在对所有可能的

函数m(x)进行积分，这相当于进行无限多重积分。当然，实际上，由于序

参量m(x)源自底层的晶格结构，并且在短距离尺度上是足够平滑的，所以

这个问题有所缓解。

(24)式在物理上非常优美。它意味着我们应该将自由能泛函F [m(x)]视

为一个关于连续变量m(x) 的新有有有效效效哈哈哈密密密顿顿顿量量量。它是通过对配分函数的大

部分微观信息进行求和而得到的，但最终仍然留下了一个对这些微观信息

的平均量（即序参量）的涨落进行求和或积分的过程。后文会具体讨论如

何进行这样的积分。
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3 卡卡卡丹丹丹诺诺诺夫夫夫的的的物物物理理理图图图像像像

1966年，卡丹诺夫（Kadanoff）以一项大胆的创新颠覆了临界现象的研

究――他提出可以通过“粗粒化”手段，将系统在临界点附近“自我映

射”，从而在减少有效自由度的同时保持物理本质。这一方案不仅优雅地

导出了所有标度律，更为计算临界指数指明了一条看似可行的捷径。然

而，当人们仔细审视这一理论框架时，却发现其中潜藏着难以逾越的障

碍。不过回望历史，卡丹诺夫这直觉式的标度图像，恰恰孕育了后来威尔

逊完整重整化群理论的核心精髓。因此，梳理这位先驱的开创性思想，对

我们理解临界现象的演进至关重要。

让我们跟随卡丹诺夫（1966）的思路，设想一个简单模型：一个晶格常

数为a 的d 维（d > 1）伊辛系统，每个格点上坐落着自旋sx = ±1，只能取

向上（+1）或向下（−1）两种状态（见图(2)）。 最近邻自旋间通过耦合

Figure 2: 图中展示了一个晶格常数为a 的伊辛自旋晶格（在d = 2 维空间

中），自旋sx 取值为±1，以实心圆点标示。该晶格被划分为若干卡丹诺

夫区块（或称单元），每个区块的尺寸为(L = ba)× (L = ba)，内含一个取

值为±1 的区块自旋s′x′，以十字标示。经过坐标重标度x ⇒ x′ = x/b 后，

区块自旋构成的新晶格在外观上与原始晶格完全相同。然而，人们假设

原始晶格的温度t 和磁场h 可以被重整化，从而为重标度后的区块自旋晶

格给出恰当的数值t′ 和h′：详见正文。在此示意图中，空间重标度因子取

为b = 4。
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常数J > 0 相互作用，这倾向于让它们保持平行排列[参见式(17)]。于是，

在低温下，绝大多数自旋会自发选择同一个方向，要么集体“向上”，要

么集体“向下”――这就是自发磁化强度m0(T )，它随温度升高而衰减，

直至在临界温度Tc > 0 处彻底消失，正如式(11)所描述的那样。

现在，施展一个“显微镜缩放”的魔术：将整个晶格切割成一个个互不

相交的区块，每个区块是L×L× · · ·×L的超立方体，其中L = ba，包含bd

个原始自旋（见图(2)）。对于中心位于x′ 的区块Bx′，我们赋予它一个新

的“有效自旋”s′x′。接着，对所有空间坐标进行重标度：

x ⇒ x′ = x/b, (25)

奇妙的是，这样一来，新的块自旋晶格在几何形态上竟与原始晶格别无二

致――自由度的密度丝毫未变（见图(2)）。

但表象可能具有欺骗性。要让这种几何相似真正成为物理上的自洽，

我们必须建立有效自旋间的新耦合常数J ′ 与原始耦合J 之间的桥梁，或者

说，将描写有效自旋的重整化后温度偏差t′ 与原始t 联系起来。同样，重

整化磁场h′ 也要与原始场h 建立对应关系。

为此，卡丹诺夫设定b 足够大，却又小于关联长度ξ(t, h) 与晶格常数a

的比值ξ/a；由于ξ 在临界点处发散，这为我们渐近地任意选择b 留下了空

间。很显然，原晶格的自由能密度f(t, h)和重整化后块自旋晶格的自由能

密度f(t′, h′)之间满足

f(t, h) = b−df(t′, h′). (26)

卡丹诺夫敏锐地指出：外磁场h 与包含bd 个自旋的区块总耦合，等价于

与区块平均自旋的耦合：

sx′ ≡ b−d
∑

x∈Bx′

sx ≡ ζ(b)s′x′ , (27)

这里求和遍历区块Bx′ 内的所有格点x，而与新伊辛块自旋s′x′ 的“渐近等

价性”则由某个“自旋重标度因子”ζ(b) 来刻画。根据自由能间的关系

h
∑

x∈Bx′

sx = h′s′x′ ⇒ hbdsx′ = h′s′x′ . (28)
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从而即有

h′ = bdζ(b)h. (29)

类似地，引入温度重标度因子ϑ(b)，我们得到递推关系：

t′ ≈ ϑ(b)t 和 h′ ≈ bdζ(b)h. (30)

相应地，基本关联函数应该按如下方式重整化：

G(x; t, h) ≡ ⟨s0sx⟩ ≈ ⟨s0sx′⟩ ≈ ζ2(b)G(x′; t′, h′). (31)

换言之，当我们在空间上“zoom out ”（拉远视角）并积掉b−d 比例的

微观自由度后，系统在渐近意义上竟映射回了自身――尽管是在重整化后

的温度和磁场下！这种映射是完备的，所有统计性质都通过相似性相互关

联。

然而，一个关键问题悬而未决：如何确定重标度因子ζ 和ϑ？让我们聚

焦临界点t = h = 0 的情形，此时根据式(30)也有t′ = h′ = 0。若采纳实验

与理论预期的幂律衰减式，即Gc(x) ∼ 1/|x|d−2+η，与(5)式比较，我们很

快发现，为了确保两点函数的标度不变性ζ(b) 必须是b−∆。追随卡丹诺夫

（1966），自然假设：

ζ(b) = b−∆ 和 ϑ(b) = bλ, (32)

其中两个临界指数∆ = (d− 2+ η)/2 和λ 刻画了所研究的相变点，而b 是一

个本质上不受限制的标度参数。从而由(30)式，知

t′ ≈ bλt 和 h′ ≈ bd−∆h. (33)

利用在t, h → 0 时自由选择b 的特权，或者等价地，迭代递推关系

式(30)和(31)，我们可以导出所有的标度律。当然，所有临界指数现在都

由∆ 和λ 决定：例如，将(33)式代入自由能密度的(26)式，即有

f(t, h) = b−df(bλt, bd−∆h). (34)

取b = t−1/λ, 则有如下标度关系

f(t, h) = td/λF(h/t(d−∆)/λ). (35)
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式中F(h/t(d−∆)/λ) ≡ f(1, h/t(d−∆)/λ)。

例如，磁化强度

m(t, h) = −∂f
∂h

= −b−d∂h
′

∂h

∂f

∂h′
= b−∆m(t′, h′). (36)

若取h = 0, t′ = 1 ⇒ b = t−1/λ，则有

m(t) = t∆/λm(1, 0) ⇒ β = ∆/λ. (37)

若取t = 0, h′ = 1 ⇒ b = h1/(∆−d), 则有

m(h) = h∆/(d−∆)m(0, 1) ⇒ δ = (d−∆)/∆. (38)

磁化率χ = ∂m
∂h

, 可以算得

χ(t, h) = bd−2∆χ(t′, h′) ⇒ χ(t) = t(2∆−d)/λχ(1, 0) ⇒ γ = (d− 2∆)/λ. (39)

再比如在h = 0时算比热C = −T ∂2f
∂T 2 , 得

C(t) = b−d+2λC(t′, 0) = t−(2λ−d)/λC(1, 0) ⇒ α = 2− d/λ. (40)

再以上临界指数中消去∆和λ，则可以得到指数关系

α + 2β + γ = 2, α + β(δ + 1) = 2. (41)

另外，很显然，关联长度满足

ξ(t) = bξ(t′) = t−1/λξ(1) ⇒ ν = 1/λ. (42)

通过消去λ，不难得到

α = 2− dν, γ = (2− η)ν. (43)

正因为能自然解释所有这些指数关系，卡丹诺夫的图像因此获得强力支

撑：这一关系在d = 2 伊辛模型中精确成立！而且对于d < 4 的所有其他可

精确求解模型也都成立。更进一步，这一分析还预言了新的指数关系，即

所谓的超标度律α = 2− dν，它显式地依赖于空间维度。

然而，与此前所有与维度d 无关的指数关系不同，超标度在经典理论中

失效，除非d = 4。既然我们知道（对某些模型甚至是严格证明的）经典指
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数值在d > 4 时仍然有效，超标度就不可能普遍成立。显然，卡丹诺夫的

图像中缺失了某块关键拼图。

不过，超标度问题并非阻碍卡丹诺夫理论发展的主要拦路虎。真正的困

难在于如何论证重标度因子式(30)、(31)、(32)的幂律形式的合理性，特别

是如何证明相邻块自旋（如s′x′ 和s′x′+σ）之间真的可以用单个有效重整化

耦合J ′ 来描述。想象一下，两个相邻的L× L× L 区块（以d = 3 为例）的

界面，每个界面包含b2 个强耦合的原始晶格自旋s⋆。在远低于Tc 时，这些

自旋统统“冻结”在向上或向下状态，此时用单一耦合描述或许尚可；但

在Tc 及以上，这些自旋在多个尺度上剧烈涨落，单个有效自旋耦合似乎远

不足以刻画这种内在的复杂性。

此外，卡丹诺夫的图像并未真正揭示普适性的起源：式(32)中的重标

度指数∆ 和λ 原则上可能因系统而异。威尔逊的重整化群理论不仅回答了

“微观细节如何在粗粒化过程中丢失”这一难题，更为普适性提供了自然

而然的解释。

4 威威威尔尔尔逊逊逊重重重整整整化化化群群群理理理论论论

4.1 重重重整整整化化化群群群变变变换换换的的的构构构建建建

当试图以具体可计算的方式实现卡丹诺夫的标度图像时，必须额外加上一

个关键洞察：任何具体物理系统――或其约化哈密顿量H(t, h, . . . )――本

质上只是浩瀚哈密顿量空间H 中一个低维的子流形。这一视角的重要性远
非仅具形式意义。

在卡丹诺夫的图像中，通常假设经“重标度”或“重整化”后，新的重

整化哈密顿量应保持原来的形式不变，仅少数参数（如温度t 与场h）发生

重整化。然而，这一假设如同危险的紧身衣，除非特例眷顾，否则往往失

效。威尔逊的突破正是从这一束缚中“解放”出来――正是这种自由，为

系统设计的重整化群变换敞开了大门。

为阐明此点，不妨回顾吉布斯计算配分函数的经典方案（见式(20)）：

对所有N 个自旋变量sx 的允许值求和或积分。这一直截了当的计算却

极其困难。取而代之，“分而治之”的策略是将{sx} 划分为两组：第一
组{s<x } 包含N ′ = N/bd 个自旋，作为保留的涨落变量；第二组{s>x } 包含
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剩余的N −N ′ 个自旋，将被积分或求和掉，从而从问题中消去。借鉴卡丹

诺夫的块自旋图像，一种自然的选择是对每个bd 自旋块中除中心自旋外的

所有自旋进行积分。这一被称为“抽点”的过程，保持了平移不变性，构

成了“粗粒化”的具体实现。

完成部分求迹后，必然得到一个仅涉及保留自旋的有效哈密顿

量Heff[s
<]。为忠实于原始物理，该有效哈密顿量须通过其玻尔兹曼因

子定义。根据统计力学基础，可以直接导出显式公式：

e−Heff[s
<] = Trs>

[
e−H[s<∪s>]

]
, (44)

其中并集s< ∪ s> 即原始自旋的完整集合s ≡ {sx}。继而通过重标度与重
新标记（如式(27)所示），s<x ⇒ s′x′，得到“重整化哈密顿量”H′[s′] ≡
Heff[s

<]。形式上，从原来的H[s]到H′[s′]的重整化变换可记为：

H′[s′] = Rb{H[s]}, (45)

其中下标b 用于追踪空间重标度因子。

值得注意的是，若接着对重整化自旋求迹以完成吉布斯方案，即得到

完整的配分函数Z[H]。因此并无信息损失：重整化哈密顿量完整保留了所

有热力学信息。然而经验表明，与其直接从H′ 计算Z，不如迭代重整化变
换，获得一系列重整化哈密顿量H(l)：

H(l) = Rb[H(l−1)] = Rl
b[H], (46)

其中H(0) ≡ H，H(1) = H′。正是这些迭代赋予了重整化群变换以半群特

性。

如果取b = 1 + ϵ, 我们也可以把上面的迭代方程转化成单参微分方程

d

dl
Hl = B[Hl]. (47)

式中B表示某个变换。
然而关键问题在于：经重标度与重新标记后，微观变量{s′x′} 虽与原始

自旋{sx} 完全等价，但当着手通过式(44)确定Heff 及随后的H′ 时，立即显

现出一个基本事实――不能期望H′ 重现H 的原始形式。
具体考察零磁场下正方晶格上的伊辛自旋（sx = ±1），其初始哈密

顿量仅含最近邻相互作用，耦合强度为K1 = J1/kBT。在最保守的卡丹
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诺夫图像中，重整化耦合本应遵循确定的递推关系K ′
1 = T1(K1)，体现在

某个特定函数T (·) 中。但实际上，Heff 必然包含更多非零自旋耦合：次

近邻间的K2、第三近邻间的K3，直至无限高阶。更甚之，四自旋耦合项

如K�1sx1sx2sx3sx4 也会出现，且涵盖所有可能的四自旋排列；六自旋、八

自旋耦合亦然。事实上，晶格上任意2m 个伊辛自旋的集合Q（及其平移等

价类）都会生成非零耦合常数K ′
Q 并出现在H′ 中。

唯一的慰藉在于，进一步迭代式(44)的抽点变换（零场下）不会导致更

糟的情况。换言之，零场伊辛自旋哈密顿量空间HIs 可由所有可能自旋耦

合的无限集合{KQ} 刻画，且在抽点变换下封闭。形式上，Rb 因此由全套

递推关系描述：

K ′
P = TP ({KQ}) (所有P ). (48)

这显然回答了卡丹诺夫原始图像中那些复杂的“跨块面”相互作用的

归宿：它们将重整化哈密顿量推出了（过小的）最近邻伊辛模型流形，

引入了（无穷多）进一步的耦合。图(3)示意性地描绘了由此产生的局

面：H′(t′, h′) 的重整化流形通常与原始流形并无重叠。假如我们考虑的不

是离散的重整化群迭代，而是它的连续版本，那么连续的“迭代”过程就

生成了图(3)中的流线或“轨迹”。 注意，(48)式实际上是一个无穷维动

力系统，它的持续迭代会在哈密顿量空间H生成出很多流线。但是，动力
系统当然可能出现固定点，比如图(3)中的H∗就是一个临界固定点，因为

既有流线流入这个固定点，也有流线从这个固定点流出，而这往往对应相

变。更清楚地显示这样的相变图像的是图(4)。

实践中，式(44)指定的朴素抽点变换通常难以成为有效计算的基础。设

计实用的重整化群变换与其说是一门科学，不如说是一门艺术：并无标准

配方可循。然而，威尔逊阐述的一般哲学提供了指导原则：首先积去对所

研究宏观现象“最不直接重要”的微观变量或自由度，同时保留最重要的

那些。对于铁磁或气-液临界点，最重要的现象发生在长的长度尺度上――

关联长度ξ 发散；临界关联Gc(r) 在长距离上缓慢衰减；Tc 以下出现长程

有序。
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Figure 3: 这是哈密顿量空间H 的示意图――其中展示了初始的或物理的
流形[标记为(a)、(b)、· · ·等]，以及由离散RG变换Rb（具有空间重标度因

子b）的重复作用、或由相应的连续重整化群所诱导的流动。临界轨迹以

粗线显示：在图示的H 区域内，它们全都终止于一个固定点H∗。一般而

言，完整空间还包含其他非平庸的临界固定点，描述多临界点和不同的临

界点普适类；此外，通常还会出现平庸的固定点，典型的如对应高温相的

“汇”（sink），其没有流出的轨迹。[改绘自Fisher (1983)。]

4.2 流流流、、、不不不动动动点点点、、、普普普适适适性性性与与与标标标度度度

为完善这一理论叙事并填补先前略过的逻辑缺环，此处需阐明威尔逊于哈

密顿量空间H 中构建的重整化群变换，如何使该理论得以解释普适性，以
及原则上如何实现对临界指数的计算。如图(3)所示，重整化群变换Rb 的

递归应用在哈密顿量空间H 中诱导出一道动力学流。细致观察可见，那些
“明智的”、“合理的”，或更恰当地说，“设计精良的”重整化群变换

具有光滑性，因此原始物理流形H(0) = H(t, h) 中彼此靠近的点――例如在

温度参数上相近者――经重整化后在H(1) ≡ H′ 中依然邻近，且随着流参

数l 的递增，在H(l) 中始终保持这一邻近性。值得留意的是，由于空间尺

度依x ⇒ x′ = x/bl 重整化，可将l = − logb(|x′|/|x|) 对数式地理解为描述
系统的尺度；然而需注意，随着“尺度”变更或l 增大，哈密顿量的形式
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Figure 4: 关于某个大空间中“流”的构想图景。此图传达的观念是：在流

的起点――即标记为l = 0 的轨迹处――原本相互接近且平滑相连的点，最

终会彼此分离，流向代表截然不同的“终态”的遥远区域：这正是相变的

本质所在。用现代术语来说，这一流发生在哈密顿量的空间H 中；图中以
加粗线条显示的分界线（separatrix）与初始轨迹（l = 0）的交点即代表物

理临界点；⋆表示控制性固定点，而⊕和⊖则分别代表渐近的高温无序态和
低温有序态。

通常亦随之演化。故而，部分重整化的哈密顿量预期将呈现某种通用的介

观形态：这使其成为赋予朗道-金兹堡（现称LGW）有效哈密顿量确切含

义的恰当候选者。

鉴于重整化群变换的光滑特质，若已获知第l 次重整化阶段的自由能密

度fl ≡ f [H(l)]，则原始自由能密度f [H] 及其临界行为便随之确定：明确而

言，有

f(t, h, . . .) ≡ f [H] = b−dlf [H(l)] ≡ b−dlfl(t
(l), h(l), . . .). (49)

此外，光滑性保证了所有普适临界性质在重整化过程中保持守恒。同

理，可发现H(0) ≡ H 的临界点映射至H(1) ≡ H′ 的临界点，并依此类推，

如图(3)中的粗流线所示。因此，追踪H 空间中的临界轨迹――即从物理临
界点出发的重整化群流线――极具启发意义。原则上，这些轨迹的拓扑结

构可能极为复杂，甚至呈现混沌特征；然而实践中，对于设计精良或“贴

切”的重整化群变换，最常见的情形是临界流终止――或更精确地说，渐

近地停滞――于重整化群的一个不动点(固定点) H∗：见图(3)。此类不动
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点由方程(46)或(47)简定义为

Rb[H∗] = H∗ 或 B[H∗] = 0. (50)

不动点何以至关重要？其中某些实则平淡无奇，仅对应于无相互作用或

全部自旋冻结等平庸情形。然而非平庸不动点代表着临界态；更有甚者，

其临界本质及其邻域内的自由能，必须与所有那些临界轨迹收敛至同一不

动点的迥异哈密顿量完全一致！换言之，特定不动点定义了一个普适类，

它“统治”或“吸引”所有那些临界点终将映射于其上的系统：见图(3)。

至此，终于获得关于普适性的自然诠释：物理性质迥异的系统，可能仍

归属于H 中同一不动点H∗ 的吸引域。不同的流入轨迹反映了它们相关与

无关变量的各异物理内涵。

自每个临界不动点至少流出两条“不稳定”或“向外”轨迹。这些轨迹

对应于一个或多个相相相关关关变变变量量量，具体而言，对于图(3)和图(4)所示情形，对

应于温度或热场t，以及磁场或有序场h。若存在更多相关轨迹，可预期发

生向不同临界行为的交叉。在H 空间中，此类轨迹通常导向描述（一般而
言）全新普适类的不同不动点。

设计精良的重整化群变换之光滑性意味着，它总可至少在局部展开为泰

勒级数。值得强调的是，正是这一性质在临界区的自由能中失效：为重获

此能力，庞大的哈密顿量空间至关重要。在满足方程(50)的不动点附近，

可相当普遍地期望实现线性化，写作(g很小)

Rb[H∗ + gQ] = H∗ + gLbQ+ o(g), (51)

或微分形式

d

dl
(H∗ + g(l)Q) =

d

dl
(g(l)Q) = g(l)B1Q+ o(g). (52)

这里Lb 与B1 为线性算符（尽管作用于大空间H 上）。因此，可寻求本征
值及相应的“本征算符”，例如Qk（这将是“部分哈密顿量”）。于是，

有

LbQk = Λk(b)Qk 或 B1Qk = λkQk. (53)

实际上（由半群性质）本征值必须满足Λk(b) = bλk。如同任何此类线性问

题，了解本征值谱与本征算符，或至少其主导部分，将揭示大量关键信
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息。合理推测，Qk 应构成一般算符的展开之基

H ≡ H∗ +
∑
k≥1

gkQk. (54)

物理上，展开系数gk（= g
(0)
k ）则代表与“临界算符”Qk 共轭的热力学

场，而Qk 本身通常接近于某些局域算符的组合。将本征值方程代入(52)即

有

d

dl
gk(l) = λkgk(l). (55)

很显然，对于λk > 0的算符，相应扰动将导致流线从临界不动点向外，因

此是相相相关关关算算算符符符。反之，对于λk < 0的算符, 相应扰动总是被吸向临界不动

点，因此这类算符是无无无关关关算算算符符符。对于λk = 0的算符，则称之为边际算符。

在重整化下，每个gk 简单地演化为g
(l)
k ≈ bλklg(0)。

实际上，在典型临界点问题中，通常可发现两个相关算符，例如Q1

与Q2，具有λ1 > 0, λ2 > 0。通常，这些算符之一，例如通过其对称性，

可被识别为局域能量密度Q1
∼= E，因而g1 ≡ t 为热场；第二个则表征序参

量Q2
∼= ψ，其场为g2 ≡ h。

最后，检视自由能的流方程(49)。关键点在于，重整化程度bl 可任

意选择得足够大。当t → 0 时，即处于待理解的临界区，明智之选是

令bl = 1/|t|l/λ1，其显然发散至∞。于是发现方程(49)导出如下基本标度关

系

fs(t, h, . . . , gj, . . .) ≈ |t|
d
λ1F

(
h

|t|
λ2
λ1

, . . . ,
gj
|t|ϕj

, . . .

)
. (56)

其中ϕj =
λj

λ1
。

继而，由于λ1 > 0, 所以给定ϕj 的符号，从而相应λj 的符号，就决定了

相应临界算符Qj及其共轭场gj 的相关性。此场可能（但对大多数j 值并非

如此）处于实验的直接控制之下。当不存在边际变量且负得最少的ϕj 之模

大于1时，简单的标度描述通常效果良好，卡丹诺夫图像几乎适用, 因为这

时候，随着|t| → 0, 标度函数F中所有gj变量的贡献都趋于零，从而可以忽
略。
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4.3 算算算符符符乘乘乘积积积展展展开开开

重整化群变换相当于不断在空间上“zoom out ”（拉远视角）系统，同

时平均掉(积掉)小尺度上的微观自由度。所以重整化群变换告诉我们的是

如何把关注重心逐步从小的空间尺度转移向大的空间尺度。特别的，在重

整化群的不动点位置，由于可以无限地往大尺度走，所以是看不见系统的

微观晶格结构的，看到的只能是连续的场，在固定点H∗处求配分函数就

相当于以玻尔兹曼因子e−H∗
为权重对连续的场进行泛函积分，这对应的是

一个连续的欧几里德空间量子场论，它以H∗为欧空间作用量，有时候也

记作S∗。而且，由于固定点在重标度下不变，所以固定点处的这个量子场

论还得有标度不变性，或者说尺度不变性，即在空间尺度的放缩下保持不

变。

因此，在固定点附近，可以按照标度量纲来将局域场算符分类。根

据(5)式，对于标度量纲为∆i的局域场算符Oi(它可能是个复合算符), 我们

有两点关联函数

⟨Oi(x)Oi(0)⟩ =
D

|x|2∆i
. (57)

现在，考虑两个不同空间点上算符的乘积，Oi(x1)Oj(x2), 当x1 →
x2时Oi(x1)对Oj(x2)作用的结果就相当于对后者进行了一个算符空间的变

换，变换的结果当然依然是一个x2位置处的算符，因此可以把变换的最终

结果按照Ok(x2)进行展开，即有

Oi(x1)Oj(x2) = ckij(x1 − x2)Ok(x2), (58)

式中重重重复复复的的的指指指标标标要要要默默默认认认求求求和和和(下文同)。展开系数ckij(x1 − x2)包含所有短距

离的奇异行为。

为了确定这些系数，我们考虑标度变换O(x) → b∆O(bx)。将这样的标

度变换作用在(58)式的两边，即有

b∆i+∆jOi(bx1)Oj(bx2) = b∆kckij(x1 − x2)Ok(bx2). (59)

另一方面

Oi(bx1)Oj(bx2) = ckij(b(x1 − x2))Ok(bx2). (60)
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两个式子比较，即有

ckij(b(x1 − x2)) = b∆k−∆i−∆jckij(x1 − x2). (61)

这一定是下面这样的齐次函数

ckij(x1 − x2) =
ckij

|x1 − x2|∆i+∆j−∆k
. (62)

代入前面的(58)式，立即有

Oi(x1)Oj(x2) =
ckij

|x1 − x2|∆i+∆j−∆k
Ok(x2), 当 x1 → x2. (63)

这就是具有标度不变性的量子场论所必须满足的算符乘积展开关系。它描

述的是标度不变量子场论的短距离结构。

4.4 固固固定定定点点点附附附近近近的的的重重重整整整化化化群群群流流流

假定我们有一个欧空间量子场论，它的作用量是S(a),由于欧空间量子场论

就相当于对连续场变量的吉布斯统计力学，所以S(a)也相当于这个统计力

学中的有效哈密顿量H(a), 其中a是定义这个理论所需的一个尺度，比方说

如果这个理论是定义在格点上，那么a就是格距。现在我们改变a, 将之变

为ã, 并重标度理论，同时调节理论的耦合常数，使得作用量变为S(ã)。重

整化群变换的要求是，用新尺度ã和新作用量S(ã) 算出来的关联函数依然

和原来用S(a)算出来的一样。特别的，在重整化群变换下，配分函数Z应
该保持不变。重整化群的固定点就是这样一种特别的作用量S∗(相当于前面

的H∗)，它满足

S∗(ã) = S∗(a). (64)

我们这一节要研究的就是固定点附近的重整化群流。考察对固定点理

论S∗(a)的一个扰动,

S∗ → S = S∗ +

∫
(ddx)gia

∆i−dOi, (65)

式中Oi是一个标度量纲为∆i的算子，a是定义理论的尺度，把因子a
∆i−d单

独写出来，是为了确保只需要重标度a就能实现对理论的重标度。gi是无量
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纲的耦合常数，是一个小扰动，因子a∆i−d也确保了整个扰动项无量纲。当

然，我们默认对i求和。那么理论的配分函数近似就是，

Z =Tr(e−S) = Z∗

(
−
∫
(ddx)gia

∆i−d⟨Oi⟩
)
+

Z∗

(
1

2

∫ ∫
|x1−x2|>a

(ddx1)(d
dx2)gigja

∆i+∆j−2d⟨Oi(x1)Oj(x2)⟩
)
, (66)

式中Z∗ = Tr(e−S∗)是固定点理论的配分函数。由于我们定义理论的尺度

是a,因此在积分时我们要求两个不同点之间的距离大于a,即|x1−x2| > a。

现在我们改变定义理论的尺子至ã, 为了保持配分函数不变，我们同时

调节耦合常数gi → g̃i, 则

Z̃ =Z∗

(
−
∫

(ddx)g̃iã
∆i−d⟨Oi⟩

)
+

Z∗

(
1

2

∫ ∫
|x1−x2|>ã

(ddx1)(d
dx2)g̃ig̃j ã

∆i+∆j−2d⟨Oi(x1)Oj(x2)⟩
)
. (67)

下面我们考虑一个无穷小的尺度变换ã = (1 + ϵ)a, 即取重标度的尺

度b = 1 + ϵ, ϵ是一个无穷小量。利用算子乘积展开

Oi(x1)Oj(x2) ∼
1

|x1 − x2|∆i+∆j−∆k
ckijOk(x2), (68)

我们有

Z̃ =Z∗

(
−
∫

(ddx)g̃iã
∆i−d⟨Oi⟩

)
+

Z∗

(
1

2

∫ ∫
|x1−x2|>ã

(ddx1)(d
dx2)g̃ig̃j ã

∆i+∆j−2d
ckij⟨Ok(x2)⟩

|x1 − x2|∆i+∆j−∆k

)
.

(69)

上式后一项括号中的部分显然可以写成

1

2

∫ ∫
|x1−x2|>a

(ddx1)(d
dx2)g̃ig̃j ã

∆i+∆j−2d⟨Oi(x1)Oj(x2)⟩

−1

2

∫ ∫
(1+ϵ)a>|x1−x2|>a

(ddx1)(d
dx2)g̃ig̃j ã

∆i+∆j−2d cijk⟨Ok(x2)⟩
|x1 − x2|∆i+∆j−∆k

. (70)

保留到一阶无穷小，上式的第二项就是

−1

2
Sdϵ

∫
(ddx)gigja

∆k−dcijk⟨Ok⟩, (71)
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式中Sd表示d维空间中d− 1维单位球面的面积。因此，我们就有

Z̃ =Z∗[−
∫

(ddx)

(
g̃k(1 + ϵ)∆k−d +

1

2
Sdϵgigjcijk

)
a∆k−d⟨Ok⟩]+

Z∗

(
1

2

∫ ∫
|x1−x2|>a

ddx1d
dx2g̃ig̃j(1 + ϵ)∆i+∆j−2da∆i+∆j−2d⟨Oi(x1)Oj(x2)⟩

)
.

显然,为了保持配分函数不变，即为了保证Z̃ = Z, 我们应该将g̃i取成

g̃k = gk(1 + ϵ)d−∆k − ϵ
1

2
Sdg

igjcijk, (72)

这里我们精确到一阶无穷小。也即是说，我们有重整化群流

dgk
dϵ

= (d−∆k)gk −
1

2
Sdg

igjcijk

= − ∂

∂gk

(
1

2
(∆i − d)g2i +

1

3!
Sdc

ijkgigjgk

)
. (73)

从上面的重整化群流方程我们很容易看出，对于∆k > d的扰动，重整化

群固定点是稳定的，也就是说在这个扰动方向上重整化群流指向固定点，

这样的扰动我们称之为无关扰动。然而，对于∆k < d的那些扰动方向，

重整化群流的流向是背离固定点的，这是一些不稳定的扰动方向，这样

的扰动称之为相关扰动。用前面小节的话来说即是，线性化之后的本征

值λk = d−∆k。

4.5 重重重整整整化化化群群群方方方程程程

前面我们讲过，重整化变换就是积去小尺度短程自由度。有时候我们也将

这样的操作说成是从物理上忽视短程自由度，它有点像我们给一副图片打

码赛克，使得图片的某些细节被忽视。物理上系统地进行这种操作的办法

是将“图片”进行缩放。我们总可以通过将“图片”不断缩小，从而把打

码的像素缩小成基本像素单位，进而看到整幅图片越来越宏观的结构。在

重整化变换中即是，我们总可以通过不断重标度(即缩小), 从而把浮动的截

断尺度a化约为1个基本单位，从而得到大尺度的有效理论，当然，这么做

的代价是会引入放大倍率e−l(即缩小)(即取b = el)。这一节我们就来研究，

系统的关联函数如何随着这个缩放倍率的变化而变化，这就叫做重整化群

方程。
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假设我们考察的量子场论系统有一组局域的可观测量算符Oi(x)，它

们的标度量纲分别为∆i, 当我们将这个量子场论系统放大e
−l倍时(即缩

小)，Oi(x)将变为O′
i(x), 由于缩小系统会使得能量密度更大，所以我们应

该有如下算符混合关系，

Oi(x) ≃ e−l∆iO′
i(e

−lx). (74)

等价地，我们也可以将这个方程写成

Oi(e
lx) ≃ e−l∆iO′

i(x). (75)

这里我们没有写等于号，而是用的≃号，这是因为定义加撇算符的理论和
定义不加撇算符的理论其实不是一回事，两者之间相差一个重整化，下面

我们会进一步澄清这一点。

对于一个量子场论而言，假设基本场变量为ϕ，欧氏作用量为S, 那么量

子场论的关键在于计算泛函积分Tr(e−S) ≡
∫
[Dϕ]e−S, 比方说，在计算关联

函数时，我们就是要计算这样的泛函积分。因此，一个关键的问题是，当

我们将量子场论系统放大e−l倍时，这个泛函积分会怎么变？换言之，我们

得搞清楚理论本身如何重整化。

这里出现一个关键的问题，即实际上，当我们说把量子场论系统放

大e−l倍(即缩小)时，我们实际在物理上并不能真正做到这一点，我们实际

上做的只是离这个系统远一点，在更远的地方来观测这个系统从而使得自

己能够忽略一些小尺度细节而已。换句话来说，我们实际上是在用一把更

大的尺子来衡量这个系统。或者说在在在重重重整整整化化化过过过程程程中中中，，，系系系统统统中中中各各各点点点的的的物物物理理理

距距距离离离是是是不不不变变变的的的，，，将将将坐坐坐标标标距距距离离离放放放大大大e−l倍倍倍（（（即即即缩缩缩小小小）））必必必然然然同同同时时时要要要将将将尺尺尺子子子放放放

大大大el倍倍倍。。。 物理系统的尺子就反映为度规张量，所以，将量子场论系统的坐

标距离放大e−l倍必然同时要将度规张量h放大e2l倍，即同时进行如下变换

h → e2lh. (76)

式中h为度规张量，其用指标写出来的分量形式为hab。

根据上面的分析我们就能写出关联函数的基本缩放（重整化）方程

⟨O1(e
lx1)O2(e

lx2)....On(e
lxn)⟩h

=e−
(
∆1+∆2+...+∆n

)
l⟨O′

1(x1)O′
2(x2)....O′

n(xn)⟩e2lh. (77)
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⟨...⟩h表示计算相应的泛函积分时，作用量中的时空度规取作h，也即是

说，⟨...⟩h意味着理论是定义在度规为h的黎曼流形上。注意，与度规e2lh对

应的算子都是加撇的，因为根据以上所说，算子加撇和度规放大为e2lh是

同步的，两者一起就是所谓的重整化变换。下面我们就是要从这个方

程(77)出发，得到关联函数在缩放下满足的关于l的微分方程。

首先我们注意到，在经典物理的层次上，对于欧氏作用量S，它在度

规变动δhab下满足δS = −
∫
M

1
2
T abδhab, T

ab就是经典的能动量张量1,
∫
M
表

示在时空流形上积分。我们关心的度规无穷小变动是度规e2lhab在l作无穷

小改变时引起的，这时候在经典物理的层次上必有δlS = ∂S
∂l

= −
∫
M
T a
a (l),

T a
a (l)表示定义在度规e

2lhab上的能动量张量的缩并。为此，我们可以假设

在量子的层次上，在l做无穷小变动时，作用量和泛函积分测度[Dϕ]e−S的

变动为 ∫
M

T′(l), (78)

式中T′(l)为前面T a
a (l)的量子版本，是一个算符。

根据上一段的分析我们容易知道，当我们将方程(77)中的l作无穷小变

动时，必有

∂

∂l
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

=−
(
∆1 +∆2 + ...+∆n

)
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

+ e−
(
∆1+∆2+...+∆n

)
l⟨O′

1(x1)O′
2(x2)....O′

n(xn)

∫
M

T′(l)⟩e2lh. (79)

下面假设
∫
M
T′(l)可以用局域算子O′

i展开成∫
M

T′(l) =
∑
i

′
∫
M

βi(g)O′
i(x), (80)

求和号中的′号表示我们仅仅对标度量纲小于等于时空维数d的算子求

和，因为能动量张量的标度量纲不能超过d。另一方面，我们也可以将度

规e2lh上的有效作用量用局域算子展开为

S =
∑
i

′
gi

∫
M

O′
i(x). (81)

1这个结果的正负号不用死记，取一个标量场论算一下就知道了。
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同样，由于我们关心的是长程物理, 所以我们仅仅只需要关心相关算子，

或者说可重整项。上式中的gi是一个一般性的记号，它包括相互作用耦合

常数以及质量等等参数。由此我们可以知道，方程(79)可以重写成

∂

∂l
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

=−
(
∆1 +∆2 + ...+∆n

)
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

− e−
(
∆1+∆2+...+∆n

)
l
∑
i

′
βi(g)

∂

∂λi
⟨O′

1(x1)O′
2(x2)....O′

n(xn)⟩e2lh. (82)

将加撇算符变回不加撇算符，简单整理一下即有

∂

∂l
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

=−
(
∆1 +∆2 + ...+∆n

)
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h

−
∑
i

′
βi(g)

∂

∂gi
⟨O1(e

lx1)O2(e
lx2)....On(e

lxn)⟩h. (83)

这就是我们要推导的重重重整整整化化化群群群方方方程程程。

如果不用度规的办法进行重整化，而像前面的小节一样认为重整化就是

调节耦合常数gi，因此它是一个依赖于l的gi(l)，则我们还有

dgi
dl

= −βi(g). (84)

可见，βi(g)就是通常所说的Beta函数。只不过我们这里的l是对长度尺度的

放大倍率，而不是对能量尺度的放大倍率，所以Beta函数的方程(84)多了

一个负号。

5 临临临界界界指指指数数数的的的计计计算算算

5.1 经经经典典典平平平均均均场场场理理理论论论

能给出具体临界指数的最简单办法就是朗道的平均场理论，虽然它给出的

临界指数是错的，但不失为一个好的起点。本节以伊辛铁磁体为例讨论朗

道平均场论。
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首先，自由能F是序参量场m(x)的泛函F [m(x)](或者也可以称作有效哈

密顿量)。朗道-金兹堡假设这个泛函可以解析地进行泰勒展开，不过，由

于m(x)可以随空间变化，所以我们要在展开中包含m(x)的空间梯度项, 忽

略无关的常数项，这个展开即是

F [m(r)] =

∫
ddx
[1
2
b(t)m2(x) +

1

4
c(t)m4(x) +

1

2

(
∇m(x)

)2
+ · · ·

]
(85)

式中，通过合适地将一个常数系数吸收到m(x)的定义中，我们已经

把1
2

(
∇m(x)

)2
项的系数归一化为1了。由于微观相互作用有Z2对称性，自由

能作为m的函数必定会保持这种对称性，因此我们已经要求F [m(x)]在m→
−m的Z2变换下保持不变了，这也就相当于要求F [m(x)]是m的偶函数, 所

以上述展开式中没有m的奇次项。上述表达式忽略了高于四次的泰勒展开

项，因为在临界点附近，自发磁化的m其实是小量，四次以上的项太小而

可以忽略，而且，正如我们马上会看到的，保留到四次项已经足以解释连

续相变的临界行为了。

自由能极小的条件现在变成了泛函F [m(x)]对m(x)的变分求极小。不难

求出

δF =

∫
ddx
[
b(t)m(x) + c(t)m3(x)−∇2m(x) + · · ·

]
δm(x). (86)

式中我们进行了分部积分，并丢掉了边界项(假设边界上的变分δm(x)为

零)。由δF = 0，即可以得

b(t)m(x) + c(t)m3(x)−∇2m(x) = 0. (87)

上面这个方程当然不止一个解，其中最简单的解是m(x)取常数m，这

时候方程变成

[b(t) + c(t)m2]m = 0. (88)

注意到临界温度以上, 即t > 0时，没有自发磁化，物理上序参量只能

取m = 0, 且这个m = 0要使F [m]取极小值，因此朗道假设t > 0时，b(t) >

0, c(t) > 0，否则要么m = 0不是极小，要么上述方程还存在m ̸= 0的解。

同样，t < 0时，物理上要求m ̸= 0, 因此上述m = 0的解必定不是F [m]的极
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小值，这就要求t < 0时，b(t) < 0，进一步要求上述方程存在m ̸= 0的解，

因此必定还有t < 0时，c(t) > 0。此时这个非零的m解为

m = ±m0 其中m0 =

√
−b(t)
c(t)

, (89)

±号表示这时候向上磁化和向下磁化均有可能，虽然实际的物理系统只会
随机取其中一种磁化。b(t) > 0时，自由能密度f(m) = F [m]/V的函数图像

如图(5)所示， 而b(t) < 0时，自由能密度f(m)的函数图像如图(6)所示.

Figure 5: b(t) > 0时，自由能密度f(m)的函数图像

Figure 6: b(t) < 0时，自由能密度f(m)的函数图像
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朗道理论清楚地把序参量由零变成非零的过程与对称性自发破缺联系了

起来。首先，理论本身具有Z2对称性，因为自由能函数在m → −m的Z2变

换下保持不变。其次，t > 0时，自由能函数只有m = 0这一个极小值，它

本身就是Z2不变的。但是，t < 0时，m = 0不再是极小值，而是局部极大

值，相反，这时候极小值分裂成了两个, 分别在±m0。虽然这两个极小值

是Z2对称的，但是，只看其中一个的话，每一个都没有Z2对称性，而真实

的系统只能选取两个极小值中的一个，但只要选取了一个，那么Z2对称性

就自发破缺了。

综合以上分析(特别要注意b(t)在t > 0和t < 0时要改变正负号而c(t)则不

变号)，朗道假设在临界点附近，参量a(t), b(t), c(t)可以泰勒展开成

a(t) = a0 + a1t+ · · ·

b(t) = b0t+ · · · 其中b0 > 0

c(t) = c0 + c1t+ · · · 其中c0 > 0 (90)

由此立即可以得到沿着相界线趋于临界点时磁化强度m(t)的临界行为

m(t) = m0 ∼ (−t)1/2. (91)

这就是前面所说的，经典平均场论预言β = 1/2的来源，当然这个结果与实

验是不吻合的，但是，稍微想想你就明白了，它是具有普适性的。

为了进一步研究经典平均场论的临界指数。我们引入外磁场h，由于外

磁场和自旋磁矩的耦合，此时自由能密度将成为

f(m) = −hm+
1

2
b(t)m2 +

1

4
c(t)m4 + · · · (92)

自由能极小的条件将告诉我们

h = [b(t) + c(t)m2]m. (93)

当我们从高温趋于临界点时，前面已经看到，磁化强度一直是零，这一

点当外磁场很弱时只有很弱的修正，因此可以忽略(93)式中的m3次方项，

进而可以计算磁化率χ(t)如下

h ≈ b(t)m⇒ χ(t) ≡ ∂m

∂h
∼ 1/b(t) ∼ t−1. (94)
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也即是说，对于伊辛类，从经典平均场论可以得到γ = 1, 这当然也是不对

的。

回到方程(87)的一般情况。朗道-金兹堡理论最重要的应用之一，是

理解系统在空间不同点上涨落之间的关联。具体来说，假设我们在空间

某点――比如说x = 0的原点处――加上一个无限尖锐的外磁场h(x) =

ϵδ3(x) (式中ϵ为小量，δd(x)为d维delta函数)来扰动它，以激发起当地的

磁化强度，我们想知道这对别处的磁化强度会产生什么影响？加了

这样的一个外磁场扰动以后，原来的自由能泛函就要多加上一项，

即
∫
ddx[−m(x)h(x)] =

∫
ddx[−m(x)ϵδd(x)]。进而变分求自由能极小时对

应的方程就是

b(t)m(x) + c(t)m3(x)−∇2m(x) = ϵδd(x). (95)

假设温度低于临界值，即t < 0，且扰动前系统原本处在m(x) = m0 =√
− b(t)

c(t)
的极小值处，外磁场把系统扰动到了

m(x) = m0 + δm(x), (96)

式中扰动δm(x)是小量。代入(95)式，并保留到扰动δm(x)的线性阶，即有

(b(t) + 3c(t)m2
0)δm(x)−∇2δm(x) = ϵδd(x)

⇒− 2b(t)δm(x)−∇2δm(x) = ϵδd(x). (97)

这个方程的解是

δm(x) ∼ e−|x|/ξ(t)

|x|d−2
(98)

这个解其实就是前面的两点函数G(x), 从这里很容易读出经典理论的结

果η = 0。式中ξ(t)为

ξ(t) =

√
1

−2b(t)
. (99)

ξ(t)的含义是，原点处外磁场扰动的效应在离原点远大于ξ(t)的距离上会迅

速衰减为零，因此通常称ξ(t)为关联长度。
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不难看出，沿着相界线趋于临界点时，关联长度的临界行为是

ξ(t) ∼ (−t)−1/2, (100)

特别的，这意味着，在临界点附近，关联长度会发散。换言之，在临界点

附近，序参量的涨落会在长程上保持关联。正是因为这种长程关联，使得

气液相变临界点时对光的散射会增强，从而使得原来透明的气体或者液

体，在接近临界点时变得浑浊起来，呈现一片乳白色，这就是气液临界点

附近的临界乳光现象。

朗道理论给出来的这些临界指数与实验不吻合。问题出在，我们忽略了

在不同的空间局部上，序参量可以有涨落，在算配分函数时，要对所有这

些序参量涨落进行泛函积分，而不是仅仅求一个泛函极小值就可以了的。

尤其在临界点附近，序参量的涨落将变得非常强，而且长程关联，平均场

近似此时是失效的。不过，如何系统地考虑序参量的涨落并不是一件简单

的事情。这个困难最终是威尔逊通过他的重整化群计算解决的。

5.2 积积积去去去小小小尺尺尺度度度自自自由由由度度度

重整化群实际上是一个关于如何处理多尺度多自由度系统的纲领，重整化

变换的物理实质就是积去小尺度的短程自由度，这样的操作之所以起作用

是基础于两个基本的观察：第一，小尺度短程自由度对于更大尺度的长程

物理是有影响的，第二，但是只要合适地选取表达理论的变量，那么这个

影响就可以用几个相关参数来概括，几个参数就可以概括小尺度的所有相

关信息，至于短程结构的更多细节信息则与大尺度物理无关。因此，通过

积去短程自由度你就能忽略小尺度结构的无关细节，得到一个与你所关心

的尺度的物理密切相关的有效理论。的确，有效场论的有效二字可以理解

成无效的反义词，它暗示说如果你的理论与你所要考察的物理不在同一尺

度上，那么你的理论就是一种徒劳。下面我们就一个具体的算例来看看通

过积去小尺度短程自由度进而得到有效理论这个操作可以如何进行。

考虑到对序参量涨落的泛函积分以后，朗道平均场理论中的自由能泛函

就成为一个欧氏量子场论的有效作用量。为此，不妨考察一个定义在d维

欧空间的标量场论，场变量为ϕ(x)，你可以将它理解为上一小节的磁化强

度m(x)。根据朗道平均场理论的自由能展开可知，在截断尺度a，它的有
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效作用量(自由能泛函)可以写成(写法和上一小节看起来不同，实际上一样

的)

S(a) =

∫
ddx

(
1

2

(
∂iϕ∂iϕ+ ta−2ϕ2

)
+

1

4!
gad−4ϕ4

)
, (101)

式子明显地写出尺度a相关的因子a−2和ad−4，是为了保证我们只需重标

度a就能实现对理论的重标度，同时这两个因子也确保了相应的项无量

纲。式中的t和g是无量纲的藕合常数(t可以理解为约化温度或者说热场)，

我们就是要研究它们如何依赖于重整化尺度a。为此，我们考虑一个更长

一点的临近尺度ã = a(1 + ϵ)，即取重标度尺度b = 1 + ϵ, ϵ是一个无穷小

量。根据定义，在截断尺度ã上的理论当然应该是

S(ã) =

∫
ddx

(
1

2

(
∂iϕ∂iϕ+ t̃ã−2ϕ2

)
+

1

4!
g̃ãd−4ϕ4

)
. (102)

重整化的物理实质相当于说，S(ã)可以通过在S(a)的基础上积去波长

在λ ∈ [a, a(1 + ϵ)]区间之内的自由度而得到。我们不妨以ϕ来表示波长

比a(1 + ϵ)更长的自由度，而以η(x)来表示波长在λ ∈ [a, a(1 + ϵ)]之内的自

由度，因此S(a)中的场就应该替换成ϕ + η, 这样一来，重整化群的物理实

质就相当于说

e−S(ã) =

∫
[dη]e−S(a). (103)

根据自由度按波长的这种分解，我们可以将S(a)重写成

S(a) =

∫
ddx

(
1

2

(
∂iϕ∂iϕ+ ta−2ϕ2

)
+

1

4!
gad−4ϕ4

)
+

∫
ddx

(
∂iη∂iϕ+ ta−2ηϕ+

1

3!
gad−4ϕ3η

)
+
1

2

∫
ddx

(
∂iη∂iη + ta−2η2 +

1

2
gad−4ϕ2η2

)
. (104)

这个式子中η的线性项取
∫
ddxA(x)η的形式，A(x)是一个关于ϕ的函数，ϕ的

波长大于a(1 + ϵ)，而η(x)的波长小于a(1 + ϵ)，因此A(x)相对于η(x)来说

是变化缓慢的，由于η(x)的相对较快的振荡线性项
∫
ddxA(x)η的积分实际

上等于零。因此, 在进行(103)的泛函积分计算时，我们实际上要算的就
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是η(x)的二次项的高斯积分，由熟知的高斯积分公式可知这个积分算出来

是

det[−∂2 + ta−2 +
1

2
gad−4ϕ2]−

1
2 . (105)

利用det(A) = eTr ln(A), 我们可以得到

exp
{
− 1

2

∫
ddxddp

(2π)d
|(1−ϵ)1/a<p<1/a ln(p

2 + ta−2 +
1

2
gad−4ϕ2)

}
≃ exp

{
− ϵ

1

2

Sd

(2πa)d

∫
ddx ln(a−2 + ta−2 +

1

2
gad−4ϕ2)

}
=exp

{
ϵC − ϵ

1

2

Sd

(2πa)d

∫
ddx ln(1 + t+

1

2
gad−2ϕ2)

}
=exp

{
ϵC ′ − ϵ

1

2

Sd

(2πa)d

∫
ddx

(
1

2
g(1− t)ad−2ϕ2 − 1

8
g2a2d−4ϕ4

)}
, (106)

式中Sd表示d维欧空间中单位球面的面积，C和C
′均是与场无关的常数，可

以通过在原来的标量场作用量中加上一个常数来重整化，因此我们将忽略

它。

现在，方程(103)告诉我们

e−S(ã) =exp
{
−
∫
ddx

(
1

2

(
∂iϕ∂iϕ+ ta−2ϕ2

)
+

1

4!
gad−4ϕ4

)
− ϵ

1

2

Sd

(2πa)d

∫
ddx

(
1

2
g(1− t)ad−2ϕ2 − 1

8
g2a2d−4ϕ4

)}
=exp

{
−
∫ (

1

2

(
∂iϕ∂iϕ+ t̃(a(1 + ϵ))−2ϕ2

)
+

1

4!
g̃(a(1 + ϵ))d−4ϕ4

)}
,

这个式子的最后一行用到了(102)。比较上面这个方程的相应项，我们可以

得到

t̃ =t+ ϵ

(
2t+

Sd

2(2π)d
g(1− t)

)
g̃ =g + ϵ

(
(4− d)g − 3Sd

2(2π)d
g2
)
. (107)

也即是说，我们有重整化群方程

dt

dϵ
=

(
2t+

Sd

2(2π)d
g(1− t)

)
dg

dϵ
=

(
(4− d)g − 3Sd

2(2π)d
g2
)
. (108)
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如果d = 4，即假如我们研究的是一个四维量子场论，那么重整化群方

程(108)就是

dt

dϵ
=

(
2− 1

16π2
g

)
t+

1

16π2
g

dg

dϵ
=− 3

16π2
g2. (109)

这个方程只有平凡的固定点t = 0, g = 0，在固定点附近ϕ2项扰动是相关扰

动，ϕ4扰动则是无关扰动。

如果d < 4, 当然重整化群方程(108)依然有平凡的固定点t = 0, g = 0，

在这个固定点附近ϕ2扰动和ϕ4扰动均是相关扰动。但是除了这个平凡的固

定点之外，这时候方程(108)还有一个非平凡的固定点，即g = 2(2π)d

3Sd
(4− d),

t = −4−d
2+d
，在这个固定点附近重整化群可以线性化为

dδt

dϵ
=
2 + d

3
δt+

3Sd

(2 + d)(2π)d
δg

dδg

dϵ
=− (4− d)δg, (110)

很显然，这时候ϕ2扰动依然是相关的，但是ϕ4扰动已经变成无关扰动了。

如果一个物理系统的重整化群流从这个非平凡固定点附近经过，那么由线

性化的重整化群方程(110)人们容易知道，这个系统的关联长度ξ的临界指

数ν为(λ1 =
2+d
3
)

ν =
3

2 + d
, α = 2− 3d

2 + d
(111)

代入d = 3，得ν = 0.6, 与测量值0.63吻合得还可以，值少比平均场理论

的值1/2 = 0.5好多了, 同样，由d = 3得α = 0.2, 与测量值0.11比虽然有

所偏离，但不算离谱，要知道平均场理论甚至只能算出一个比热跳变。

关于临界指数更系统的计算，请参阅下面这篇写得非常漂亮的经典论

文，Kenneth G. Wilson，John B. Kogut，The renormalization group and

the ε expansion, Physics Reports, DOI：10.1016/0370-1573(74)90023-4

5.3 从从从重重重整整整化化化群群群的的的物物物理理理实实实质质质到到到理理理解解解生生生命命命现现现象象象

首先，让我们重复一下前面的这段话：重整化群实际上是一个关于如何处

理多尺度多自由度系统的纲领，重整化变换的物理实质就是积去小尺度的
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短程自由度，这样的操作之所以起作用是基础于两个基本的观察：第一，

小尺度短程自由度对于更大尺度的长程物理是有影响的，第二，但是只要

合适地选取表达理论的变量，那么这个影响就可以用几个相关参数来概

括，几个参数就可以概括小尺度的所有相关信息，至于短程结构的更多细

节信息则与大尺度物理无关。因此，通过积去短程自由度你就能忽略小尺

度结构的无关细节，得到一个与你所关心的尺度的物理密切相关的有效理

论。

重整化群这种处理多尺度多自由度系统的纲领已经被证明反映了凝聚态

物理系统和量子场论系统的本质。然而，生命现象也是从无生命的原子分

子中呈展出来的，任何有生命的系统都是一个多尺度多自由度系统。但是

这种多尺度多自由度系统和传统凝聚态物理或量子场论中研究的系统有所

不同，其中一个关键的不同是，凝聚态系统和量子场论系统的大尺度物理

都是由小尺度结构决定的，重整化群流只能从小尺度流向大尺度，然而生

命系统的典型特征之一是，大尺度可以反过来影响和调节小尺度的结构，

也即是说，在生命系统这样的系统中，多尺度之间的相互沟通更为复杂和

丰富，因此重整化群的纲领很可能不能完全适用，这里很可能还需要全新

的想法！

与此相关的另一个重要不同是，一般来说在重整化群流之下，系统的

熵一定是增加的，因为重整化操作本身就意味着不断舍弃小尺度的无关信

息。然而，生命系统与此相当不同，当然，在生命系统中从小尺度到大尺

度也一定有大量信息是无关而应该被舍弃的，不同的是，在生命系统中许

多真正有意思的信息并不是原来就存在于小尺度结构之中，反而正是来源

于宏观大尺度的输入，因此，生命系统的从小尺度到大尺度不完全是一

个提取相关信息舍弃无关信息的过程（正是这一点和重整化群有本质区

别），它同时还需要相关信息（负熵）的输入（也即是，生命系统总体上

要保持在向环境排出更多熵而吸收更少熵的状态）。也许，正是这个相关

信息（负熵）的输入使得生命系统的大尺度结构可以反过来调节小尺度结

构。归纳来说，在生命系统中存在两个不同的相关信息流向，一个是小尺

度的相关信息随着重整化群流流向大尺度的结构，然而，在生命系统中同

时还存在一个负熵流，或者说一个反向的相关信息流，它是从大尺度流向

小尺度的。生命现象正是这两种相关信息流向共同作用的结果，因此要真
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正理解生命现象我们也许就必须发展一个处理多尺度多自由度系统的新框

架，重整化群和负熵流也许必须同时被包括进这样的框架之中。

通过相关信息在多尺度之间的振荡，生命系统将体现出一种全息的性

质，也就是生命系统每一个小尺度局部都将在一定程度上编码系统整体的

信息。这是因为，假设原来系统有两个相距遥远的小尺度局部，它们的信

息是不相关联的，然而，随着小尺度信息跟着重整化群流流向大尺度，这

两个局部的信息就可以在大尺度上关联起来，然后它们再被负熵流压缩回

小尺度，因此，最后每一个小尺度局部都将含有最初相距遥远的两个局部

的信息，从而体现出一种全息的性质，或者也可以说是某种非局域性。

在最后这一节，我们花了一点篇幅来讨论重整化群的物理实质和它的

可能推广。目的是为了说明，生命系统同样是一个多尺度多自由度物理系

统，然而这个系统和我们以前用重整化群来处理的那些系统都有所不同，

人们也许需要一个新的框架才能处理生命系统这样不可思议的多尺度多自

由度系统。
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