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前言

本讲义可能要求读者熟悉狭义相对论，以及用拉格朗日力学方法处理的经典场论的一

些基础知识。为此，读者可以预先翻看一下我之前的《经典场论新讲》。

本讲义将强调从等效原理和广义协变原理（或者说微分同胚不变性）两条基本原理的

角度阐述广义相对论，真正讲清楚为什么要用黎曼几何，而不是简单假定时空是一个伪黎

曼流形。

本讲义涵盖广义相对论从入门到提高的基本内容。除了基本的入门内容之外，还会系

统讨论黑洞物理，包括彭罗斯图和黑洞热力学等内容。也包含有一个对宇宙学以及引力波

的基本介绍。





1. 引力的普适性以及非欧几何

1.1 万有引力的特性

1.1.1 引力的普适性

引力是自然界中最为特殊的一种力，特殊就特殊在它的普适性，一切物质之间，无论

是太空中的还是地面上的，无论是星辰还是大海，一切物质之间都有引力相互作用，这就

是牛顿所谓的万有引力，万有二字就是强调它的普适性。实际上，我们可以利用引力的普

适性给物质下一个定义：问，什么是物质？答，能够产生引力相互作用的东西就是物质！

而衡量一个物体产生引力相互作用能力的一个量即是质量，更准确地说是引力质量，

记作 mG。根据物质的定义，mG 也可以作为物质的量的一个度量。

除了引力之外，自然界中另一种普适性的存在即是物质的惯性 (Inertia)，也就是物质
保持其运动状态的能力，一切物质都有惯性。我们也可以利用惯性的普适性给物质下一个

不同的定义：问，什么是物质？答，具有惯性的东西就是物质。

而衡量一个物体惯性大小的量就是惯性质量，记作 mI。根据物质的这第二个定义，mI

同样可以作为物质的量的一个度量。

由于起源看起来完全不同，物质的量的这两种度量，mG 和 mI，原则上应该不同。但

是，伽利略发现，对任何物质，都有引力质量和惯性质量刚好相等，

mG = mI. (1.1)

这两者为何相等？这在爱因斯坦之前可以说是物理学最大的未解之谜。
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伽利略是如何发现引力质量和惯性质量正好相等的呢？回答是，伽利略将引力的普适

性和惯性的普适性联系起来了，因为他发现，一切物质在重力作用下自由下落的规律是普

适的！换言之，伽利略发现，一切物质 (无论其组成成分为何) 在相同的重力作用下都有相
同的加速度，即 (记 g 为重力强度)

a = (mG/mI)g (1.2)

是一个不依赖于具体物质的普适量。很显然，这除非 mG/mI 是一个普适常数，进而只要

适当选取单位，就可以使得 mG = mI。

爱因斯坦是如何解释引力质量为什么等于惯性质量的呢？简单地说，爱因斯坦发展了

伽利略的思路，进一步提出，引力的普适性和惯性的普适性本质上是一回事。具体来说就

是爱因斯坦的等效原理。好了，让我们暂且打住，关于等效原理我们留到后面的章节再详

加讨论。暂时我们只需要知道，惯性质量和引力质量相等是将爱因斯坦导向广义相对论的

关键线索，有时候也称之为弱等效原理。

mG = mI 的弱等效原理可谓久经实验检验。伽利略本人就利用了单摆，通过选择不同

物体作为摆锤，并分析单摆周期是否有变化来检验弱等效原理，精度可以达到约 10−3。19
世纪末，厄缶 (Eötvös)提出利用扭秤平衡来精巧地检验弱等效原理，这可以使得精度达到
10−9。2017年底，MICROSCOPE卫星实验把精度提高到了 10−14，即是说在 10−14 的精度

范围内，引力质量都等于惯性质量。而基于卫星试验的 SETP(Satellite Test of Equivalence
Principle) 更是计划把精度提高到 10−17。

正因为引力质量等于惯性质量，所以之后再提到物体质量时，我们就不再区分是引力

质量还是惯性质量了，而是统一称为质量，记为 m。

前面说过，质量是衡量物质产生引力相互作用能力的一个量。根据牛顿的万有引力定

律，质量为 M 和 m 的两个粒子之间的万有引力势能为

V =−G
Mm

r
, (1.3)

式中 r 是两粒子之间的距离，G 为牛顿万有引力常数。而在场论的观点中，物体之间之所

以有引力相互作用，是因为一个物体产生了一个引力场，这个引力场作用在另一个物体上。

因此是 M 产生了一个引力场，记为引力势 Φ, Φ作用在 m上，得到万有引力势能 V = mΦ。
也即是说，这里的 Φ =−G M

r , 很显然它满足方程

∇2Φ = 4πGMδ 3(x). (1.4)

这个方程可以从点粒子质量密度 Mδ 3(x) 推广到任意的质量密度 ρ(x, t)，它产生的引力势
满足

∇2Φ = 4πGρ. (1.5)

即是说，质量密度是引力场的源，质量密度产生引力场。而根据狭义相对论中爱因斯

坦的质能关系，质量密度其实是一种能量密度。因此即是说，物质的能量密度是引力场的

源！
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然而能量密度不过是能量-动量张量的 00 分量，记为 T00，因此方程 (1.5) 就成为

∇2Φ = 4πGT00. (1.6)

但这个方程不是洛伦兹协变的，为了让它洛伦兹协变，我们显然应该将引力场的源推广为

整个能量-动量张量 Tµν(这是一个二阶对称张量)，那这时候相应的，引力势 Φ 也要推广
成某个张量场 hµν。即是说，在相对论中，引力场应该用某个二阶对称张量场 hµν 来刻画。

出人意料的是，爱因斯坦将 hµν 与时空的几何联系了起来，并确定了引力其实是时空弯曲

的一种显现。

引力的普适性就反映在，一切物质都有能量-动量张量，而能量-动量张量正是引力场
的源，所以一切物质都能产生引力。

接受引力是时空弯曲这一结论并不难。真正难的有两点：第一点是搞清楚为什么？为
什么时空可以弯曲？为什么引力是时空弯曲？第二点是，在数学上如何描述与刻画时空弯
曲？要搞懂第一个难点就需要爱因斯坦关于等效原理的洞察，我们留给后面的章节讨论。
而我们下一节将要简单论述的非欧几何就涉及第二个难点。

另一方面，我们可以稍微深入地探讨一下弱等效原理。为此假设有一个引力场，其引

力势为 Φ(x)，即是说，x 处质量为 m 的粒子具有引力势能 mΦ(x)。进而粒子在引力场中
自由下落的作用量就可以写成

S = m
∫

dt
[1

2
ẋ2 −Φ(x)

]
. (1.7)

从这个作用量中，我们很容易看清伽利略发现的自由落体的普适性，也就是弱等效原理，

那就是，粒子质量只作为一个整体的常数因子而出现！(所以粒子的运动微分方程和质量
无关。) 进一步，为了保证弱等效原理在相对论情形中依然成立，我们必须要求，粒子质
量即使在相对论性的自由落体作用量中，也只能作为一个整体常数因子而出现！至于具体

如何将自由落体作用量推广到相对论情形，我们也留到后面的章节。

1.1.2 万有引力是一种吸引力

万有引力的第二个特性是，它总是一种吸引力。这个特性看起来平凡，实际上却有很

深远的影响。不妨设想一个质量非常大的物体，其质量大到这种程度以致于其自身无法支

撑自身的吸引力，那它就会坍缩！

实际上，我们知道恒星是靠热核反应而发光发热的，当热核反应耗光能量而终止时，

按照牛顿的万有引力理论，恒星就会坍缩，一直坍缩下去。当它坍缩到一定程度，引力场

就会变得很强，这时候牛顿的理论就不适用了。但是，即使在爱因斯坦的广义相对论中，

引力总是吸引这个特性依然存在。所以引力坍缩现象即使在广义相对论中也依然存在。

印度人钱德拉塞卡发现，当恒星的质量小于一个数值时，它最终就会坍缩成白矮星。

白矮星的半径很小，但密度很大，并且会发出白光。如果恒星质量小于某个数值，那它坍

缩成白矮星以后，其内部的电子简并压就能抗住自身引力的吸引，它就不再坍缩了。但是，

如果恒星质量比这个数值要大，那它就还会继续坍缩。朗道认为，只要恒星的质量不超过

2 个太阳，它就会坍缩成一种更小的东西，叫中子星。这以后其内部的中子简并压就能抗
住自身的引力，它就不再坍缩了。
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但是，如果恒星的质量超过 2 个太阳会怎么样呢？这时候，中子简并压也抗不住自身
引力了，它就会一直坍缩下去，最终形成黑洞！什么是黑洞呢？就是时空中的一个区域，

它的吸引力强到这样的地步，最后甚至连光都无法从这个区域逃逸出去，所以它看起来是

黑的，叫黑洞。

万有引力总是一种吸引力，然而天文观测发现，我们的宇宙在膨胀，不可思议的是，

这还是一种加速膨胀，即是说，即使万有引力的相互吸引也没有使得宇宙膨胀的速度减慢。

宇宙为什么会加速膨胀呢？这个问题我们留到学完广义相对论的基本方程以后再来探讨。

暂时只提一句，这和神秘的暗能量有关！

1.2 非欧几何

在搞清楚引力如何与时空弯曲产生联系之前，这一节先让我们简单回顾一下数学家是

如何想到研究弯曲空间的，以及他们是如何研究弯曲空间的。

1.2.1 内禀几何与高斯坐标

因为研究大地测量学的需要，高斯系统地研究了三维空间的两维曲面。高斯的研究有

一个深刻的发现，根据这个发现，三维空间中的球面和无穷长的圆柱面有本质的区别！你

可能会说，两者不都是曲面吗？不都有弯曲吗？有什么本质区别呢？回答是，高斯发现，的

确，球面是弯曲的，但是，圆柱面在某种意义上却是平坦的！

对于一个半径为 R 的两维球面，过球面上任意一点，我们总可以作两个正交的大圆，

每个大圆的曲率均为 1/R，球面的弯曲情况可以很好地由这两个大圆的弯曲情况决定，因

此可以将这两个大圆曲率的乘积 1/R2 定义成球面的曲率，称作球面的高斯曲率，记作

K = 1/R2。类似的，对于竖直放置的圆柱面，过其上任意一点，我们都可以作一条高，它

是直线，因此曲率为零，同时还可以作一个水平的圆，其曲率不为零。但是，这两条曲线

曲率的乘积为零，因此，圆柱面的高斯曲率为零，记作 K = 0。

实际上，对于任何两维曲面，高斯都类似地定义了一个高斯曲率 K，它一般来说是曲

面上不同点的函数，因为对于非球面，它上面不同点的弯曲情况可以不同。高斯曲率的最

初定义依赖于曲面上的曲线在三维空间中的弯曲情况，也即是说，依赖于两维曲面是如何

嵌入到三维空间中的。然而，高斯发现，这个曲率其实是曲面内禀的性质，与它们怎么嵌

入在三维空间中没有关系！特别的，高斯曲率为零的曲面就可以在不拉伸也不挤压的情况

下在平面上展平，而高斯曲率非零的曲面就做不到这一点。比方说，圆柱面可以沿着高的

方向剪开，并摊平 (因此本质是平坦的)，但是球面就无法摊平。
高斯关于内禀曲率的发现可谓影响深远，实际上，高斯本人已经意识到这个发现

的深刻含义，所以他称之为绝妙定理，现在通常称作 高斯绝妙定理 (Gauss theorem
egregium)！
高斯如何研究两维曲面呢？其方法首先是通过在曲面上引入任意的曲线坐标，称作高

斯坐标。比如，对于三维空间中由方程 x2 + y2 + z2 = R2 给出的两维球面 S2，可以引入球

坐标 (θ ,ϕ), 即定义 x = Rsinθ cosϕ ,y = Rsinθ sinϕ ,z = Rcosθ。很显然，球坐标并非在整
个球面上都定义良好，比方对于 θ = 0 和 θ = π 的北极点和南极点，球坐标就没有定义。
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也即是说，高斯坐标通常不能覆盖整个曲面，而只能覆盖曲面的某个局部区域。但是，高

斯的新想法是，曲面上的高斯坐标可以是任意两个与曲面上的点一一对应的独立变量，一
个高斯坐标无法覆盖整个曲面，那就可以用多个相互有交叠的高斯坐标来覆盖。

其次，高斯引入了度规的概念 (虽然当时不叫度规)，也就是研究曲面上邻近两点之间
的距离 ds。比方说，对于球面的球坐标而言，由于球面嵌在三维欧几里得空间中，所以可

以代 ds2 = dx2 +dy2 +dz2, 代入球坐标，即可得球面上相邻两点间的距离

ds2 = R2(dθ 2 + sin2 θdϕ 2). (1.8)

这个 ds2 就称作球面上的度规。

但是，高斯说了，可以使用任意局部坐标 (x1,x2)，很显然，对于任何曲面，其上两邻

近点的距离平方总可以写成

ds2 = gi jdxidx j, 这里 i, j = 1,2. (1.9)

由于 dxidx j 关于 i, j 指标对称，所以这里 gi j 也关于 i, j 指标对称。很多时候，我们也把 gi j

同样称作度规或者度规系数。比方说，对于球面的球坐标，就有 gθθ = R2, gϕϕ = R2 sin2 θ ,
gθϕ = gϕθ = 0。

假设我们作一个局部坐标变换

(x1,x2)→ (x′1,x′2) (1.10)

则由 ds2 = gi j(x)dxidx j = g′i j(x
′)dx′idx′ j, 就可以得到变换以后的度规系数 g′i j(x

′) 为

g′i j(x
′) = gkl(x)

∂xk

∂x′i
∂xl

∂x′ j
. (1.11)

高斯绝妙定理说的就是，曲面的高斯曲率 K 完全由曲面内禀的度规 gi j 决定，不依赖

于曲面是如何嵌入三维空间中的。

1.2.2 非欧双曲几何的发现

从古希腊开始的两千年来，数学家和哲学家一直认为欧几里得几何是我们的世界不言

而喻的真理。其中，空间邻近的两点 (x,y,z) 和 (x+dx,y+dy,z+dz) 之间的距离 ds 满足

毕达哥拉斯定理

ds2 = dx2 +dy2 +dz2. (1.12)

然而，在 19 世纪 20 年代，由于对欧几里得几何平行公设的研究，三个数学家，高斯、鲍
耶、以及罗巴切夫斯基，相互独立地发现了非欧双曲几何。

非欧双曲几何是一种不同于欧几里得平面几何的两维几何，庞加莱曾经用一个单位圆

盘世界来描绘它。庞加莱圆盘世界就是 (x,y) 平面内半径为 2R 的圆盘 x2 +y2 ≤ 4R2。在生

活于这个圆盘世界的人看来，两个邻近的点 (x,y) 和 (x+dx,y+dy) 之间的距离由下式给

出

ds2 =
dx2 +dy2

(1− x2+y2

4R2 )2
. (1.13)
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也就是说，同样的坐标差 (dx,dy)，在圆盘中心的人看来是一个很小的距离，而在圆盘边

缘的人看来却是一个很大的空间距离，(1.13) 包含了两点间距离的所有信息，称为庞加莱
圆盘的度规。

奇妙的是，庞加莱圆盘世界的人眼中的直线 (两点之间的最短线) 不同于我们眼中的
直线。比方说，连接圆盘边缘附近两点 A,B 的直线 (最短线) 就不是我们眼中的直线，为
了使得走过的距离尽可能短，一个从 A 点出发的人不会直接走向 B，而是会将路径向着圆

盘中心的方向弯，因为同样的坐标差在圆盘中心处对应更短的距离，因此让路径弯向圆盘

中心可以节省距离。

比方说，如果我们考虑的这两个点 A,B 就在圆盘边缘上，那么从 (1.13) 可以看出，直
接沿着边缘从 A 到 B 将是一个无穷大的距离，因为度规在边缘是发散的。从 A 出发，为

了最快地走向 B, 你应该先沿着圆盘的径向走，以使得度规尽快地降下来，然后你再弯向
B。实际上，庞加莱圆盘世界的直线是所有和圆盘边缘垂直相交的圆弧，如图 (1.1) 所示。

Figure 1.1: 在庞加莱圆盘世界中，过直线外一点，可以作无数多条直线与已知直线永不相
交。

值得注意的是，在我们眼中，单位圆盘内的直线长度都是有限的，然而，在庞加莱世

界的人看来，其直线的长度是无穷的，可以向两端无限延伸。为了看清楚这一点，我们不

妨在单位圆盘上取极坐标 (r,θ), 并且定义坐标变换 r
2R = tanh(ρ/2), ρ 取值范围是 [0,+∞),

在变换以后的坐标中，度规的表达式 (1.13) 就变成了，

ds2 = R2(dρ2 + sinh2 ρdθ 2). (1.14)

庞加莱圆盘的边缘现在变到了无穷远处，因此，在庞加莱圆盘世界的人看来，圆盘的边缘

实际上意味着无穷远。我们也注意到，只要 ρ 大到一定程度，(1.14) 中度规的系数就一定
大于 R2，因此 ρ 坐标值的无穷远实际上也意味着度规距离的无穷远，因此，在庞加莱圆
盘世界的人看来，其直线可以向着无穷远无限延伸。

那么，在庞加莱世界中，何为两条直线相互平行呢？通常的定义是, 两条永远不相交
的直线就是相互平行的，这当然正是我们在欧几里德平面几何中对平行线的自然定义。然

而，稍微画画图你就能够看出来，如果这样定义平行，那么在庞加莱圆盘世界中，过直线

外一点可以作无数条直线和已知直线平行，如图 (1.1) 所示。并且，庞加莱圆盘世界的两
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条平行线之间的距离并非固定不变。如果你从圆盘边缘出发，引两条在边缘处坐标值靠得

很近的直线，假如这两条直线不相交，那么你可以很容易地看到，这样的两条平行线之间

的距离会以一个恒定的速率增大。两条平行线之间的距离会越来越大实际上说明了庞加莱

圆盘世界是一个空间弯曲的世界，而且高斯曲率是负的 (如果高斯曲率为正，那么邻近的
平行线只会越来越近，比如球面上的两个大圆)。同时，平行线距离增加的速率为定值还说
明庞加莱世界的高斯曲率是一个常数，实际上 K =−1/R2。之所以庞加莱圆盘看起来在一

个平坦的两维平面上，是因为我们通过局部的拉伸和挤压把这个弯曲世界画在了两维平面

上。

现在，在庞加莱圆盘内取三条直线 (三条和边缘垂直相交的圆弧)，它们将会交出一个
三角形，很显然，这个三角形的内角和小于 180 度。假如我们记这个三角形的内角和为 ∆,
那么高斯博内特公式告诉我们，

∆ = π −S/R2 (1.15)

式中 S 表示这个三角形的面积。为了更好地理解这个公式，你可以在三维空间的半径为 R

的球面上取一个由三个大圆组成的三角形，你会发现，对于球面 S2 上的这些三角形而言，

其内角和 ∆ 必定大于 180 度，并且符合公式 ∆ = π + S/R2。这是因为球面的高斯曲率为

+1/R2，所以面积对三角形内角和的修正是正的，而庞加莱圆盘的高斯曲率为 −1/R2, 所以
面积对三角形内角和的修正应该是负的。

这就带来两个有趣的结论，第一，如果庞加莱圆盘世界的人只在很小的范围内活动，

考虑的总是很小的三角形 (边长 ≪ R), 那么这些三角形的内角和就近似地等于 π, 欧几里
德几何近似地成立，这就是所谓的局部平坦。第二，庞加莱圆盘世界的三角形面积有上限，
最大值为 πR2。

庞加莱圆盘世界的哪些三角形有最大面积 πR2 呢？答案非常简单，所有三个角都落在

圆盘边缘上的三角形面积都是 πR2。这是因为三角形必须由三条直线构成，而庞加莱圆盘

世界的直线在圆盘边缘一定和边缘相垂直，这样一来，落在边缘的角的两条边只能相切，

夹角为 0。也就是说，三个角都落在圆盘边缘的任意三角形内角和必定为零，由 (1.15)，这
就意味着这些三角形的面积为 πR2。

由于非欧双曲几何的发现，以及对三维空间中曲面的研究，高斯成为了第一个思考我

们所居住的三维空间可能不是人们一直假设的平坦的欧几里得空间，而可能是某种弯曲空

间的人。由于知道在弯曲空间中，三角形的内角和不是 180 度，所以高斯在德国中部哈尔
兹山脉的三座山峰上安装了测量设备，以连接这些山峰的最短线为三角形的边 (高斯假设
从一座山峰到另一座山峰的光线走这条最短路径)。高斯测量了在每座山峰相遇的两条边
之间的夹角，以确定三角形内角和是否为 π。他发现结果确实为 π，并得出结论，空间确
实是欧几里得的。不过，高斯的思想深刻地影响了他的学生黎曼，使得黎曼成为第一个研

究高维 (高于两维) 弯曲空间的人，这就是所谓的黎曼几何。
要把高斯的内禀几何推广到任意维空间，关键是要推广高斯曲率的概念！黎曼提出黎

曼几何的时候正是完成了这个推广工作。值得强调的是，这样的推广是高度非平凡的，这

是因为，刻画两维空间的曲率只需要一个数，但是高维空间就有许多不同的弯曲方向，因
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此就不能简单地用一个数来刻画其曲率，如何刻画高维空间的弯曲也就成了一个难题。最

终黎曼通过定义黎曼曲率张量解决了这个问题。

1.2.3 局部平坦与黎曼曲率

为了将曲率的概念推向任意维弯曲空间，我们需要进一步研究两维内禀几何的一个重

要性质，就是前面提及的局部平坦！下面让我们首先搞清楚局部平坦的准确含义。

古时候的人不知道地球是球体，他们一直以为大地是平的。这反映了两维球面的局部

平坦性，即，在一个足够小的局部区域看来，球面是平坦的。为了看清楚局部平坦的准确含

义，让我们考察球面的一种特殊局部坐标。具体来说，对于三维空间中由方程 x2+y2+z2 =

R2 给出的两维球面 S2,它在南极点 (0,0,−R)附近近似有 z =−
√

R2 − x2 − y2 ≈−R+ x2+y2

2R ，

代入 ds2 = (dx2 +dy2 +dz2)|S2 , 即可得

ds2 ≈ dx2 +dy2 +
(xdx+ ydy)2

R2

= dx2 +dy2 +O
(
(

x
R
)2,(

y
R
)2,(

x
R
)(

y
R
)
)

= (1+
x2

R2 )dx2 +(1+
y2

R2 )dy2 +2
xy
R2 dxdy. (1.16)

式中 O 表示二阶小量。也即是说，在南极点附近，球面 S2 上局部坐标 (x,y) 的度规直到

一阶小量为止都是平直的欧氏平面度规，只在二阶小量上有修正，这就是局部平坦。换言

之，由于局部平坦，在南极点附近我们总可以取局部欧氏坐标系 (x,y), 其相应度规系数在
南极点处的一阶偏导都是零，而二阶偏导正比于球面的曲率 1/R2!

但是，对于两维球面来说，南极点并没有什么特殊的。南极点附近局部平坦则球面任

意点附近都局部平坦，而局部平坦的准确含义就是：在任意给定点附近我们总可以取这样
的局部坐标系, 使得其度规在这点上等同于平坦的欧氏度规，并且这个度规在这点处的一
阶偏导为零，而二阶偏导正好反映球面内禀的高斯曲率!

黎曼推广高斯内禀几何的关键就在于注意到其本质，即任何弯曲的曲面都可以看成是

将无限多个平坦的无穷小局部拼接起来的！也就是将无限多个局部平坦的坐标系在度规的

二阶偏导上拼接起来，使得高斯曲率的定义不依赖于特定的坐标系。

黎曼首先将高斯坐标以及度规的概念推广到了任意 D 维空间，即对于 D 维空间的任

意局部坐标 xµ ,µ = 1,2, ...,D，黎曼引入了两相邻点之间的距离平方 (也称作线元)

ds2 = gµν(x)dxµdxν , (1.17)

同样的，度规系数 gµν 关于两个指标对称。局部坐标当然可以任意选，只要和 D 维空间

的点一一对应即可，但刻画两点间距离的线元必须在局部坐标变换下保持不变。即假设将

局部坐标从 xµ 变换到 x′µ，必定有

ds2 = gµν(x)dxµdxν = g′ρσ (x
′)dx′ρdx′σ . (1.18)

即在坐标变换下，度规系数按如下方式变换

gρσ (x)→ g′ρσ (x
′) = gµν(x)

∂xµ

∂x′ρ
∂xν

∂x′σ
. (1.19)
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特别的，对于平坦的 D 维欧几里得空间，我们总可以选择笛卡尔直角坐标系，从而使

得

ds2 = δµνdxµdxν . (1.20)

当然，笛卡尔直角坐标系不是唯一的，因为可以作一个坐标系的正交旋转。由于任意两个不

同的直角坐标方向都可以构成一个独立的转动平面，所以独立的坐标系旋转共有 1
2 D(D−1)

个。

利用方程 (1.19), 黎曼可以证明，高斯内禀几何局部平坦的性质在高维中依然可以保
持。具体证明如下：首先，任选一个点 P, 不妨假设 P 点的局部坐标为 xµ = 0。将度规在

P 点附近展开到二阶

gµν(x) = gµν(0)+Aµν ,ρxρ +Bµν ,ρσ xρxσ + .... (1.21)

式中 Aµν ,ρ 和 Bµν ,ρσ 均为关于 µν 指标对称的常数，而且由于 xρxσ 关于指标 ρσ 对称，
所以 Bµν ,ρσ 也关于 ρσ 指标对称。注意到在 D 维空间，两个对称指标共有 1

2 D(D+ 1)

个独立的可能性，所以 Aµν ,ρ 共有 1
2 D(D+ 1)D = 1

2 D2(D+ 1) 个独立分量，而 Bµν ,ρσ 有( 1
2 D(D+1)

)2 个独立分量。

其次，作如下坐标变换

xµ = Kµ
νx′ν +Lµ

νρx′νx′ρ +Mµ
νρσ x′νx′ρx′σ + .... (1.22)

式中 Lµ
νρ 关于 νρ 指标对称，而 Mµ

νρσ 关于 3 个指标 νρσ 全对称。证明高维内禀几何
依然局部平坦的关键在于：证明总可以通过合适地选择系数 Kµ

ν、Lµ
νρ 使得在新坐标 x′

中的度规系数 g′µν(x
′) 满足两个条件，其一，g′µν(P) 为欧氏度规系数 δµν，其二，g′µν(x

′)

在 P 点处的一阶偏导等于零，也就是总可以完全消去度规的一阶展开系数 Aµν ,ρ。

证明并不难，我们可以按照上面级数展开逐阶进行证明。首先，在级数展开的零阶，

由方程 (1.19)，显然有

g′ρσ (0) = gµν(0)K
µ

ρKν
σ . (1.23)

假设将 gµν(0)记作对称矩阵 g，g′ρσ (0)记作对称矩阵 g′，Kµ
ρ 记作矩阵 K，那么上式即是

g′ = KT gK, (1.24)

这里 T 表示矩阵转置。线性代数的定理告诉我们，对于正定的对称矩阵 g，总是存在矩阵

K，使得它被对角化成单位矩阵。即总是存在 Kµ
ρ，使得变换之后的 g′µν(0) = δµν。

值得提及的是: Kµ
ρ 共有 D2 个独立分量，而对称的 gµν(0) 共有 1

2 D(D+ 1) 个独立

分量。所以为了将 gµν(0) 变换为 δµν 需要用去 Kµ
ρ 的 1

2 D(D+ 1) 个独立分量，还剩下

D2 − 1
2 D(D+ 1) = 1

2 D(D− 1) 个自由分量。正好对应笛卡尔直角坐标系的 1
2 D(D− 1) 个独

立旋转！

现在，假设 gµν(0) 已经变换成 gµν(0) = δµν 了。也就是说假设度规可以展开为

gµν(x) = δµν +Aµν ,ρxρ + .... (1.25)
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我们将继续证明可以通过坐标变换的下一阶完全消去 Aµν ,ρ。为此只需考虑坐标变换

xµ = x′µ +Lµ
νρx′νx′ρ .... (1.26)

结果几乎是显然的，因为我们可以自由调节的系数 Lµ
νρ 的个数和我们要消去的系数 Aµν ,ρ

一样多，都是 1
2 D(D+1)D = 1

2 D2(D+1) 个！所以我们的确可以通过合适选取 Lµ
νρ 来完

全消去 Aµν ,ρ。至此就已经证明了高维内禀几何也有局部平坦的性质！

现在，我们可以假设

gµν(x) = δµν +Bµν ,ρσ xρxσ + ..., (1.27)

相应的坐标变换可以假设为

xµ = x′µ +Mµ
νρσ x′νx′ρx′σ + .... (1.28)

根据前面关于局部平坦的讨论可以知道，系数 Bµν ,ρσ 反映的正是空间在 P 点的弯曲情况。

但是空间在 P 点的曲率应该不依赖于局部坐标系，所以并非 Bµν ,ρσ 的所有分量都可以用

来刻画曲率，我们还要讨论能够通过调节坐标变换系数 Mµ
νρσ 消去多少个与曲率无关的

分量。

为此我们需要考察有多少个可调节的变量 Mµ
νρσ。首先将注意力集中在全对称指标

νρσ 上,它有多少种独立可能性呢？不妨记有 f (D)种可能性，由于是三重指标，所以 f (D)

必然是 D的三次多项式，并且当然 f (0)= 0,所以不妨将 f (D)写成 f (D)= (aD2+bD+c)D，

其中 a,b,c 为 3 个待定常数。下面我们可以用数据拟合法找出 f (D) 的具体函数形式。首

先，f (1) = 1(即只有三个指标全取 1 这一种可能性)。其次，为了找出 f (2), 我们不妨利用
全对称性，假设三个指标 ν ,ρ,σ 间满足 ν ≥ ρ ≥ σ，所以只有 222,221,211,111 这四种独

立可能性，即 f (2) = 4。类似的，可以得到 f (3) = 10。根据 f (1)、 f (2) 以及 f (3) 的值，

我们就能定出待定常数 a,b,c, 进而得到 f (D) = 1
6 D(D+1)(D+2)。所以 Mµ

νρσ 的独立分

量个数为

D f (D) =
1
6

D2(D+1)(D+2). (1.29)

因此，在 Bµν ,ρσ 的
( 1

2 D(D+1)
)2 个独立分量中，我们可以通过坐标变换消去 1

6 D2(D+

1)(D+2) 个分量。所以 Bµν ,ρσ 中真正能用以刻画 P 点曲率的只有

(1
2

D(D+1)
)2 − 1

6
D2(D+1)(D+2) =

1
12

D2(D2 −1) (1.30)

个。比方说，对于 D = 2，我们得到刻画曲率的分量个数为 1，正好是高斯曲率。但是，对
于 D > 2 的高维空间，曲率必须用一个具有 1

12 D2(D2 −1) 个分量的量才能刻画。

找到这样一个量的具体公式相当具有挑战性，目前我们能利用的信息只有: 首先，这
个公式必须包含度规的二阶导数 (因为它来自于度规级数展开的二阶项 Bµν ,ρσ )，其次，这
个公式必须将无限多个局部平坦的坐标系拼接起来，使得结果不依赖于特定的坐标系。黎

曼完成了这个困难的挑战性任务，得到的就是我们称之为黎曼曲率张量的一个量。
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本章主要是帮助不太熟悉狭义相对论和与之相关的经典场论的读者快速熟悉这两方

面的内容。对这两方面很熟悉的读者可以跳过本章的大部分内容。但建议不要跳过最后引

入能量动量张量的那一节，因为它对于本书后续章节的讲解有很关键的作用，即使你已经

了解了相关内容，也请务必浏览一下最后这一节。

2.1 相对性原理

狭义相对论的基本原理是相对性原理，有时候也称之为狭义相对性原理，它说的是：

在所有惯性系中，一切物理规律——包括相互作用的传播规律——都是相同的。

特别的，爱因斯坦提出，相互作用的传播速度不是无穷大，而是有限的。的确，按照

今天对经典物理的理解，一个物体要对另一个物体施加作用，就要向它发出一个信号，而

受作用的物体只是对这个信号进行响应，在场论中，这个传播相互作用的信号就是场的波

动。总之，物体间的相互作用需要信息的传递，但是信息传递的速度不可能像超距作用说

的那样是无穷大，而必定是有限的。不妨记信息传播的最大速度为 c(当然，c 就是真空中

的光速)，按照相对性原理，c 必定不依赖于所选的惯性系，而是一个不变的常数，因此我
们当然可以合适地选择时间的单位，使得 c = 1。

2.1.1 间隔不变性与闵可夫斯基几何

考察 S 系和 S′ 系这两个惯性系，假定同一事件在这两个参考系中的时空坐标分别是

(t,x,y,z) 和 (t ′,x′,y′.z′)。则，由于时空的均匀性，这两个参考系之间的坐标变换一定是一

个线性变换。
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现在，设想在 S 系中，从 (t,x,y,z) 点发出一束光到达 (t +dt,x+dx,y+dy,z+dz) 点，

由于 c = 1，显然我们有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = 0. (2.1)

根据 c 的不变性，同样的两个事件在 S′ 系看来也得满足

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = 0. (2.2)

换言之，两个邻近事件在两不同参考系中的时空坐标必得满足一个约束关系，即当 (2.1)

成立时必有 (2.2)成立，反之亦然。又由于两参考系之间的坐标变换是线性变换，因此，对

任意的两个邻近事件，我们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = D(v)(−dt2 +dx2 +dy2 +dz2), (2.3)

式中 v 是 S′ 系相对于 S 系的速度。同样的，由于 S 与 S′ 地位平等，如果从 S′ 变换到 S，

就有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = D(−v)(−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2). (2.4)

换言之，我们必有 D(−v)D(v) = 1。又由于空间的各向同性可知，D对相对速度 v的依赖只
能是依赖于其大小 v，而必定和其方向无关，因此我们必定有 D(−v) = D(v) = D(v)。因此，

D(−v)D(v) = (D(v))2 = 1，即 D(v) =±1。又由于 D(v)是 v的连续函数，而且 D(0) = 1(对
应 S 和 S′ 为同一个参考系的情形)，因此必有 D(v) = 1。因此，对于任意两个邻近事件我

们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2. (2.5)

通常将 −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 称为两个邻近事件的时空间隔的平方，简称间隔平方，

并记为 ds2，即

ds2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 =−dt2 +dx2. (2.6)

用这个记号，方程 (2.5) 就可以简记成

ds′2 = ds2, (2.7)

称为两个事件的间隔不变性。

很显然，狭义相对论中的间隔平方完全类似于平坦的欧几里得几何中的线元 ds2，只

不过现在处理的是时空而不是单纯的空间，而且在 dt2 前面多了一个负号。基于这个观察，

闵可夫斯基建议将狭义相对论看成是一种平坦时空的几何，这种几何类似于描述平坦空间

的欧几里得几何，通常称作闵可夫斯基几何。根据这个观点，惯性参考系之间的坐标变换

就类似于欧几里得几何中的坐标系旋转，(只不过现在是时空坐标的“旋转”), 所以保持
“两点距离”的平方，即间隔平方 (现在也同样称作闵氏几何的线元)。
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人们通常约定 t = ct = x0(c = 1),x = x1,y = x2,z = x3，这样就把四个时空坐标统一地记

成了 xµ ,µ = 0,1,2,3。利用这个记号，我们就可以将闵氏几何的线元重写为

ds2 = ηµνdxµdxν , (2.8)

式中 ηµν 为，−η00 = η11 = η22 = η33 = 1, 其它指标分量都等于零。类似于欧几里得空间
的度规张量 δµν , 我们称 ηµν 为四维闵可夫斯基时空的度规张量。值得注意的是，ηµν 关

于它的两个指标是对称的，即满足 ηµν = ηνµ。

也可以将 ηµν 看成是一个 4×4 矩阵的分量形式 (记这个矩阵为 η)

ηµν = diag(−1,+1,+1,+1), (2.9)

进而引入这个矩阵的逆矩阵 η−1，其分量形式记为 ηµν，

ηαβ ηβγ = δ γ
α , (2.10)

式中 δ γ
α 为 4×4单位矩阵的分量形式。很容易看出，ηµν 也为，−η00 = η11 = η22 = η33 = 1,

其它指标分量都等于零。

假设我们考察的不是两个邻近时空点，而是两个有限间隔的时空点 xµ
1 和 xµ

2 ,记 ∆xµ =

xµ
2 − xµ

1，记这两个事件的时空间隔为 ∆s，则有

(∆s)2 = ηµν∆xµ∆xν =−(∆t)2 +(∆x)2. (2.11)

同样，无论在哪个参考系中计算，间隔 ∆s 都是不变的。1. 如果 (∆s)2 < 0, 我们就称 xµ
1

和 xµ
2 这两个事件类时相间 (timelike separated)。由于这时候 (∆x

∆t )
2 < 1，所以我们总可以

用信号将这两个事件联系起来，所以这两个事件就存在因果关系，而且正如马上就会看到

的，在不同的惯性系中，事件的因果关系将会保持不变，先发生的事件在任何惯性系中都

会先发生。2. 如果 (∆s)2 = 0, 我们就称这两个事件类光相间 (lightlike separated)。这时
候可以用光信号将两个事件联系起来。3. 如果 (∆s)2 > 0, 我们就称这两个事件类空相间
(spacelike separated)。这时候两事件没有任何因果关系，不可能用任何信号将它们联系起
来，同时它们的先后顺序也是相对的，在不同参考系中对哪个事件先发生会有不同的看法。

为了将上述两事件间的关系看得更清楚，我们取其中一个事件为 xµ
1 = 0, 即位于时空

图的坐标原点，另一个事件 xµ
2 = xµ，记事件 xµ 与原点事件的间隔为 s，则

s2 =−t2 +x2. (2.12)

对于 s2 = 0的类光相间情形，方程 −t2+x2 = 0给出的是时空图上以原点为顶点的圆锥面，

称之为光锥 (lightcone), 如图 (2.1) 所示。
对于 s2 < 0 情形，这时候方程 t2 −x2 =−s2 > 0 给出的是具有两支的双曲面，一支位

于上半光锥所包围的内部区域，一支位于下半光锥所包围的内部区域，由于不同惯性系中

t2 −x2 =−s2 保持不变，因此在不同惯性系中事件 2 的坐标 xµ 只能在这个双曲面上变动。

不过由于双曲面被光锥分隔成了两支，所以在不同惯性系中上半支的点只能在上半支上变
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Figure 2.1: 时空图上原点处的光锥。

动，即恒有 t > 0，而下半支的点则恒有 t < 0, 即是说，处于原点未来的事件在任何惯性系
中都保持在未来，而处于原点过去的事件在任何惯性系中都在过去，即，不同参考系不会

改变事件间的因果关系。要让双曲面上半支的点变到下半支只能是经过一个 t →−t 的时

间反演。通常称上半光锥为未来光锥，称下半光锥为过去光锥。

最后，对于 s2 > 0 情形, 方程 x2 − t2 = s2 > 0 给出的是一个连通的双曲面，原则上，

这个双曲面上的任何点可以在一个合适的参考系中变到双曲面上的任何其它点，特别的，

t > 0 的点可以变到 t < 0，反之亦然。即是说，与原点类空相间的事件是先于原点发生还

是后发生并没有绝对的意义！

固有时

假如原来有一个参考系，有一个粒子从参考系的 (t,x,y,z) 点运动到 (t + dt,x+ dx,y+

dy,z+dz) 点，这两点 (它们当然类时相间) 间的间隔当然满足 ds2 = ηµνdxµdxν。现在，假

设有一个钟固定在这个粒子上，记此钟走过的时间为 dτ，并且我们依托这个钟建立一个
固定在粒子上的参考系，那么在这个参考系中，粒子的空间位移当然是零，从而从这个固

定在粒子的参考系看来，间隔 ds 应该满足，ds2 =−dτ2，即

ηµνdxµdxν =−dτ2. (2.13)

上式中的 τ 就称之为粒子走过的固有时，而 x0 = t 则称之为坐标时。很显然，固有时就是

固连在粒子上的钟所走过的时间。

利用固有时，我们可以定义粒子的四维速度 uµ

uµ =
dxµ

dτ
. (2.14)

根据 (2.13) 式，显然有

ηµνuµuν =−1. (2.15)

我们称 uµ 为一个类时矢量。即是说，假如把 uµ 的起点画在光锥原点的话，uµ 将完全躺

在光锥之内。这就说明，一切从光锥原点经过的粒子，其在时空中的运动轨迹都将在这一

点的光锥之内。当然，光子例外，光子的运动轨迹躺在光锥面上，因为光子的固有时总是

零！
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假设粒子的速度为 v，即 dx = vdt，则根据 (2.13) 式即有

dτ2 = dt2 −dx2 = dt2(1−v2)⇒ dt =
dτ√

1−v2
. (2.16)

即是说，坐标时总是比固有时长的。测固有时的钟当然是相对于原参考系运动的钟，所以

这个结果常常也被人们说成是，运动的钟会变慢，因为对同一个参考系中的过程，它测出

来的时间更短。

但是，这并非运动的钟本身有什么问题，而是从原参考系的静止观察者来看，运动的

一切事物都变慢了，运动的人的生命过程也变慢了。不过，从运动的人自己来看，他自己

的一切都是正常的，在他看来，反而是原参考系中的观察者在运动 (运动是相对的)，反而
是这观察者的生命过程变慢了。

光锥与世界线

在狭义相对论中，由于类空相间事件的先后顺序是相对的，因此两个不同地的事件是

否同时发生也是相对的，依赖于参考系，这就是所谓的同时的相对性。在牛顿力学中，我

们可以绝对地将时空用等时的空间超曲面分割，因为同时的相对性，在狭义相对论中却无

法做到这一点。但这并不说明狭义相对论的时空完全没有结构。相反，在任何一个时空点，

我们都可以定义一个光锥，如图 (2.2) 所示，它就是经过这点的光线在时空中的运动轨迹
之集合。由于在狭义相对论中，一切粒子的运动速度都不能超过光速，所以经过任何时空

点的粒子，其在四维时空中的运动方向都只能在这点的光锥之内，最多是在光锥面上 (对
于光子)，而决定不能在光锥之外。

我们把粒子在时空中的运动轨迹称作粒子的世界线，记为 xµ(σ), 很多时候人们会选
择粒子的固有时 τ 作为世界线的参数，即取 σ = τ。根据上一段所说可知，粒子的世界线
只能从其上各点的光锥内部穿过，如图 (2.2) 所示。

Figure 2.2: 时空图上的光锥和世界线。

前面我们说过运动的钟会变慢，同时我们也说过运动是相对的。那么，假设有两只钟，

一只为 Bob 所持有，而 Bob 静止不动，另一只为 Alice 持有，它跟着 Alice 沿着闭合路
径运动一圈再回到起点与 Bob 的钟比较，那到底哪只钟慢了呢？回答是，运动的钟绝对地
慢了。但是运动不是相对的吗？从运动钟来看，不是静止的钟在运动吗？但是，从这以运
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动的钟为参考系的后一种观点导不出静止的钟变慢的结论，因为这时候这个参考系不是一

个惯性系，这是由于这个运动的钟是沿着闭合路径运动一圈而不是作匀速直线运动。

其实，这两只钟分别测量的是 Bob 和 Alice 的固有时，而 Bob 与 Alice 在时空中的
世界线如图 (2.3) 所示。对于有限长世界线，固有时 T 是 dτ 沿着世界线的积分

T =
∫

dτ =
∫ √

dt2 −dx2. (2.17)

注意这个积分中的时间微元贡献和空间微元贡献是相减的关系，Bob 世界线的空间完全固
定，而 Alice 的世界线在空间上扫过，由于空间的贡献是要减去的，所以很显然 Bob 的固
有时比较长，而 Alice 的固有时比较短，所以 Alice 的钟慢！

Figure 2.3: Bob 与 Alice 在时空中的世界线。

这就是闵可夫斯基几何与欧几里得几何不同的地方，在欧几里得几何中，两点之间直

线总是最短的。但是在闵可夫斯基几何中，对于运动粒子的世界线，两点之间直线的固有

时反而是最长的，而曲线由于要减去更多的空间贡献，固有时反而会比较短。

2.1.2 庞加莱群

狭义相对论中，两个惯性参考系之间的时空坐标变换称作洛伦兹变换，根据前面所说，

它是一个保持间隔不变性的线性变换，通常写成

dx′µ = Λµ
νdxν , (2.18)

式中 Λµ
ν 构成变换矩阵 Λ 的分量形式。根据间隔不变性，我们有

ηµνdx′µdx′ν = ηµνΛµ
αΛν

β dxαdxβ = ηαβ dxαdxβ , (2.19)

从而即有

ηµνΛµ
αΛν

β = ηαβ . (2.20)
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我们当然可以将 (2.20) 式写成矩阵形式，即

ΛT ηΛ = η . (2.21)

很容易验证，如果洛伦兹变换 Λ1 满足上面式子，Λ2 也满足上面式子，则 Λ1Λ2 必定也满

足上面式子，从而也是洛伦兹变换。即是说，所有洛伦兹变换的集合在矩阵乘法下封闭。

另外，对 (2.21) 式两边求行列式，并注意到 det(η) =−1, 从而即可得

[det(Λ)]2 = 1 ⇒ det(Λ) =±1. (2.22)

由此可知矩阵 Λ 必定存在逆矩阵 Λ−1，并且很明显 Λ−1 也是洛伦兹变换，即任何洛伦兹

变换都有逆变换。满足乘法封闭性，并且存在逆元素的元素集合就是数学上所谓的群，所

以，所有洛伦兹变换的集合构成一个群，称作洛伦兹群，常常记作 O(1,3)。很明显，所有

det(Λ) = 1 的洛伦兹变换也构成一个群，它是 O(1,3) 的子群，通常记作 SO(1,3)，实际上，

人们在谈到洛伦兹群的时候更多都是指的这个 SO(1,3) 群。

进一步，在 (2.20) 式中取 α = β = 0, 即可得

(Λ0
0)

2 = 1+ ∑
i=1,2,3

(Λi
0)

2 ≥ 1 ⇒ Λ0
0 ≥ 1 or Λ0

0 ≤−1. (2.23)

从而根据 det(Λ)的正负以及 Λ0
0 的正负，我们可以将洛伦兹变换的集合分成四个子集。其

中所谓的正洛伦兹变换要求满足下面条件

det(Λ) = 1, Λ0
0 ≥ 1. (2.24)

容易验证，正洛伦兹变换的集合也构成一个群，称作正洛伦兹群，它是洛伦兹群的子群，

通常记为 SO+(1,3)。

除了惯性参考系之间的洛伦兹变换之外，很显然，时空坐标的平移

xµ → x′µ = xµ +aµ , (2.25)

这也同样保持事件间的间隔不变。洛伦兹变换再加上时空平移就构成一个比洛伦兹群更大

的群，称作庞加莱群。由于四维时空闵可夫斯基几何的 ds2 在庞加莱群变换下保持不变，

所以它是闵可夫斯基时空的对称群。

2.1.3 四维闵可夫斯基时空的矢量和张量

上一小节说过，在不同的惯性参考系中，时空坐标按照下面的洛伦兹变换而变换，

dx′µ = Λµ
νdxν , (2.26)

式中变换矩阵 Λ 满足

ΛT ηΛ = η ⇔ Λ−1 = η−1ΛT η . (2.27)
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类比于四分量的 dxµ，假设一个任意的四分量量 Aµ = (A0,A) 在参考系的变换下与

dxµ 的变换规则相同，即满足

A′µ = Λµ
νAν , (2.28)

则我们称 Aµ 为一个四维闵可夫斯基时空的矢量，简称四矢量，当然严格来讲 Aµ 是四矢

量的分量形式。与时空间隔类似，我们可以定义四矢量的平方 A2 为

A2 = ηµνAµAν =−(A0)2 +A2 =−(A0)2 +(A1)2 +(A2)2 +(A3)2. (2.29)

很明显，A2 在洛伦兹变换下是不变的。假如 A2 < 0，我们就称 Aµ 为一个类时矢量，假如

A2 = 0，我们就称之为一个类光矢量或者零性矢量，假如 A2 > 0，就称之为一个类空矢量。

我们也可以定义下指标的四分量量 Aµ 为，

Aµ = ηµνAν , (2.30)

写得更清楚一点就是

Aµ = (A0,A1,A2,A3) = (−A0,A1,A2,A3) = (A0,A). (2.31)

则 A2 就可以写成 A2 = AµAµ，而 A2 在洛伦兹变换下的不变性则意味着

A′
µA′µ = AµAµ . (2.32)

注意到 Aµ 在洛伦兹变换下按照 (2.28) 式变换，因此上式就意味着 Aµ 必然按照下式变换

A′
µ = (Λ−1)ν

µAν . (2.33)

在洛伦兹变换下按照这样变换的量同样叫做四矢量。不过为了区分上指标的四矢量和下指

标的四矢量，有时候人们称 Aµ 为四矢量的逆变分量，而称 Aµ 为四矢量的协变分量。利

用 ηµν 我们可以把上指标降下来，进而将逆变分量转化为协变分量，反过来，我们也可以

利用 ηµν 将下指标升上去，即

Aµ = ηµνAν . (2.34)

假设记 ∂µ = ∂
∂xµ，则不难明白全微分 d = dxµ∂µ 是不依赖于坐标系的，由此即可以看

出，偏导运算 ∂µ 在洛伦兹变换下和协变四矢量的变换规则相同，即按下式变换

∂ ′
µ = (Λ−1)ν

µ∂ν . (2.35)

归纳一下即是，在洛伦兹变换下，四矢量的逆变分量和 dxµ 的变换规则相同，而协变分量

则和 ∂µ 的变换规则相同。

很显然，任意一个逆变四矢量 Aµ 和任意一个协变四矢量 Bµ 都可以构成一个在洛伦

兹变换下保持不变的量，这个量即是 AµBµ , 有时候也记作 A ·B，称作两个四矢量 A 和 B
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的内积，有时候也称作矢量 A 和 B 的缩并。两个四矢量的内积 (缩并) 是洛伦兹不变的，
称作一个四维标量，四维标量即是在洛伦兹变换下保持不变的量。

四维矢量是只有一个指标的量，我们当然可以进一步考察多个指标的量，比如 Bµν ,如
果这个量的每一个指标在洛伦兹变换下都按逆变矢量那样变，即是说

B′µν = Λµ
αΛν

β Bαβ , (2.36)

我们就称 Bµν 为一个 2 阶逆变张量，或者记作 (2,0) 张量，(2,0) 代表它有 2 个上指标 0

个下指标。类似的，我们也可以考察 (0,2) 张量，它即是两个下指标，且在洛伦兹变换下

按照下式变换的量，

B′
µν = (Λ−1)α

µ(Λ
−1)

β
νBαβ . (2.37)

进一步，也可以考察混合型张量，比如 (1,1) 张量，它即是一个上指标一个下指标，且在

洛伦兹变换下按照下式变换的量，

B′µ
ν = Λµ

α(Λ−1)
β
νBα

β . (2.38)

类似的概念可以很容易推广到有 p 个上指标 q 个下指标的 (p,q) 张量。特别的，(0,0) 张

量就是四维标量，(1,0) 张量就是四维逆变矢量，而 (0,1) 张量则是四维协变矢量。

当然，完全类似于四矢量情形，我们同样可以用 ηµν 来将张量的上指标降下来，也可

以用 ηµν 来将张量的下指标升上去。而且，对于一个 (p,q)张量，我们可以让它的某个上指

标和某个下指标相同，从而默认对这个指标求和，结果就是一个 (p−1,q−1)张量，这同样

也叫做张量的缩并。比如说，对于 (1,1)张量 Bµ
ν，我们可以考察 Bµ

µ = B0
0+B1

1+B2
2+B3

3，

注意它的上指标和下指标已经求和掉了，从而人们很容易验证它是洛伦兹不变的，即是一

个 (0,0) 张量，或者说是一个四维标量。

另外，比如说对于 (2,0) 张量 Bµν，我们可以进一步要求它的两个指标对称，即满足

Bµν = Bνµ，这就叫二阶对称张量。而如果我们要求两个指标反对称，即满足 Bµν =−Bνµ，

那就叫二阶反对称张量。对于反对称张量 Bµν，我们有 B00 = B11 = B22 = B33 = 0, 这是因
为比如说 B00 =−B00，从而必有 B00 = 0。对于 (0, p) 张量 Cµ1µ2...µp，如果它的任意两个指

标均反对称，我们就称之为 p 阶反对称张量。但是在四维时空中，必定有 p ≤ 4。这是因

为，在四维时空中，任何指标都只能取 0,1,2,3，从而对于 p > 4 的情形，Cµ1µ2...µp 的任意

p 个下指标中必有两个取相同值，考虑到反对称这就意味着 Cµ1µ2...µp = 0, 即高于 4 阶的反

对称张量必定为零。进一步，由于 p 阶反对称张量场 p 个指标必须全不相同，所以在四

维时空中，它的独立分量个数就是 4!
p!(4−p)!。

最后，四维张量的概念很容易推广到场，如果一个量既是一个四维张量，同时还是一

个场，那就叫做张量场，比如一个 (0,2) 型二阶张量场可以写成 Bµν(x)，式中 x 表示时空

点。Bµν(x) 在洛伦兹变换下按照下式变

Bµν(x)→ B′
µν(x

′) = (Λ−1)α
µ(Λ

−1)
β
νBαβ (x). (2.39)

其它四维张量场的变换规则可以类似地推广。特别的，对于标量场 Φ(x)，我们有

Φ(x)→ Φ′(x′) = Φ(x). (2.40)
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2.2 狭义相对性原理与经典物理

2.2.1 狭义相对性原理与经典场论

现在我们可以将狭义相对性原理重新表述为，任何物理规律都应该在洛伦兹变换下保

持不变。我们知道，经典场论的规律 (也就是场方程) 可以由最小作用量原理导出，因此这
就意味着经典场论的作用量泛函必须在洛伦兹变换下保持不变！这就意味着经典场论的作

用量泛函必须是洛伦兹标量。

另外，对于局域场论，作用量 S 总可以写成拉格朗日密度 L 的积分，即 S =
∫

d4xL，

注意到由于 det(Λ) = 1，因此体积元 d4x 显然是洛伦兹不变的，因此 S 要是洛伦兹标量当

且仅当拉格朗日密度 L 为洛伦兹标量！

标量场

进一步，假设我们考虑的是一个标量场论，场变量记为 ϕ，则拉氏密度实际上是 ϕ 和
∂µϕ 的函数 (这里 ∂µ = ∂

∂xµ )，记为 L = L (ϕ ,∂µϕ)。根据最小作用量原理，我们可以进行
如下推导

δS[ϕ(x)] =
∫

d4xδL (ϕ ,∂µϕ)

=
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
δϕ +

∂L

∂ (∂µϕ)
δ (∂µϕ)

]
=
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
δϕ +

∂L

∂ (∂µϕ)
∂µ(δϕ)

]
=
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
−∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)

)]
δϕ +

∫
d4x∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)
δϕ
)
. (2.41)

很显然，最后一行的第二项是全微分项，因此积分结果完全取决于边界项，为∫
d4x∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)
δϕ
)
=
∫

dSµ

( ∂L

∂ (∂µϕ)
δϕ
)
|∞. (2.42)

式中 dSµ 表示四维时空无穷远三维边界的体积元。总之，结果仅仅在四维时空的无穷远边

界上有贡献。但是，最小作用量原理要求在时空的边界上场位形是固定的，从而 δϕ = 0，

因此这一项的最终结果其实等于零。

从而即有

δS[ϕ(x)] =
∫

d4x
[∂L

∂ϕ
−∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)

)]
δϕ , (2.43)

进一步应用最小作用量原理 δS[ϕ(x)] = 0，即可得到场方程，

δS
δϕ(x)

=
∂L

∂ϕ
−∂µ

( ∂L

∂ (∂µϕ)

)
= 0. (2.44)

而 ∂µϕ 能构造出来的最简单洛伦兹标量就是

∂µϕ∂ µϕ = ηµν∂µϕ∂νϕ =−(∂tϕ)2 +(∇ϕ)2. (2.45)

要求动能项为正，并进一步通过将一个合适的常数吸收进场 ϕ 的定义之中，我们总能将
∂µϕ 对拉氏密度最简单的贡献写作

−1
2

∂µϕ∂ µϕ . (2.46)
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另外，很显然，ϕ 的任意函数 −U (ϕ) 都是洛伦兹标量，因此可以加到拉氏密度中去，进
而就得到如下最简单的洛伦兹不变的拉氏密度

L =−1
2

∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ). (2.47)

当然，洛伦兹不变性并不能完全决定拉氏密度，比如，读者很容易发现下面的拉氏密

度同样洛伦兹不变，

L =−1
2

g(ϕ)∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ), (2.48)

式中 g(ϕ) 为 ϕ 的任意函数。这也是一种很常见的标量场模型，虽然人们对它的研究可能
比上面那个更简单的模型略少。在这个模型中取 g(ϕ) 为常数 g0, 然后再将 √

g0 吸收到 ϕ
场的定义中去，就回到了上面那个更简单的模型。

读者可能会想为什么只用 ϕ 和 ∂µϕ 构造拉氏密度呢？为什么不考虑二阶导数 (∂µ∂νϕ)，
甚至更高阶导数呢？的确，考虑二阶导数也能轻易构造出洛伦兹不变的拉氏密度，比如

L =−1
2

∂µϕ∂ µϕ + f (ϕ)(∂µ∂νϕ)(∂ µ∂ νϕ). (2.49)

但实际上，人们几乎不会研究这种场论模型，原因有两个：第一，这种场论模型用最小作

用量原理导出的场方程是四阶微分方程，而我们通常要求物理系统的运动微分方程为二阶

微分方程。第二，可以证明，这样含高阶导数的模型导出来的哈密顿量 (也就是能量) 没有
下界，即没有最低能量，从而物理上是不允许的，这就是所谓的 Ostrogradsky 不稳定性。

前面的标量场模型很容易推广，比如说，我们可以同时考察 n 个标量场，记为 ϕ a,a =

1,2, ...,n，这时候很容易构造出如下拉氏密度，

L =−gab(ϕ)∂µϕ a∂ µϕ b. (2.50)

式中 gab(ϕ) 是 ϕ a 的函数，实际上人们通常让它是场空间的黎曼度规。这样的场论模型就

是所谓的非线性 sigma 模型。之所以没有在非线性 sigma 模型的拉氏密度中加上 −U (ϕ)
这样的项，是因为我们还要求了场空间的微分同胚不变性，U (ϕ) 这样的项会破坏这种不
变性。

前面考察的标量场 ϕ 都是实数值的，我们当然也可以考察复数值的标量场，不过由于
作用量和拉氏密度必须是实数值的，所以这时候需要同时考虑 ϕ 以及它的复共轭场 ϕ。很
显然，这时候最简单的拉氏密度可以取下面的形式

L =−∂µϕ∂ µϕ −U (ϕϕ). (2.51)

很容易看出，除了洛伦兹不变性之外，这个拉氏密度还在下面变换下保持不变，

ϕ → eiθ ϕ , ϕ → e−iθ ϕ . (2.52)

式中 θ 为一个任意常数。
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电磁场

以上只考虑了四维闵可夫斯基时空中的标量场论。四维矢量场甚至高阶张量场当然也

能构造相应的拉氏密度，进而得到相应的经典场论。但这时候为了得到真正有用的经典场

论，往往需要在洛伦兹不变性之外进一步对系统加上更多的限制。比方说，对于电磁场四

矢量 Aµ = (ϕ ,A)，我们还要加上规范对称性，即要求物理可观测量和作用量在如下规范变

换下保持不变

Aµ → A′
µ = Aµ +∂µε(x). (2.53)

式中 ε(x) 为任意函数。这时候系统的作用量 Sg 可以写成，

Sg =−
∫

d4x
1
4

FµνFµν . (2.54)

式中 Fµν 称作规范场强，它是一个二阶反对称张量场，定义为

Fµν = ∂µAν −∂νAµ . (2.55)

很容易验证，Fµν 在规范变换下保持不变。

将上面这个作用量对 Aµ 变分，可得

δSg =−
∫

d4x
1
2

FµνδFµν =−
∫

d4xFµν∂µδAν

=
∫

d4x∂µFµνδAν . (2.56)

为了得出上式最后一行的结果，我们需要分部积分，并丢弃边界项 (因为假设无穷远边界
上场的变分等于零)。

人们也可以将电磁场与电流四矢量 Jµ = (ρ,J) 相耦合，即给电磁场作用量加上一项
SI, 它满足

δSI =
∫

JµδAµ . (2.57)

相应的，根据最小作用量原理 0 = δS = δSg+δSI，即可得规范场 Aµ 满足的运动微分方程，

−∂µFµν = Jν . (2.58)

另外，根据 Fµν 的定义 (2.55)，很容易验证它还必然满足如下比安奇恒等式

∂µFνρ +∂νFρµ +∂ρFµν = 0. (2.59)

(2.58) 式和 (2.59) 式一起就构成麦克斯韦方程组的四维协变形式，更多的讨论可以参看我
的《经典场论新讲》。
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2.2.2 狭义相对性原理与经典力学

如果我们要考察的不是一个场论系统，而是一个粒子，那狭义相对性原理告诉我们，

相对论粒子的作用量也得是洛伦兹变换不变的！唯一的和粒子坐标有关的这种不变量就是

粒子的固有时 dτ。所以，粒子的作用量必定正比于 dτ 沿着粒子运动路径的积分。固有时
具有时间量纲，而作用量的量纲为能量量纲乘以时间量纲，刚好粒子质量 m 是能量量纲

(由于 E = mc2, 而 c = 1)，从而我们知道，相对论粒子的作用量必定可以写成

S[x(σ)] =−m
∫

dτ =−m
∫

dσ
√

−ηµν
dxµ

dσ
dxν

dσ
. (2.60)

式中 σ 为粒子世界线的参数，第一个式子的负号是为了使得作用量有极小值 (因为固有时
有极大值，直线的固有时最长)。
值得指出的是，上述作用量 (2.60) 显然具有重参数不变性，即在 σ → σ̃(σ) 的参数变

换下保持不变。这意味着我们可以在一定意义上任意选择世界线参数 σ。最常见的选择有
两种，第一种是，取 σ = τ，即取固有时本身为路径的参数。第二种选择是取 σ = x0 = t，

即取通常的时间坐标为参数，这时候注意到

dτ2 = dt2 −dx2 = dt2(1−v2). (2.61)

式中 v = dx
dt 是粒子的速度。从而就可以将作用量 (2.60) 写成

S[x(t)] =−m
∫

dt
√

1−v2. (2.62)

假设粒子的运动速度远低于光速，即 v ≪ 1，那这时候就可以利用关于 v2 的泰勒展开将相

对论的作用量 (2.62) 近似成

S =−m
∫

dt +
∫

dt
1
2

mv2 + ... (2.63)

省略号表示 v2 的高阶项。很显然，除了相差一个对变分没有影响的常数项 −m
∫

dt 之外，

这个近似作用量正是非相对论的自由粒子的作用量!
为了导出相对论粒子在闵可夫斯基时空中的运动方程，我们记

L =

√
−ηµν

dxµ

dσ
dxν

dσ
, (2.64)

因此当取固有时本身为世界线参数时，即 σ = τ 时，我们有 L = 1，即

−ηµν
dxµ

dτ
dxν

dτ
= 1. (2.65)

现在，我们可以把相对论粒子的作用量写成 S[x(σ)] = −m
∫

dσL, 为了导出粒子的运
动方程，我们需要计算变分 δS[x(σ)] =−m

∫
dσδL。利用

LδL =
1
2

δ (L2) =−ηµν
dxµ

dσ
δ
(dxν

dσ
)

=−ηµν
dxµ

dσ
d(δxν)

dσ
. (2.66)
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可以得到

δS[x(σ)] =−m
∫

dσδL = m
∫

dσ
1
L

ηµν
dxµ

dσ
d(δxν)

dσ

= m
∫

dσ
d

dσ
(1

L
ηµν

dxµ

dσ
δxν)−m

∫
dσ

d
dσ
(1

L
ηµν

dxµ

dσ
)
δxν

=−m
∫

dσ
d

dσ
(1

L
ηµν

dxµ

dσ
)
δxν . (2.67)

式中最后一个等于号是利用了路径两端是固定的 (即在两端 δxν = 0)，从而全微分项的积
分结果为零。进而根据最小作用量原理 δS[x(σ)] = 0，就可以得到运动微分方程

δS
δxν(σ)

=−m
d

dσ
(1

L
ηµν

dxµ

dσ
)
= 0. (2.68)

我们可以通过取 σ = τ 来简化这个运动方程，这时候 L = 1，从而即有

d2xµ

dτ2 = 0. (2.69)

(2.69) 式就是自由的相对论性粒子在时空中的运动微分方程，这个方程的解显然是

xµ(τ) = uµτ +aµ , (2.70)

式中 uµ 和 aµ 均是常矢量，uµ 当然就是粒子的四维速度，而且 (2.65) 式告诉我们

ηµνuµuν =−1. (2.71)

也即是说，相对论性自由粒子在闵可夫斯基时空中是作匀速直线运动！也可以定义粒子的

四维动量 pµ，为

pµ = muµ = m
dxµ

dτ
. (2.72)

如果允许引入一个辅助性的力学变量 e(σ)，那我们还可以将作用量 (2.60) 写成一个
更加顺眼的形式，

S[e(σ),x(σ)] =
1
2

∫
dσ
(

e−1ηµν
dxµ

dσ
dxν

dσ
− em2

)
. (2.73)

为了证明这个作用量与前面的 (2.60) 相等价，人们只要先对辅助力学变量 e(σ) 使用最小

作用量原理即可，即先利用下式求出 e(σ)，再代入上面作用量中消去 e(σ)

δS
δe(σ)

= 0. (2.74)

特别的，(2.73) 允许我们取 m = 0 的极限，从而就得到零质量粒子 (比如光子) 的经
典作用量，为

S[e(σ),x(σ)] =
1
2

∫
dσ
(

e−1ηµν
dxµ

dσ
dxν

dσ

)
. (2.75)

这是引入辅助变量 e(σ) 之后的一个意外好处，即允许我们用作用量原理统一描述有质量

粒子和零质量的粒子。
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上面所讨论的只不过是一个自由的相对论粒子。而实际的相对论粒子会和诸如引力场

或者电磁场这样的基本力场发生相互作用，如何写出一个包含了相互作用的作用量呢？我

们以电荷为 q 的带电粒子与电磁场的相互作用为例来说明这一点。要点依然是通过考虑对

称性，不过，这时候我们要考虑的是电磁场的规范对称性。

仔细思考以后我们可能会发现下面这一项

+q
∫ b

a
Aµdxµ . (2.76)

它就是电磁势沿着带电粒子世界线的积分, 式中我们假设这条世界线起于 a 点终止于 b

点。这一项显然是洛伦兹不变的，那它规范不变吗？很明显不是，因为在规范变换 (2.53)
的作用下，它会变为

q
∫ b

a
Aµdxµ → q

∫ b

a
Aµdxµ +q

∫ b

a
dε (2.77)

但是，我们发现多出来的部分是一个全微分，它完全取决于路径的两个端点，即

q
∫ b

a
dε = q

(
ε(b)− ε(a)

)
. (2.78)

而我们早就知道，在使用最小作用量原理时，路径的两个端点是固定不变的，因此规范变

换下多出来的这一项对变分完全没有贡献。即是说，虽然给作用量加上的这一项 (2.76) 不
是规范不变的，但是，由它导出来的运动微分方程却是规范不变的！所以，(2.76) 这一项
实际上符合要求！

因此，我们可以写出相对论性带电粒子完整的作用量，为

S[x(σ)] =−m
∫

dσ
√
−ηµν

dxµ

dσ
dxν

dσ
+q

∫
dσAµ

dxµ

dσ
. (2.79)

如果将参数 σ 取成坐标时 t, 并考虑 v ≪ 1 的非相对论极限，那上式就可以近似成

S[x(t)] =−m
∫

dt +
∫

dt
[1

2
mv2 −qϕ +qA ·v

]
+ ... (2.80)

将作用量 (2.79) 对规范势 Aµ 变分 (为了避免混淆，下面将带电粒子在时空中的位置
坐标改记为 xµ

e (σ))，即可得到

δS = q
∫

dσ
dxµ

e

dσ
δAµ

=
∫

d4x
[
q
∫

dσ
dxµ

e

dσ
δ 4(x− xe(σ)

)]
δAµ . (2.81)

将这个式子与标准的电流四矢量 Jµ 与规范势的耦合 δS =
∫

d4xJµδAµ 进行比较，即可得

到此带电粒子系统的电流四矢量，为

Jµ(x) = q
∫

dσ
dxµ

e

dσ
δ 4(x− xe(σ)

)
. (2.82)

为了看清楚 (2.82) 式的物理意义，我们取世界线参数 σ = x0
e , 并做出 (2.82) 式中的积

分，则有

ρ = qδ 3(x−xe(t))

J = qveδ 3(x−xe(t)). (2.83)

很显然，结果正符合我们对电荷密度以及电流密度表达式的预期。
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2.3 时空对称性与能量动量张量

这一节我们将引入物质系统的一个特征性物理量，即所谓的能量-动量张量。根据著名
的诺特定理，任何一个连续的对称性都必然有一个相应的守恒流四矢量，能量-动量张量就
是与时空平移对称性相对应的守恒流，由于时空平移本身是一个四维矢量，所以它对应的

守恒流就是一个二阶张量。

2.3.1 场论系统的能量-动量张量
标量场

为了简单起见，我们首先讲述标量场系统的能量-动量张量。
假设有一个标量场 ϕ(x)，其拉格朗日密度可以写成 L (ϕ ,∂µϕ)，特别的，这个拉格朗

日密度不显含时空坐标 x。现在，假定将整个场论系统进行一个时空平移，使得 x 点的场

平移到 x′ 点，

xµ → x′µ = xµ +aµ , (2.84)

其中 aµ 为某常数四矢量。记平移之后的场为 ϕ ′(x)，很显然 ϕ ′ 在 x′ 点的场值来自于平移

之前 ϕ 在 x 点的场值，即

ϕ ′(x′) = ϕ(x). (2.85)

很容易验证作用量 S[ϕ ] =
∫

d4xL (ϕ ,∂µϕ)在此平移之下保持不变，具体验证过程如下

S[ϕ ′] =
∫

d4xL (ϕ ′(x),∂µϕ ′(x))

=
∫

d4x′L (ϕ ′(x′),∂ ′
µϕ ′(x′)) =

∫
d4x′L (ϕ(x),∂ ′

µϕ(x))

=
∫

d4xL (ϕ(x),∂µϕ(x)) = S[ϕ ] (2.86)

式中第二个等号只是将 x变量重写成了 x′，倒数第二个等号是用了 d4x′ = d4x以及 ∂ ′
µ = ∂µ。

为了通过诺特定理引入相应的守恒流，下面考察无穷小时空平移，即将 aµ 取成无穷

小量 εµ。进一步，我们使用一个关键技巧，即将 εµ 变成依赖于时空坐标 x 的无穷小量

εµ(x), 即考察如下无穷小时空平移

xµ → x′µ = xµ + εµ(x). (2.87)

当然我们依然有

ϕ ′(x′) = ϕ(x). (2.88)

但是，在这种依赖于时空点 x 的局域平移之下，作用量当然无法保持不变，因为这种局域

平移根本不是系统的对称性。

很显然，在一阶近似上有

∂x′µ

∂xν = δ µ
ν +∂νεµ ,

∂xν

∂x′µ
= δ ν

µ −∂µεν . (2.89)
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另外，记坐标变换的雅可比行列式为 | ∂x′
∂x |, 利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA), 易得在一阶近

似上有

|∂x′

∂x
|= 1+∂µεµ(x). (2.90)

下面我们来计算在局域平移 (145) 之前和之后，系统作用量的改变量。平移以后的作
用量 S[ϕ ′(x)] 为

S[ϕ ′(x)] =
∫

d4xL (ϕ ′(x),∂νϕ ′(x))

=
∫

d4x′L (ϕ ′(x′),∂ ′
µϕ ′(x′)) =

∫
d4x′L

(
ϕ(x),∂ ′

µϕ(x)
)

=
∫

d4x|∂x′

∂x
|L
(
ϕ(x),

∂xν

∂x′µ
∂νϕ(x)

)
=
∫

d4x(1+∂µεµ(x))L
(
ϕ(x),∂µϕ(x)−∂µεν∂νϕ(x)

)
=
∫

d4x
[
− ∂L

∂ (∂µϕ)
∂νϕ(x)+δ µ

ν L
(
ϕ(x),∂ρϕ(x)

)]
∂µεν

+
∫

d4xL
(
ϕ(x),∂νϕ(x)

)
. (2.91)

由上面的推导易知，变换前后作用量的改变量为

δS = S[ϕ ′(x)]−S[ϕ(x)]

=−
∫

d4x
[ ∂L

∂ (∂µϕ)
∂νϕ(x)−δ µ

ν L
]
∂µεν

=
∫

d4xT µ
ν∂µεν =

∫
d4xTµν∂ µεν . (2.92)

式中

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µϕ)
∂ νϕ(x)−ηµνL

]
. (2.93)

注意 (150) 式，当 εν 是一个不依赖于时空点的整体无穷小平移时，即有 δS = 0，这

当然是因为这种整体时空平移是系统的对称性。正因为如此，不仅对于标量场系统可以找

到这样一个 T µν，实际上对闵可夫斯基时空的任何物质系统都能找到一个类似的 T µν，因

为任何物质系统的作用量在局域平移 (145) 前后的改变量都必定能写成如下形式

δS =
∫

d4xTµν∂ µεν . (2.94)

而这又是因为，当将 εν 取成常矢量 (即考察无穷小整体时空平移时) 时，由于时空平移对
称性，必有 δS = 0，所以在局域化平移情形，δS 只能依赖于 εν 的偏导 ∂ µεν，从而 δS 必

定能写成 (152) 式的形式！
下面进一步假定 εν(x) 在时空的无穷远边界上都趋于零。另外，上面的 (152) 式对于

任意场位形都成立，下面我们考察真实的满足场运动微分方程的场位形，那这时候由于这

些场位形满足最小作用量原理，当然就有 δS = 0 对于任意的在时空无穷远处趋于零的场
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变分都成立，那当然也对局域时空平移 (145) 引起的场改变成立。即是说，对于真实场位
形，必有

0 = δS =
∫

d4xTµν∂ µεν . (2.95)

将上式分部积分，即有

0 =
∫

d4xTµν∂ µεν =−
∫

d4x∂ µTµνεν(x). (2.96)

由于 εν(x) 为任意无穷小函数，从而即有

∂ µTµν = 0. (2.97)

即是说，Tµν 就是与时空平移对称性相应的守恒流！特别的，如果取 εµ = εδ µ0, 即假设考
察的是时间平移，那相应的守恒流 T µ0 当然就是能量流四矢量，换言之，T 00 必定为能量

密度，T i0(i = 1,2,3)为能量流密度。而如果取 εµ = εδ µ j 为空间平移,那相应的守恒流 T µ j

当然就是动量流四矢量，即是说 T 0 j 必为动量密度，而 T i j 为动量流密度。将所有这些合

起来，我们就称 Tµν 为能量动量张量！上面的讨论也说明，闵可夫斯基时空的任何物质系
统都存在这么一个守恒的能量动量张量。
比如，假设我们考虑 L =− 1

2 ∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ) 的场论模型，则容易算得，

T µν = ∂ µϕ∂ νϕ +ηµνL

= ∂ µϕ∂ νϕ − 1
2

ηµν∂ρϕ∂ ρϕ −ηµνU (ϕ). (2.98)

很明显，这个 T µν 的两个指标是对称的。实际上，可以证明，对于任何洛伦兹不变的标量

场论，其 T µν 都必定是对称张量。但是当我们的考察范围超出标量场论时，其按照上面类

似的办法求出来的 T µν 就不一定为对称张量了，比方说对于矢量场，它的 T µν 就不是对

称张量。不过，T µν 的流守恒方程 ∂µT µν = 0 告诉我们，T µν 的定义不是唯一的，实际上

人们很容易看出，对于任何 Xρµν，只要 Xρµν = −X µρν，则 T µν +∂ρXρµν 同样满足流守

恒方程，因此可以定义为新的能动量张量。从而只要我们合适地选取 Xρµν , 我们总可以让
重新定义以后的能动量张量为一个对称张量。实际上，马上我们就会给出一个找到这样一

个对称能量动量张量的巧妙办法。

洛伦兹对称性

我们考察的经典场论都是具有洛伦兹不变性的场论，即拉格朗日密度为洛伦兹标量的

理论，具体来说即是拉氏密度在如下坐标变换下保持不变的理论，

xµ → x′µ = Λµ
νxν , (2.99)

Λµ
ν 就是所谓的洛伦兹变换。那么，洛伦兹变换对应的守恒流是什么呢？

为此我们需要考察无穷小洛伦兹变换，即取

Λµ
ν = δ µ

ν + εµ
ν , (2.100)
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式中 εµ
ν 为无穷小量。很显然，无穷小洛伦兹变换由于可以和恒等变换连续过渡，从而必

定是正洛伦兹变换，即满足1

det(Λ) = 1 ⇒ εµ
µ = 0. (2.101)

进一步，利用洛伦兹变换的定义 ηµνΛµ
αΛν

β = ηαβ , 易得

ηµν(δ µ
α + εµ

α)(δ ν
β + εν

β ) = ηαβ ⇒ εαβ + εβα = 0. (2.102)

即 εµν 是一个二阶反对称张量。

注意到无穷小洛伦兹变换为 xµ → x′µ = xµ + εµ
νxν。为了利用诺特定理，我们使用关

键技巧，即将无穷小参数 εµ
ν 变成依赖于时空坐标的 εµ

ν(x)，进而考察如下无穷小局域时

空坐标变换，

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), 这里 εµ(x) = εµ
ν(x)x

ν . (2.103)

则完全类似于前面对 (152) 式的论证，可知在此时空变换之下作用量的改变量必定可以写
成

δS =
∫

d4xT µ
ν∂µεν(x)

=
∫

d4xT µ
ν
(
εν

µ + xρ∂µεν
ρ
)
. (2.104)

(注意，对于比方说矢量场，它的各指标分量也要按照无穷小局域洛伦兹变换 Λµ
ν(x) =

δ µ
ν + εµ

ν(x) 的规则变，这是不同于前面时空平移情形的。在时空平移情形，矢量场的分量

指标并不变换。因此上式中的 Tµν 一般不同于前面按照时空平移直接求出来的 Tµν。) 注
意到 εµν 关于指标反对称，从而有

δS =
1
2

∫
d4x
[
(T µν −T νµ)ενµ +(xρT µν − xνT µρ)∂µενρ

]
=− 1

2

∫
d4x
[
(T µν −T νµ)εµν

]
− 1

2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (2.105)

如果我们将 εµν 取回常数，则 ∂ρεµν = 0, 从而上式最后一行只剩下前面那项，但是洛伦兹
不变性告诉我们，当 εµν 为常数时作用量应该不变，即这时候必有 δS = 0，由此可知

T µν −T νµ = 0, (2.106)

即这样求出来的能动量张量必定是对称张量！这就是我们给出的如何寻找对称能量动量张

量的办法。

在 (163) 式中代入 T µν = T νµ，即有

δS =−1
2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (2.107)

1利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA).
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完全类似于前面导出能动量张量守恒的讨论，这个结果意味着 Mρµν = xµT ρν − xνT ρµ 为

守恒流，满足守恒方程

∂ρMρµν = 0. (2.108)

综合关于无穷小局域时空平移和无穷小局域洛伦兹变换的结果，可知，在如下无穷小

局域时空变换之下

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), (2.109)

任何物质系统作用量的改变量必定可以写成

δS =
∫

d4xT µν∂µεν(x) =
1
2

∫
d4xT µν(∂µεν +∂νεµ

)
. (2.110)

其中我们利用了 T µν 是一个对称张量。这个式子是一个很关键的式子，在后面的章节中有
大用。

电磁场

下面我们来考察一个自由电磁场的能量-动量张量。所谓的自由电磁场就是不与其它
任何东西耦合，单独只由拉氏密度 L =− 1

4 FµνFµν 描述的无源电磁场。当然，我们可以按

照前面讨论无穷小局域洛伦兹变换中给出的办法直接找出对称的能量-动量张量。但更快
的方法实际上是下面的办法。

我们已经知道标量场能动量张量的公式，为了得到电磁场的能动量张量，我们将

Aµ(µ = 0,1,2,3) 的每一个分量看成一个实标量场，从而容易给出电磁场能动量张量的
公式

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µAρ)
∂ νAρ −ηµνL

]
. (2.111)

代入自由电磁场的拉氏密度可以得到，

T µν = Fµ
ρ∂ νAρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ . (2.112)

很显然，这个能动量张量不是一个对称张量，而更为严重的问题是，它不是规范不变的！

而作为物理可观测量，能动量张量必须规范不变！好在，正如前面所说的，我们可以通过

给它加上一个合适的 ∂ρXρµν 来重新定义能动量张量，使它成为一个对称张量。具体来说，

我们可以给上述能动量张量加上 ∂ ρ(−Fµ
ρAν) = −Fµ

ρ∂ ρAν (注意到对于自由电磁场，电
流四矢量等于零，从而方程 (2.58) 变成 ∂ ρFµ

ρ = 0), 很显然，加上这一项修正以后，电磁
场的能动量张量就变成了如下对称张量

T µν = Fµ
ρFνρ − 1

4
ηµνFρσ Fρσ . (2.113)

这才是一个真正规范不变的量。这个能动量张量有一个重要的特征，即

T µ
µ = 0. (2.114)
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2.3.2 多粒子系统的能量动量张量

考虑多个相对论性自由粒子所构成的系统，我们以 n = 1,2, ...,N 来标记不同的粒子。

根据本章前面的知识可以知道，这个系统的作用量可以写成

S[x(σ)] =−∑
n

mn

∫
dτn =−∑

n
mn

∫
dσn

√
−ηµν

dxµ
n

dσn

dxν
n

dσn
. (2.115)

式中 xµ
n 为粒子 n 的时空坐标，mn 为它的质量，τn 为它的固有时，σn 为它的世界线参数。

由于上式在 σn → σ̃n(σn) 的重参数化之下保持不变，所以 σn 的选择有很大的任意性，特

别的，我们可以将 σn 选作固有时 τn。

不妨以固有时参数 (即 σn = τn) 下的粒子作用量来进一步讨论。作用量 (2.115) 显然
具有 xµ

n → x′n
µ = xµ

n +aµ(aµ 为常矢量) 的时空坐标平移不变性。为了考察这一时空平移对
称性所对应的能动量张量，我们考虑如下局域化的无穷小时空坐标变换

xµ
n → x′n

µ
= xµ

n + εµ(xn)⇔ δxµ
n = εµ(xn). (2.116)

(从而 δ (dxµ
n ) = d(δxµ

n ) =
∂εµ

∂xν
n

dxν
n ) 注意到

δS =−∑
n

mn

∫
δ (dτn) =−∑

n
mn

∫ 1
2

δ (dτ2
n )

dτn

= ∑
n

mn

∫ 1
2

δ (ηµνdxµ
n dxν

n )/dτn

= ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνδ (dxν

n )

= ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνd(δxν

n ). (2.117)

可得在上面的局域时空坐标变换下，作用量的改变量为

δS = ∑
n

mn

∫ dxµ
n

dτn
ηµνd(δxν

n )

= ∑
n

mn

∫ (dxµ
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n

dxν
n

= ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n
. (2.118)

通过引入四维时空 δ 函数 δ 4
(
x− xn(τn)

)
= ∏3

µ=0 δ
(
xµ − xµ

n (τn)
)
, 可以进一步将上面结

果写成

δS = ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)∂εµ

∂xν
n

=
∫

d4x
[
∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(τn)

)]
∂νεµ(x). (2.119)

完全类似于前面关于标量场能量-动量张量的讨论，可知，与时空平移对称性对应的能动量
张量为

T µν(x) = ∑
n

mn

∫
dτn
(dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(τn)

)
. (2.120)
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显然，这个能动量张量是一个对称张量。

为了看清楚上述能动量张量的意义，我们将它重写成，

T µν = ∑
n

mn

∫
dσn
(dxµ

n

dσn

dxν
n

dτn

)
δ 4(x− xn(σn)

)
. (2.121)

然后取世界线参数 σn = x0
n, 则当我们做完对 σn 的积分后，即有能动量密度

T 0µ = ∑
n

mn
(dxµ

n

dτn

)
δ 3(x−xn(t)

)
= ∑

n
pµ

n δ 3(x−xn(t)
)
. (2.122)

类似的，在取 σn = x0
n 并做完对 σn 的积分以后，也有流密度

T iµ = ∑
n

mn
(dxµ

n

dτn

dxi
n

dt

)
δ 3(x−xn(t)

)
= ∑

n
pµ

n vi
nδ 3(x−xn(t)

)
. (2.123)

综合 (2.122) 式和 (2.123) 式，可知粒子系统的能动量张量可以表达成

T µν =
[
∑
n

pµ
n pν

n

p0
n

δ 3(x−xn(t)
)]
. (2.124)
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3.1 等效原理

3.1.1 自由下落的小房间

1907 年十一月的一天，坐在瑞士伯尔尼专利局里的爱因斯坦突然想到一个他称之为
这辈子最幸福的想法。爱因斯坦想到，一个从屋顶上自由下落的人将感觉不到引力存在

(失重)，或言之，对自由下落者来说，引力不存在！这个看似平凡其实深刻的想法最终把
爱因斯坦导向了正确的引力理论，即广义相对论。

为了看清爱因斯坦的想法有何深刻之处，设想某一天你睡醒来，发现自己在一个密闭

的小房间里，你看不到外面，房间布置得就和一个太空舱一样，但其实房间是在地面上方

从高空中自由下落，不过这一点你并不知道，请问你能否发现这个事实，你能否判断出自

己不是被送上了外太空自由漂浮？

爱因斯坦告诉你，你不能！因为这两种情况在物理学上是等价的。外太空远离所有物

质的自由漂浮当然是一个惯性系，因此爱因斯坦断言，自由下落的一个小房间也是惯性系！

也即是说，自由下落的你在小房间里观察到的一切物理规律都和惯性系中的规律一样，都

是狭义相对论中的那些物理规律，而对你来说，引力场是不存在的！

如果用牛顿的语言来分析爱因斯坦的想法，那就是，自由下落的小房间是一个加速参

考系，其中的你会感受到一个向上的惯性力，这个惯性力正好将你的重力抵消了，因此你

就失重了。但是爱因斯坦说，惯性力之所以总是能抵消重力，是因为它们本质是一回事，

都是引力 (或者也可以说都是惯性力)！只不过，对于地面上静止不动的人来说，引力存在，
但是对于自由下落的你来说，引力不存在，所以随着你自由下落的小房间实质是一个惯性
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系，就和漂浮在外太空的太空舱一样，在这个惯性系中，不含引力的狭义相对论规律总是

成立。

反过来，如果你真在外太空的太空舱里，那只要将太空舱加速，那你也无法区分自己

感受到的是惯性力还是引力，因为它们两者是一回事！换言之，按照爱因斯坦的观点，引

力就是相对于牛顿力学的惯性系加速的观察者所感受到的力。

当然，正如爱因斯坦自己所强调的，以上所述只在一个足够小的小房间里成立。自由

下落的小房间只在一个足够小的局部上抵消掉了地球引力，但在美国自由下落的小房间和

在中国自由下落的小房间，是两个不同的小房间！不存在一个参考系能整体地抵消掉全部

地球引力。

3.1.2 潮汐力

自由下落的房间在多大的局部上抵消掉了引力呢？这个问题的答案很容易分析，因为

地球就受月球的引力作用，地球就是一个向着月球自由下落的参考系，只不过地球不足够

小，所以月球的影响不能完全抵消掉，这个抵消不掉的影响就表现为潮汐力！同样，在地

球表面自由下落的参考系里也有地球施加的潮汐力，潮汐力就是不能被自由下落的局域参

考系完全抵消的引力。图 (3.1) 中 (b) 的小箭头表示的就是潮汐力。

Figure 3.1: 一圈正在自由下落的小球：(a) 从地面上观察者的角度看，(b) 从跟随小球一
起自由下落的观察者角度看。图片来自 A Zee, Einstein Gravity in a Nutshell

为了进一步分析潮汐力，假设有一个在引力势 Φ(x) 中自由下落的小房间，假设小房
间下落的速度远小于光速，因此可以采用非相对论的分析。取房间质心的坐标为 x0(t), 由
于在自由下落，所以它满足方程

ẍ0 =−∇Φ(x0). (3.1)

下面考察房间中一个质量为 m 的小球，它相对于房间的运动速度也远小于光速，假定它

相对于自由下落的房间质心的坐标为 y，而在地面上的人看来，小球的坐标为 x(t)，因此

x(t) = x0(t)+y(t). (3.2)

由于房间很小，所以小球在这个自由下落参考系中的坐标 y(t) 是一个小量！
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我们可以在地面参考系中写出小球的作用量

S[x(t)] = m
∫

dt
[1

2
ẋ2 −Φ(x)

]
. (3.3)

代入 (3.2) 式，并将 Φ(x0 +y) 按照小量 y 展开，即可得到

S[x(t)] =m
∫

dt
[1

2
(ẋ0 + ẏ)2 −Φ(x)

]
=m

∫
dt
[1

2
ẋ2

0 +
1
2

ẏ2 + ẋi
0ẏi −Φ(x0)−∂iΦ(x0)yi

− 1
2

∂i∂ jΦ(x0)yiy j + ...
]

=m
∫

dt
[1

2
ẋ2

0 −Φ(x0)+
1
2

ẏ2 − ẍi
0yi −∂iΦ(x0)yi

− 1
2

∂i∂ jΦ(x0)yiy j + ...
]
. (3.4)

式中最后一个等号是对 ẋi
0ẏi 进行分部积分，代入 ẍi

0 =−∂iΦ(x0)，容易看到 y 的线性项正

好消去了！另外，x0 的运动是给定的，所以与之相关的项可以丢掉，进而即有小球在自由

下落参考系中的作用量，为

S[y(t)] = m
∫

dt
[1

2
ẏ2 − 1

2
∂i∂ jΦ(x0)yiy j + ...

]
. (3.5)

式中 1
2 ∂i∂ jΦ(x0)yiy j 代表的正是潮汐力的势能，因为这一项正是没有完全抵消的引力的贡

献。

以上结果告诉我们，潮汐力的贡献是一个二阶小量。换言之，对于足够小的自由下落

参考系而言，引力的效应直到一阶小量为止都完全抵消了，只在二阶小量上对自由下落参

考系里的小球作用量有修正！

不妨简单举例计算一下刻画潮汐力的张量 ∂i∂ jΦ(x0)。比方说对于 Φ(x) =−G M
|x|(比如

地球的引力势)，容易算得

∂i∂ jΦ(x) = GM
δi j −3eie j

|x|3
, (3.6)

式中 ei = xi/|x|。比如说在沿着 z 轴的 x = (0,0,r) 点，我们有

∂i∂ jΦ(x) =
GM
r3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 . (3.7)

即是说，在 x = (0,0,r) 点附近，x,y 方向的潮汐力是指向这一点的，而 z 方向的潮汐力是

背离这一点的，正如图 (3.1) 中 (b) 的小箭头所示。

3.1.3 局部惯性系与等效原理

上两小节中自由下落的足够小房间就是所谓的局部惯性系，因为在这个参考系中，狭

义相对论的规律直到一阶小量为止都成立，引力的效应只在二阶小量上体现为潮汐力的势
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能。在上一小节中，为了分析的方便，我们假定了粒子运动的速度远小于光速，从而可以

用非相对论近似。现在，我们要进行完整的相对论分析。

首先，假定在引力场中自由下落的粒子在地面坐标系 (非局部惯性系) 中的坐标为
xµ(σ)。假定跟着粒子一起下落的局部惯性系的坐标原点为 xµ

0 (σ)。记粒子在此局部惯性系

中的坐标为 yµ
x0

(
x(σ)

)
，由于 x0 为坐标原点，所以当然有 yµ

x0(x0) = 0。根据上面的分析，只

要局部惯性系足够小 (从而可以假定 yµ
x0 很小)，粒子的作用量就是标准的狭义相对论自由

粒子作用量，即为

S[yx0(σ)] =−m
∫

dτ =−m
∫

dσ

√
−ηµν

dyµ
x0

dσ
|x0

dyν
x0

dσ
|x0 . (3.8)

引力的效应只在 yµ
x0 的二阶小量上对上述作用量有修正，因此在坐标原点 x0，引力场的效

应可以完全忽略。

下面，假设我们变换到地面上的非局部惯性系 xµ(σ)，则粒子的作用量将为

S[x0(σ)] =−m
∫

dσ

√
−ηµν

dyµ
x0

dσ
|x0

dyν
x0

dσ
|x0

=−m
∫

dσ

√
−ηµν

∂yµ
x0

∂xα |x0

∂yν
x0

∂xβ |x0 ·
dxα

0
dσ

dxβ
0

dσ

=−m
∫

dσ

√
−gαβ (x0)

dxα
0

dσ
dxβ

0
dσ

. (3.9)

式中 gαβ (x0) 为 (注意 yµ
x0 不只是 x 的函数，且它的定义本身依赖于 x0)

gαβ (x0) = ηµν
∂yµ

x0

∂xα |x0

∂yν
x0

∂xβ |x0 . (3.10)

但是我们说过，在非局部惯性系中，是有引力场的，这个引力场只可能由 gαβ (x0) 来刻画！

假定我们让自由下落的 x0 变动，即在任意一个 x 点都定义一个自由下落的局部惯性

系，那就能得到一个一般地刻画引力场的 gαβ (x) 场。从而可以将引力场中自由粒子的作

用量写为

S[x(σ)] =−m
∫

dτ =−m
∫

dσ

√
−gαβ (x)

dxα

dσ
dxβ

dσ
. (3.11)

(3.11) 式的写法中其实对于坐标系 xµ 没有任何限制，我们当然也可以采用另外一个

比方说 x′µ 坐标系，这时候粒子的作用量有如下关系

S[x(σ)] =−m
∫

dσ
√

−gµν(x)
dxµ

dσ
dxν

dσ

=−m
∫

dσ
√

−g′µν(x′)
dx′µ

dσ
dx′ν

dσ
. (3.12)

很显然，刻画引力的 gµν(x) 场不同坐标下的变换关系为

g′ρσ (x
′) = gµν(x)

∂xµ

∂x′ρ
∂xν

∂x′σ
. (3.13)
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这与前面第一章黎曼几何中度规场在不同坐标下的变换关系完全一样。

这强烈地暗示我们可以把刻画引力场的 gµν(x) 场看成是黎曼几何中的度规场，从而

将时空看成是某种弯曲的黎曼几何，具有如下黎曼度规

ds2 = gµν(x)dxµdxν . (3.14)

它与在引力场中自由运动粒子固有时的关系是

−dτ2 = ds2. (3.15)

但引力场是黎曼度规这个看法要成立的话，还需要验证黎曼几何的局部平坦性质，即是说，

需要验证总是存在局部坐标系 (有时候称之为黎曼正则坐标系)，使得其中度规场在给定点
的泰勒展开直到一阶小量为止都是平坦的，只在二阶小量上受黎曼曲率张量的修正。

但根据第一章中的相关论证可知，局部平坦性本身正是坐标变换关系 (3.13) 的结果。
实际上，这个体现局部平坦的黎曼正则坐标系正是等效原理中所说的局部惯性系，因为根

据 (3.10) 式，变换到局部惯性系中的度规场在坐标原点 x0 处的值正是平坦的闵可夫斯基

度规张量 ηµν，而且我们也知道，在局部惯性系中，度规场刻画的引力的确只在二阶小量

上 (在 x0 点的泰勒展开) 有效应，也就是潮汐力。这意味着，潮汐力在数学上就是某种黎
曼曲率，而引力场完全是一种黎曼几何，有引力场的时空一般来说是弯曲的。

所以所谓的爱因斯坦等效原理 (有时候也称之为强等效原理)，说的正是：在引力场中，
总是存在局部惯性系，而且局部惯性系正是黎曼几何中的黎曼正则坐标系。由此可知，在
局部惯性系的坐标原点，度规场对时空坐标的一阶偏导均等于零，而二阶偏导由于要反映
黎曼曲率所以通常不为零。局部惯性系的存在反映了引力场可以由一种局部平坦的时空几

何来描述，这样的几何当然就是黎曼几何。

另外，(3.12) 式告诉我们，对于引力场中的自由落体，其质量 m 果然是作为一个整体

的常数因子而出现的，这正符合第一章所说的弱等效原理的要求。即是说，弱等效原理是

爱因斯坦等效原理的一个推论，所有对弱等效原理的实验检验同时也是在检验爱因斯坦的

等效原理。

由于黎曼度规 gµν(x) 描写了引力场，而引力场是一个动力学场，所以在广义相对论

中，黎曼度规本身是动力学变量，有动力学自由度，需要寻找它们所满足的动力学微分方

程，也就是后面的章节中将要讲述的爱因斯坦场方程。从动力学这个角度来说，广义相对

论与黎曼几何可不是一回事，黎曼几何的黎曼度规是人为给定的，而广义相对论中的黎曼

度规是通过动力学方程求解出来的，无需预先给定！

当然，广义相对论中的黎曼度规 gµν(x) 与标准黎曼几何中的黎曼度规还有一个区别，

即：广义相对论中的黎曼度规作为一个 4×4矩阵，它有一个负本征值和三个正本征值 (这
从定义式 (3.10) 可以看出)，分别对于一个时间方向和三个空间方向。有时候称这种度规
为闵氏符号度规。而标准黎曼几何中的黎曼度规通常是正定矩阵，也称之为欧氏符号度规。
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3.2 引力场中的自由粒子

3.2.1 统一自由落体定律

在上一节中，我们已经看到，根据等效原理，引力场中自由落体的相对论作用量为

S[x(σ)] =−m
∫

dτ =−m
∫

dσ
√
−gµν(x)

dxµ

dσ
dxν

dσ
(3.16)

但在前面第一章中，我们也给出了牛顿力学中自由落体的作用量，为

S = m
∫

dt
[1

2
ẋ2 −Φ(x)

]
. (3.17)

如何统一这两个作用量呢？

实际上，牛顿力学中的自由落体是广义相对论自由落体的非相对论极限，为了看清楚

这一点，我们只需取 (i, j = 1,2,3 为空间指标)

g00(x) =−(1+2Φ(x)), g0i(x) = 0, gi j(x) = δi j. (3.18)

这基本上就是闵可夫斯基度规 ηµν，只不过用引力势 Φ 对 g00 分量作了一个小修正，即假

定1

Φ(x)≪ 1. (3.19)

从而相对论作用量 (3.16) 可以重写成

S[x(σ)] =−m
∫

dτ =−m
∫ √

(1+2Φ(x))dt2 −dx2

=−m
∫

dt
√

1+2Φ(x)−v2

≈ m
∫

dt
[1

2
v2 −Φ(x)

]
(3.20)

上式最后一行我们利用了非相对论极限 v ≪ 1,Φ ≪ 1。可见，从广义相对论的自由落体作

用量中，我们能够正确地得到非相对论极限下的自由落体作用量。这也是对作用量 (3.16)
正确性的一个检验。

3.2.2 测地线方程

根据作用量 (3.16)的形式和最小作用量原理可知，引力场中的自由落体将走固有时极
大的路径。数学上常常称这样的路径为起末两点间的测地线，或者更精确地称之为类时测

地线。这是因为 dτ2 和线元 ds2 只差一个负号，因此人们完全可以将固有时看作是对粒子

世界线上两点间曲线弧长的一个度量。固有时极大相当于说粒子走的是弧长距离最长的路

径。

之所以粒子走的是最长路径而不是最短路径，是因为广义相对论中的度规是闵氏符号

度规而不是欧氏符号度规。但这里的本质和欧氏符号度规下的最短路径其实是一样的。而

1注意，我们采用了 c = 1 单位制，如果恢复 c，那即是 Φ(x)/c2 ≪ 1.
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在黎曼几何中，两点间的最短路径就叫做测地线，它是平坦欧几里得空间直线概念的推广。

与此类比，我们就称引力场中自由粒子走的是测地线。

而之所以强调是类时测地线，是因为有质量粒子走的一定是类时曲线，即只能从每一

点的光锥内部穿过的曲线。或者说，曲线上每一点的四维速度 uµ = dxµ

dτ 都是类时向量，即

满足

gµνuµuν < 0. (3.21)

实际上，由 −dτ2 = gµνdxµdxν，很显然有 gµνuµuν =−1。所有的概念都和上一章狭义相对

论中的相应概念类似，只是将度规张量从闵可夫斯基度规 ηµν 替换成了一般性的 gµν(x)。

为了利用最小作用量原理导出类时测地线的方程，我们可以在 (3.16) 中记

L =

√
−gµν

dxµ

dσ
dxν

dσ
, (3.22)

因此当取固有时本身为世界线参数时，即 σ = τ 时，我们有 L = 1，即

−gµν
dxµ

dτ
dxν

dτ
= 1. (3.23)

现在，我们可以把相对论粒子的作用量 (3.16) 写成 S[x(σ)] = −m
∫

dσL, 为了导出粒
子的运动方程，我们需要计算变分 δS[x(σ)] =−m

∫
dσδL。利用

LδL =
1
2

δ (L2) =−gµν
dxµ

dσ
δ
(dxν

dσ
)
− 1

2
δgµν

dxµ

dσ
dxν

dσ

=−gµρ
dxµ

dσ
d(δxρ)

dσ
− 1

2
(∂ρgµν)

dxµ

dσ
dxν

dσ
δxρ . (3.24)

可以得到

δS[x(σ)] =−m
∫

dσδL = m
∫

dσ
1
L

[
gµρ

dxµ

dσ
d(δxρ)

dσ
+

1
2
(∂ρgµν)

dxµ

dσ
dxν

dσ
δxρ]

=m
∫

dσ
d

dσ
(1

L
gµρ

dxµ

dσ
δxρ)−m

∫
dσ
[ d

dσ
(1

L
gµρ

dxµ

dσ
)
− 1

2L
(∂ρgµν)

dxµ

dσ
dxν

dσ
]
δxρ

=−m
∫

dσ
[ d

dσ
(1

L
gµρ

dxµ

dσ
)
− 1

2L
(∂ρgµν)

dxµ

dσ
dxν

dσ
]
δxρ . (3.25)

式中最后一个等于号是利用了路径两端是固定的 (即在两端 δxρ = 0)，从而全微分项的积
分结果为零。进而根据最小作用量原理 δS[x(σ)] = 0，就可以得到运动微分方程

δS
δxρ(σ)

=−m
[ d

dσ
(1

L
gµρ

dxµ

dσ
)
− 1

2L
(∂ρgµν)

dxµ

dσ
dxν

dσ
]
= 0. (3.26)

我们可以通过取 σ = τ 来简化这个运动方程，这时候 L = 1，从而即有

0 =
d

dτ
(
gµρ

dxµ

dτ
)
− 1

2
(∂ρgµν)

dxµ

dτ
dxν

dτ

=gµρ
d2xµ

dτ2 +(∂νgµρ)
dxµ

dτ
dxν

dτ
− 1

2
(∂ρgµν)

dxµ

dτ
dxν

dτ

=gµρ
d2xµ

dτ2 +
1
2
(
∂µgνρ +∂νgµρ −∂ρgµν

)dxµ

dτ
dxν

dτ
. (3.27)
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将最后一行乘上度规矩阵 gµρ 的逆矩阵 gρσ (也是一个对称矩阵)，满足 gµρgρσ = δ σ
µ , 即可

以得到

d2xσ

dτ2 +Γσ
µν

dxµ

dτ
dxν

dτ
= 0. (3.28)

方程 (3.28) 就是所谓的测地线方程，式中

Γσ
µν =

1
2

gσρ(∂µgνρ +∂νgµρ −∂ρgµν
)

(3.29)

称作克里斯托夫联络。很显然，Γσ
µν 关于两个下指标对称，即满足

Γσ
µν = Γσ

νµ . (3.30)

至于为什么叫联络，后面的章节中会进一步解释。

测地线方程不依赖于粒子质量，因此也可以推广到零质量粒子 (比如光子)，只不过这
时候由于 gµνdxµdxν = 0, 即固有时恒为零，从而不能选固有时为世界线的参数。不过这时
候依然可以选择某个所谓的仿射参数 σ，使得下面方程成立

d2xρ

dσ2 +Γρ
µν

dxµ

dσ
dxν

dσ
= 0

gµν
dxµ

dσ
dxν

dσ
= 0. (3.31)

我们称这种测地线为零性测地线。

为了得到测地线方程的非相对论版本，我们只需对非相对论落体作用量 (3.17) 变分，
即可得

d2xi

dt2 =−∂iΦ. (3.32)

另外，根据 (3.20) 可知，在 v 和 Φ 的最低阶 (零阶) 近似上，有

dτ = dt. (3.33)

所以这两个式子又可以写成 (在最低阶近似上),

d2t
dτ2 = 0,

d2xi

dτ2 =−∂iΦ
dt
dτ

dt
dτ

. (3.34)

与测地线方程 (3.28) 进行比较，即可得到在非相对论极限下

Γi
00 = ∂iΦ, (3.35)

其余的联络分量均为零。∂iΦ 正是引力场强度，由此可知，克里斯托夫联络正是对引力场
强度的一个相对论刻画！

另外，我们也知道，潮汐力由 Φ 的二阶偏导 ∂i∂ jΦ 刻画，也就是由 ∂ jΓi
00 刻画。前面

说过，潮汐力的相对论性刻画就是黎曼曲率张量，由此可知黎曼曲率张量必定和克里斯托

夫联络对时空坐标的一阶偏导有关，具体什么关系我们在后面的章节中再来研究。
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3.2.3 克里斯托夫联络与等效原理

克里斯托夫联络的坐标变换

由于自由落体的作用量 (3.12) 不依赖于特定坐标系，所以测地线方程 (3.28) 的形式
当然也不依赖于特定坐标系。即是说，从 xµ 坐标变换到 x′µ 坐标，xµ(τ) = xµ(x′(τ))，依
然有方程

d2x′ρ

dτ2 +Γ′ρ
µν

dx′µ

dτ
dx′ν

dτ
= 0. (3.36)

另一方面

d2xσ

dτ2 =
d

dτ
( ∂xσ

∂x′ρ
dx′ρ

dτ
)
=

∂xσ

∂x′ρ
d2x′ρ

dτ2 +
d

dτ
( ∂xσ

∂x′µ
)dx′µ

dτ

=
∂xσ

∂x′ρ
d2x′ρ

dτ2 +
∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν
dx′µ

dτ
dx′ν

dτ

=
(
− ∂xσ

∂x′ρ
Γ′ρ

µν +
∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν

)dx′µ

dτ
dx′ν

dτ
(3.37)

上式最后一行我们代入了 x′ 坐标系中的测地线方程 (3.36)。
进而根据 x 坐标系中的测地线方程 (3.28)，我们有

0 =
d2xσ

dτ2 +Γσ
αβ

dxα

dτ
dxβ

dτ

=
d2xσ

dτ2 +Γσ
αβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
dx′µ

dτ
dx′ν

dτ
, (3.38)

代入 (3.37) 式，即可得

(
− ∂xσ

∂x′ρ
Γ′ρ

µν +
∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν
+Γσ

αβ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν

)dx′µ

dτ
dx′ν

dτ
= 0

⇒− ∂xσ

∂x′ρ
Γ′ρ

µν +
∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν
+Γσ

αβ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
= 0. (3.39)

由此即可以得到克里斯托夫联络在不同坐标下的变换关系

Γ′ρ
µν =

∂x′ρ

∂xσ

(
Γσ

αβ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
+

∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν

)
. (3.40)

局部惯性系回顾

根据等效原理，在任意时空点 P，我们都可以选取一个局部惯性系 (也就是黎曼正则
坐标系)，使得在此局部惯性系中

gµν(P) = ηµν , ∂ρgµν |P = 0. (3.41)

当然，通常来说，∂σ ∂ρgµν |P ̸= 0，因为黎曼曲率通常不为零。进而根据克里斯托夫联络的

定义式 (3.29)，即可知，在此局部惯性系中

Γρ
µν(P) = 0. (3.42)
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而且通常来说 ∂σ Γρ
µν |P ̸= 0。即在局部惯性系的 P 点，不存在引力场 (引力场完全被惯性

力抵消了)！从而在局部惯性系中，自由落体的测地线方程 (3.28) 变为

d2xρ

dτ2 |P = 0. (3.43)

即在局部惯性系的 P 点，自由落体作直线运动。从这个角度我们也可以理解为什么说测地

线是直线在弯曲时空中的推广。

另一方面，根据克里斯托夫联络的定义 (3.29), 可以得到

gρσ Γσ
µν =

1
2
(∂µgνρ +∂νgµρ −∂ρgµν). (3.44)

将三个指标 ρ,µ,ν 进行轮换, 即可得

gµσ Γσ
νρ =

1
2
(∂νgρµ +∂ρgνµ −∂µgνρ), (3.45)

gνσ Γσ
ρµ =

1
2
(∂ρgµν +∂µgρν −∂νgρµ). (3.46)

将这两个式子相加，即可得

gµσ Γσ
νρ +gνσ Γσ

ρµ = ∂ρgµν . (3.47)

利用 Γρ
µν 关于两个下指标对称，即可得

∂ρgµν −gµσ Γσ
ρν −gσνΓσ

ρµ = 0. (3.48)

这个结果非常重要，在后面的章节中常用。

反过来，(3.48) 式以及 Γρ
µν 关于两个下指标对称的性质也唯一地决定了克里斯托夫联

络。为了看清楚这一点，我们将 (3.48) 式的三个指标 ρ,µ,ν 进行轮换，从而得到

∂µgνρ −gνσ Γσ
µρ −gσρΓσ

µν = 0, (3.49)

∂νgρµ −gρσ Γσ
νµ −gσ µΓσ

νρ = 0. (3.50)

利用 Γ·
·· 关于两个下指标对称的性质计算 (3.49)+(3.50)-(3.48)，并将结果除以 2，即可得

(3.44) 式，从而即有克里斯托夫联络的表达式 (3.29)。
由 (3.48) 式可知，若在某个坐标系的 P 点有 Γρ

µν(P) = 0, 则也必定有 ∂ρgµν |P = 0。综

上可知，∂ρgµν |P = 0 的要求和 Γρ
µν(P) = 0 的要求完全等价。从而即知局部惯性系的等价

定义，就是使得下式成立的参考系

gµν(P) = ηµν , Γρ
µν(P) = 0. (3.51)

等效原理从物理上说，对于任意引力场，这样的坐标系总存在。而黎曼几何的局部平坦性

质则是从数学角度证明，这样的坐标系总存在。实际上，正因为等效原理从物理上确保了

这样的参考系总存在，所以广义相对论的时空几何才是黎曼几何！



3.3 等效原理的预言 55

3.3 等效原理的预言

3.3.1 引力红移

根据本章第一节的知识，引力场中的一架跟着物体一起运动的标准钟，它测到一个物

理过程的固有时 dτ 为

dτ =
√

−gµνdxµdxν . (3.52)

特别的，如果物体和钟都静止，则有

dτ =
√

−g00(x)dt ⇒ dt = dτ(−g00)
−1/2, (3.53)

式中 dt 就是这个物理过程的坐标时, 这个式子告诉我们，引力场的存在影响时间的流逝！
但是，我们不能通过简单地测量某地物理过程的坐标时 dt，并将它和固有时 dτ 进行

比较来确定引力场如何影响时间。这是因为，引力场对一切事物的时间流逝施加了同样的

影响。也即是说，如果标准钟指出某一物理过程在没有引力场并静止时进行了一秒钟，那

在有引力场时它还是指出进行了一秒钟，因为标准钟和物理过程以同样的方式受引力场影

响。换言之，同样的物理过程，无论它是否在引力场中，无论它在引力场的什么位置，它用

当地的标准钟测出来的固有时总是一样的！因为引力场对时间的标准和对物理过程一样，

施加了同样的影响。

简单来说，假设你正在黑洞的边上，那在空间无穷远处的观察者看来，很可能你的时

间会变慢，你的一切物理过程都变得很缓慢，但是，对于当地的你来说，你发现不了任何

异常，你也感觉不到任何变慢，因为引力场对你的物理过程和你的时间标准施加了同样的

影响。

为了测出引力场如何影响时间，我们需要将引力场中两个不同地点的物理过程进行比

较。例如，假设一个位于 xE 位置的观察者 (不妨称之为发射者 (emitter))，正以 dτE 的固

有时间间隔发射电磁波信号给位于 xR 位置的接收者 (receiver)。假设发射者和接收者均静
止在引力场中，并且假定引力场是一个不随时间变化的静态引力场。那么信号从 xE 处传

到 xR 处所需的坐标时 t 将是一个常数，因此相继到达接收者的两个信号的坐标时之差 dtR
将等于它们离开发射者时的坐标时之差 dtE , 即 dtR = dtE。由 (3.53) 式，

dtR = dtE = dτE(−g00(xE))
−1/2. (3.54)

对于 xR 位置的接收者来说，他将测到信号的固有时间间隔 dτR 为

dτR = (−g00(xR))
1/2dtR = (−g00(xR))

1/2dtE . (3.55)

联立 (3.54) 式和 (3.55) 式，即有

dτR

dτE
=
(g00(xR)

g00(xE)

)1/2
. (3.56)

对于 g00(x) =−(1+2Φ(x)) 的牛顿引力场，我们有

dτR

dτE
=
(1+2Φ(xR)

1+2Φ(xE)

)1/2
. (3.57)
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特别的，假设 Φ(x) =−G M
|x|，假设发射者处于引力场中，而接收者位于空间无穷远处，

从而 Φ(xR)→ 0。则 (3.57) 式告诉我们，
dτR

dτE
=
(

1−2G
M
|xE |

)−1/2
> 1. (3.58)

即是说，在无穷远处的接收者看来，信号的发射时间间隔变长了！换言之，在无穷远处的

观察者看来，引力场中的发射者的时间变慢了！这就是所谓的引力场的时间膨胀效应，也

即是引力场使得时间变慢的效应。但要强调的是，这个变慢是在无穷远处的观察者看来变

慢了，对于引力场中当地的观察者而言，他不会感觉到任何异常，也不会感觉到任何变慢。

由于电磁波的频率是时间周期的倒数，因此，假设记发射者发射电磁波的频率为 νE，

接收者接收到的电磁波频率为 νR，则根据 (3.56) 式，有
νR

νE
=
(g00(xR)

g00(xE)

)−1/2
. (3.59)

对于 g00(x) =−(1+2Φ(x)) 的牛顿引力场，我们有
νR

νE
=
(1+2Φ(xR)

1+2Φ(xE)

)−1/2
. (3.60)

对于 Φ ≪ 1 的弱引力场，这个结果可以进一步近似成
νR

νE
= 1+Φ(xE)−Φ(xR). (3.61)

或者引入 ∆ν = νR −νE，ν = νE，进而将这个结果写成
∆ν
ν

= Φ(xE)−Φ(xR). (3.62)

特别的，假设发射者处于 Φ(x) =−G M
|x| 的引力场中，接收者位于空间无穷远处，则上

式就成为
∆ν
ν

= Φ(xE) =−G
M
|xE |

< 0. (3.63)

即是说，对于无穷远处的观察者而言，引力场中的信号频率变小了！或者说，信号向红端

移动了。这就是所谓的引力红移！

自从广义相对论预言了引力红移以后，差不多过了近 50年它才被实验证实！以太阳为
例，记其半径为 R, 质量为 M，则在太阳表面 (恢复了光速 c) Φ(R)/c2 = GM/(Rc2)∼ 10−6。

这就是太阳所产生的引力红移的数量级。但是在太阳表面发光的原子由于剧烈的热运动，

它还要受到一个标准的多普勒频移，而且多普勒频移在量级上将完全盖过太阳的引力红

移，这就使得太阳的引力红移无法测量。对于地球而言，其表面 GM/(Rc2)∼ 10−9，所以

地球的引力红移似乎更难测量。好在，1958 年发现了穆斯堡尔效应。什么是穆斯堡尔效应
呢？正常来说，晶体原子的发光谱线会被原子发光时的反冲加宽。但是穆斯堡尔发现，在

一定的条件下，晶体中的原子将“锁链”在一起，使得每个原子在发光时的反冲都转化为

整个晶体的微不可见的反冲，从而使得原子的发光谱线变得很尖细。1960 年，庞德、雷布
卡和斯奈德采用穆斯堡尔效应的实验方法，测量由地面上高度相差 22.6 米的两点之间引
力势的微小差别所造成的谱线频率的移动，定量地验证了引力红移。结果表明实验值与理

论值完全符合！今天，即使在我们日常使用的 GPS 系统中，也已经考虑了引力红移所带
来的修正了，从这个意义上来说，广义相对论早已走进了人们的日常生活。
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3.3.2 光线偏折

虽然引力红移过了近 50 年才得到实验验证，但是等效原理的另一个预言在提出后却
很快得到了验证，这就是光线偏折。

根据牛顿的引力理论，任何有质量的物体都要受到引力场的作用。但是，光是没有质

量的，当然光有能量，那引力场会不会对光线产生作用呢？根据爱因斯坦的等效原理，答

案是肯定的，引力场的存在会使得光线偏折。

为了回答引力场如何作用于光线，根据等效原理，我们只需分析光线在太空中的一个

加速参考系中如何运动。如图 (3.2) 所示，假设在太空中一个“向上”加速运动的小房间
里，一个手持激光枪的人水平地开了一枪，在这个加速参考系中，激光枪打出的光线如何

运动呢？很显然，由于小房间在向上加速，光线看起来就会往下偏折，如图 (3.2) 所示。

Figure 3.2: 加速参考系中，激光枪打出的光线会偏折。图片来自 A Zee, Einstein Gravity
in a Nutshell

而根据等效原理，向上加速的参考系等效于一个向下的引力场 (惯性力等效于引力)，
因此我们就可以得到结论，即在引力场中，光线会偏折！

实际上根据牛顿的理论，对于质量为 m 以光速 c 运动的粒子，引力场也会使得它偏

折，有一个牛顿理论的偏折量。但是，这里我们没有具体计算广义相对论中光线的精确偏

折量，在后面的章节中我们将完成这样的计算，我们将发现，广义相对论给出的偏折量是

牛顿理论偏折量的两倍！对于光线刚好掠过太阳表面的情况，广义相对论给出的偏折量约

为 1.75 弧秒。
要检验光线通过大质量物体附近发生偏折的程度，最好的机会莫过于在日全食时对太

阳所在的天区进行照相。在日全食时拍摄若干照相底片，然后等若干时间之后，太阳远离

了发生日食的天区，再次对该天区拍摄若干底片。通过将前后两组底片进行对比测算，就

能确定星光被偏折的程度。

为了回应爱因斯坦关于光线偏折的预言，爱丁顿和戴森组织了两支考察队去观测 1919
年 5 月 29 日发生的日食，分别到非洲几内亚海湾的普林西比岛（Principe）和巴西北部
的索布拉尔（Sobral）做了观测。两支考察队所得到的观测结果与爱因斯坦的预言符合得



58 Chapter 3. 从等效原理到时空弯曲

很好。但是这一结果后来受到不少质疑，因为导致结果产生误差的因素很多，而爱丁顿的

处理更远没有达到无懈可击。

光学观测的精度似乎到了极限，后来人们想到通过观测太阳对无线电波的偏折来检验

广义相对论的预言。1974年到 1975年间，福马伦特（A. B. Fomalont）和什拉梅克（R. A.
Sramek）利用甚长基线干涉技术，观测了太阳对三个射电源的偏折，最后（1976 年）得到
太阳边缘处射电源的微波被偏折 1.761�±0.016�。终于，天文学家以误差小于百分之一的精
度证实了广义相对论的预言。到 1991 年，更是利用多家天文台协同观测的技术，以万分
之一的精度证实了广义相对论对光线弯曲的预言。只不过这时观测的不再是可见光而是无

线电波。



4. 广义协变原理与微分同胚不变性

4.1 广义协变原理

从上一章的知识我们知道，可以用任意的坐标系来描写引力场中的自由粒子，从 x 坐

标系变换到 x′ 坐标系，度规场的变换关系为

g′µν(x
′) = gρσ

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
. (4.1)

根据本书第一章可知，引入任意的曲线坐标系，这正是高斯在研究内禀几何时引入的办法，

这种办法后来被黎曼推广到了任意维的黎曼几何。等效原理既然告诉我们引力场存在时的

时空几何就是黎曼几何，那在广义相对论中引入任意的坐标系就是一件必然的事情。

在物理上，之所以可以引入任意坐标系，原因在于等效原理允许我们引入相对于局部

惯性系作任意加速运动的参考系，惯性力就是万有引力。因此在相对论性的引力理论中，

一切参考系都是平权的，只不过引力场在不同参考系中的表现不同！在广义相对论的早期

文献中，爱因斯坦也称这个结论为广义相对性原理，即将之看成是狭义相对性原理的进一

步推广。狭义相对性原理说一切惯性系都平权，而广义相对性原理则进一步说一切参考系

都平权！而不同参考系必然使用不同的时空坐标系，一切参考系平权就意味着，在广义相

对论中，一切可能的坐标系都是平权的！

这就是所谓的广义协变原理，它告诉我们：广义相对论中的物理方程必须满足广义协
变性，即在广义坐标变换 x → x′ 下，方程的形式必须保持不变！

有些书上说，广义协变原理本身没有物理内容，因为任何物理定律都能写成广义协变

的形式，即使牛顿定律也可以在任意的坐标系中表达出来。但是，诸如牛顿定律这样的理
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论写成广义协变形式，其实都只是一种形式上的广义协变，因为在这样的广义协变写法中，

度规场和克里斯托夫联络都是纯几何的系数，它们在不同坐标系中的变换关系是一种纯粹

数学形式上的变换，的确没有任何物理内容。而广义相对论中的广义协变性却是有物理内

容的，因为在广义相对论中，度规场和克里斯托夫联络不再是纯几何系数，它们描写了引

力场，因此是有动力学的。要求这样的动力学场在广义坐标变换下协变，其实是对引力场

的动力学规律施加了很强的约束！因此广义相对论中的广义协变原理是一条真正的物理原

理。

根据高斯内禀几何学的研究，通常来说，任意一个坐标系 x 都只能覆盖时空的一个局

部区域，而无法覆盖时空的整体，就好比球坐标系无法覆盖两维球面的南北极。因此通常

又称任意的坐标系为局部坐标系。广义协变原理告诉我们，任何局部坐标系都是平权的。

因此在广义相对论中有极大的选择坐标系的自由度，问题是，这些局部坐标是否是物理的

呢？是否有物理含义呢？

对于这个问题，我们的回答是这样的：如果我们把局部坐标系看成是某些局域观察者

所采用的坐标系，则只要我们赋予这些局域观察者物理意义，那么其相应的局部坐标系就

有一定的物理意义，至少与局部坐标系对应的局部参考系有物理意义。

相反，由于可以进行任意的坐标变换，我们也可以作这样的处理：即不赋予局域观察

者物理意义，进而认为任何局部坐标都只是一种数学描述，本身没有任何物理含义，而之

所以能进行任意的坐标变换，也纯粹是因为坐标本身完全是对物理规律的描述上的冗余。

在量子引力中，人们就是这样处理的！

其实，当我们将广义协变原理与最小作用量原理结合起来的时候，它才真正发挥出最

大的威力。根据最小作用量原理，基本的物理方程应该通过要求某个作用量取极值来得出，

又由于作用量是一个标量，从而为了使得物理方程广义协变，作用量就应该在广义坐标变

换下保持不变。从而，结合最小作用量原理，我们就能把广义协变原理表述成：在广义相
对论中，物理系统的作用量必须在任意的 x → x′ 的坐标变换下保持不变！尤其是，引力场
本身的作用量必须在任意的 x → x′ 变换下保持不变！

4.2 张量场和微分同胚映射

为了构造满足广义协变原理的物理方程，我们需要让其中涉及的物理量在坐标变换下

按照某种简单的规则变换。这样的变换规则就是 (4.1) 式变换规则的推广，这就需要引入
弯曲时空中的张量场概念。

4.2.1 矢量场和张量场

简单来说，弯曲时空中的张量场就是将第二章引入的闵可夫斯基时空中的张量场概念

推广到弯曲时空。还是让我们从所谓的 (1,0) 型张量场和 (0,1) 型张量场，也就是所谓的

逆变矢量场和协变矢量场开始吧。

首先，在坐标变换 xµ → x′µ 之下，我们有如下变换

dx′µ =
∂x′µ

∂xν dxν , ∂ ′
µ =

∂xν

∂x′µ
∂ν . (4.2)
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为书写简单起见，可以引入矩阵 Sµ
ν，

Sµ
ν(x) =

∂x′µ

∂xν , (4.3)

特别的，对于闵可夫斯基时空中的洛伦兹变换，我们有 Sµ
ν(x) = Λµ

ν，为一个常数矩阵。

但是，对于弯曲时空中的一般性坐标变换，矩阵 Sµ
ν(x) 依赖于 x。另外，根据

∂x′µ

∂xν
∂xν

∂x′ρ
=

∂x′µ

∂x′ρ
= δ µ

ρ , (4.4)

结果为单位矩阵，由此可知

(S−1)
µ

ν(x) =
∂xµ

∂x′ν
, (4.5)

式中 S−1 表示矩阵 S 的逆矩阵。利用 S 和 S−1，我们就能将变换关系 (4.2) 重写为

dx′µ = Sµ
ν(x)dxν , ∂ ′

µ = (S−1)ν
µ(x)∂ν . (4.6)

而度规场的变换关系 (4.1) 就能重写成

g′µν(x
′) = gρσ (x)(S−1)

ρ
µ(x)(S−1)σ

ν(x). (4.7)

将这个方程看作一个矩阵方程，并两边求逆矩阵，就可以得到

g′µν(x′) = Sµ
ρ(x)Sν

σ (x)g
ρσ (x), (4.8)

式中 gµν 为矩阵 gµν 的逆矩阵。

所谓的 (1,0) 型张量场 Aµ(x)，或者说逆变矢量场 Aµ(x)，就是指在坐标变换下和 dxµ

的变换规则相同的一个场。换言之，Aµ(x) 在坐标变换下按如下规则变换

A′µ(x′) = Sµ
ν(x)A

ν(x). (4.9)

而所谓的 (0,1) 型张量场 Bµ(x)，或者说协变矢量场 Bµ(x)，就是指在坐标变换下与 ∂µ 的

变换规则相同的一个场。换言之，Bµ(x) 在坐标变换下按如下规则变换

B′
µ(x

′) = (S−1)ν
µ(x)Bν(x). (4.10)

而 Aµ(x) 与 Bµ(x) 进行指标缩并的结果则是一个标量场，即是说，它的变换规则为

A′µ(x′)B′
µ(x

′) = Aµ(x)Bµ(x). (4.11)

更一般的，对于任何标量场 Φ(x)，它在坐标变换之下的变换规则均为

Φ′(x′) = Φ(x). (4.12)

另外，根据度规场的变换关系 (4.7)、(4.8) 不难看出，gµν(x)Aν(x) 其实是一个协变矢

量场，而 gµν(x)Bν(x) 其实是一个逆变矢量场。因此可以引入如下定义

Aµ(x)≡ gµν(x)Aν(x), Bµ(x)≡ gµν(x)Bν(x). (4.13)



62 Chapter 4. 广义协变原理与微分同胚不变性

即是说，我们可以利用度规场以及它的逆矩阵来将张量场的指标降下去或者升上来。

更一般地，我们可以引入有 k个上指标 l个下指标的 (k, l)型张量场，记作 T µ1...µk
ν1...νl (x)。

在坐标变换之下，它的每一个上指标都像 dxµ 那样变，而每一个下指标都像 ∂µ 那样变。

特别的，度规场 gµν(x) 就是一个 (0,2) 型张量场，而其逆矩阵场 gµν(x) 就是一个 (2,0) 型

张量场。总之，这里的一切都完全平行于第二章讲四维闵可夫斯基时空张量时的概念，只

是现在用来升降指标的度规张量得是 gµν 而不是闵可夫斯基时空的 ηµν，另外，张量的每

个指标得按照 Sµ
ν 或者 (S−1)

µ
ν 变，而不是按照洛伦兹变换的 Λµ

ν 和 (Λ−1)
µ

ν 变。

特别的，容易验证克龙内克记号 δ µ
ν 是一个 (1,1) 型张量。因为

Sρ
µ(S−1)ν

σ δ µ
ν = Sρ

µ(S−1)
µ

σ = δ ρ
σ . (4.14)

很显然，δ µ
ν 是一个在所有坐标系中分量都相同的张量。

下面举一个初看起来像是张量，但其实不是张量的例子，那就是克里斯托夫联络 Γρ
µν。

它初看起来像是一个 (1,2) 型张量，但是细看其在坐标变换下的变换规则

Γ′ρ
µν(x

′) =
∂x′ρ

∂xσ

(
Γσ

αβ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
+

∂ 2xσ

∂x′µ∂x′ν

)
= Sρ

σ Γσ
αβ (S

−1)α
µ(S

−1)
β

ν +Sρ
σ

∂
∂x′µ

(S−1)σ
ν

= Sρ
σ Γσ

αβ (S
−1)α

µ(S
−1)

β
ν +Sρ

σ (S−1)λ
µ∂λ (S

−1)σ
ν , (4.15)

不难发现，它比张量的变换规则额外多出了一项，从而不是一个张量！

另外，对 Sρ
σ (S−1)σ

ν = δ ρ
ν 式求导，可以得到

Sρ
σ ∂λ (S

−1)σ
ν =−(S−1)σ

ν∂λ Sρ
σ . (4.16)

将这个结果代入 (4.15) 式，即可以得到

Γ′ρ
µν(x

′) = Sρ
σ Γσ

αβ (S
−1)α

µ(S
−1)

β
ν − (S−1)λ

µ(S
−1)σ

ν∂λ Sρ
σ . (4.17)

有了张量的概念，我们就很容易构造一大类满足广义协变原理的方程：任何方程，只
要它是两个同样上下指标的张量的等式，则在广义坐标变换下，其形式都将保持不变。例
如，假设 Aµν

ρ 和 Bµν
ρ 是两个 (2,1) 型张量，又如果在 xµ 坐标系里有 Aµν

ρ = Bµν
ρ，

那么在 x′µ 坐标系里，也必定有 A′µν
ρ = B′µν

ρ。特别的，如果在某个坐标系中某张量等于
零，那么在所有的坐标系中，这个张量都必定等于零。

4.2.2 微分同胚映射和李导数

前面我们将 xµ → x′µ 的变换看作是同一个时空点在两组不同坐标下的坐标变换，通

常人们称这种看法为被动的观点。与之相对应的，所谓的主动观点则是，将 x 和 x′ 看成

两个不同的时空点，将 x → x′ 的变换看成是时空点 x 到时空点 x′ 的映射，由于这种映射

是一一对映，并且映射本身以及其逆映射均可微，所以也称作微分同胚映射。即是说，被
动观点中的坐标变换，在主动观点中，就是一个局部微分同胚映射。
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无穷小微分同胚映射

特别的，我们可以考察如下无穷小微分同胚映射

xµ → x′µ = xµ + εµ(x). (4.18)

其中 εµ(x) 是取值为无穷小量的函数。按照微分同胚映射的解释，这个变换将 x 点映射到

了无限靠近的 x′ 点，两点之间相差一个无穷小量 ε, 所以这是一个无穷小微分同胚映射。
很显然，在一阶近似上有

∂x′µ

∂xν = δ µ
ν +∂νεµ ,

∂xν

∂x′µ
= δ ν

µ −∂µεν . (4.19)

下面我们先来看一下度规张量在上述无穷小微分同胚变换下将如何变。很显然

g′µν(x
′) = gρσ (x)

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
= gρσ (x)(δ

ρ
µ −∂µερ)(δ σ

ν −∂νεσ )

= gµν(x)−gρν∂µερ −gµσ ∂νεσ = gµν(x′− ε)−gρν∂µερ −gµσ ∂νεσ

= gµν(x′)− ερ∂ρgµν −gρν∂µερ −gµσ ∂νεσ . (4.20)

将上式中的变量 x′ 替换成变量 x(式中的 x = x′− ε 则替换成 x− ε)，从而在一阶无穷小近
似上，我们可以将同在 x 点的两个张量 g′µν(x) 和 gµν(x) 作差，即考察无穷小微分同胚变

换前后 x 点度规场的改变量

δgµν(x) = g′µν(x)−gµν(x)

=−
[
ερ∂ρgµν(x)+gρν∂µερ +gµρ∂νερ]. (4.21)

完全类似的，也可以得到

δgµν(x) = g′µν(x)−gµν(x)

=−
[
ερ∂ρgµν(x)−gρν∂ρεµ −gµρ∂ρεν]. (4.22)

在广义相对论中，考察度规场在微分同胚变换下的变化当然最为重要，但我们也不能

只关心度规场，而是同时也要关心其它一些场 (比如标量场和矢量场) 在无穷小微分同胚
(4.18) 下如何变化。比如对于标量场 Φ(x)，由于有

Φ′(x′) = Φ(x) = Φ(x′− ε) = Φ(x′)− ερ∂ρΦ, (4.23)

所以在一阶无穷小的近似上，很容易得到

δΦ(x) = Φ′(x)−Φ(x) =−ερ∂ρΦ. (4.24)

再比如对于矢量场 W µ(x)，在无穷小微分同胚 (4.18) 下，有

W ′µ(x′) =W ρ(x)
∂x′µ

∂xρ =W ρ(x)(δ µ
ρ +∂ρεµ)

=W µ(x)+W ρ∂ρεµ =W µ(x′− ε)+W ρ∂ρεµ

=W µ(x′)− ερ∂ρW µ +W ρ∂ρεµ . (4.25)
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从而即有

δW µ(x) =W ′µ(x)−W µ(x) =−
[
ερ∂ρW µ −W ρ∂ρεµ]. (4.26)

类似的，对于矢量场 Uµ(x)，也可以得到

δUµ(x) =U ′
µ(x)−Uµ(x) =−

[
ερ∂ρUµ +Uρ∂µερ]. (4.27)

完全类似的，对于任意二阶张量场 W µν(x) 和 Uµν(x)，我们可以得到

δW µν(x) =W ′µν(x)−W µν(x) =−
[
ερ∂ρW µν −W ρν∂ρεµ −W µρ∂ρεν]

δUµν(x) =U ′
µν(x)−Uµν(x) =−

[
ερ∂ρUµν(x)+Uρν∂µερ +Uµρ∂νερ]. (4.28)

很显然，前面推导的度规场在无穷小微分同胚下的变化规律只是这两个式子的一个应用。

再比如，对于二阶张量场 Fµ
ν(x), 可以得到

δFµ
ν(x) = F ′µ

ν(x)−Fµ
ν(x) =−

[
ερ∂ρFµ

ν −Fρ
ν∂ρεµ +Fµ

ρ∂νερ]. (4.29)

好了，推导了这么多例子，我想读者应该已经找到规律了，那么当然就能写出下面这

个一般性的式子

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x) = T ′µ1µ2...µk

ν1ν2...νl (x)−T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x)

=−
[
ερ∂ρT µ1µ2...µk

ν1ν2...νl −T ρµ2...µk
ν1ν2...νl ∂ρεµ1 −T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl ∂ρεµ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl ∂ν1ερ +T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl ∂ν2ερ + .....
]
. (4.30)

由于按照定义 δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x) 为同在 x 点的两个张量之差，所以它也必定为一个张

量，这就是无穷小微分同胚变换的张量性质。

下面，请读者验证无穷小微分同胚变换的 δ 运算满足莱布尼兹法则。比方说，W µUµ

缩并的结果是一个标量场，不难验证有

δ (W µUµ) = (δW µ)Uµ +W µ(δUµ). (4.31)

而如果不缩并，那 W µUν 就是一个 (1,1) 型张量场，同样不难验证

δ (W µUν) = (δW µ)Uν +W µ(δUν). (4.32)

类似的，还有比如

δ (W µUν) = (δW µ)Uν +W µ(δUν). (4.33)

这些莱布尼兹法则对于任意阶张量之间的乘法 (包括缩并) 都成立！
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Figure 4.1: 矢量场形成的流线。

无穷小微分同胚映射与李导数

下面介绍数学家常用的理解无穷小微分同胚变换的方法。给定时空中的一个矢量场

V µ(x)，我们可以把它想象成时空点在“流动”形成的速度场，进而可以通过积分下面方程

得到这种时空流体的流线

dxµ

dτ
=V µ(x(τ)), (4.34)

如图 (4.1) 所示。进一步，我们可以将这种时空流体的流动过程看成是一种随着参数 τ 连
续进行的微分同胚映射。即是说，经过无穷小“时间”δτ 之后，x 点流到了邻近的 x′ 点，

x′µ = xµ +δτV µ(x), (4.35)

即有无穷小微分同胚

εµ(x) = δτV µ(x). (4.36)

因此时空流体的流动就把 x 点的场 T ··
··(x) (·· 表示任意的上指标和任意的下指标) 带

到了无限邻近的 x′ 点，变成 T ′··
··(x

′) (称作将 x 点的场推前到 x′ 点) 然后就可以和 x′ 点原

本的场 T ··
··(x

′) 进行比较，也就是可以计算 T ··
··(x

′)−T ′··
··(x

′) =−δT ··
··(x

′)。这就是数学上

所谓李导数的本质，沿着向量场 V µ 的李导数记为 LV，其具体定义为

LV T ··
··(x) =

T ··
··(x

′)−T ′··
··(x

′)

δτ
=−δT ··

··
δτ

. (4.37)

或者写作

δT ··
··(x) =−δτLV T ··

··(x). (4.38)

注意到 εµ = δτV µ，因此如果不强调沿着某个特定的矢量场 V µ 作李导数的话，我们也可

以将这个式子写成

δT ··
··(x) =−LεT ··

··(x). (4.39)

很显然，由于无穷小微分同胚变换的张量性质，所以任何张量场求李导数的结果必定

依然是一个张量场，即 LV T ··
··(x) 依然为张量场。
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由李导数的这个定义，加上前面关于无穷小微分同胚变换的推导，很容易得到

LVW µ =V ρ∂ρW µ −W ρ∂ρV µ ,

LVUµ =V ρ∂ρUµ +Uρ∂µV ρ . (4.40)

以及比方说对于二阶张量场，有

LVW µν(x) =V ρ∂ρW µν −W ρν∂ρV µ −W µρ∂ρV ν

LVUµν(x) =V ρ∂ρUµν(x)+Uρν∂µV ρ +Uµρ∂νV ρ . (4.41)

诸如此类等等，总之，前面的所有结果都可以平行地移过来。特别的，李导数满足莱布尼

兹法则！

特别的，我们有

LV T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x) =V ρ∂ρT µ1µ2...µk

ν1ν2...νl

−T ρµ2...µk
ν1ν2...νl ∂ρV µ1 −T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl ∂ρV µ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl ∂ν1V

ρ +T µ1µ2...µk
ν1ρ...νl ∂ν2V

ρ + ...... (4.42)

由此容易验证

LaV+bW T ··
·· = aLV T ··

··+bLW T ··
··, (4.43)

式中 V,W 为两个矢量场，a,b 为两个任意的实常数。

4.3 协变微分

前面引入了张量场的概念，为了满足广义协变原理，我们希望物理方程中的各量都是

张量。另一方面，一个物理方程中免不了出现物理量对时空坐标的导数，物理量是张量，

然而正如我们将要看到的，一个张量场对时空坐标求导的结果就不再是一个张量场了，因

为简单求导的结果是不协变的，因此这就破坏了广义协变原理。为了使广义协变原理始终

成立，这一节我们将对时空导数的概念进行修改，引入称之为协变导数的概念。协变导数
依然可以看成是一种导数，它关于被求导量也是线性，并且同样满足求导的莱布尼兹法则。
引入协变导数的好处就在于，一个张量场的协变导数结果依然是一个张量场，即满足协变

性。

为了看清楚张量场对时空坐标的简单导数不满足协变性，我们考察一个 (1,0) 型张量

场 W µ(x)，在坐标变换下，它的变换关系为

W ′µ(x′) = Sµ
ν(x)W

ν(x). (4.44)

在坐标变换下 W µ(x) 的导数 ∂λW µ(x) 应该变换为 ∂ ′
λW ′µ(x′), 但是

∂ ′
λW ′µ(x′) =

∂xρ

∂x′λ
∂

∂xρ

(
Sµ

ν(x)W
ν(x)

)
= (S−1)

ρ
λ Sµ

ν∂ρW ν +
(
(S−1)

ρ
λ ∂ρSµ

ν
)
W ν . (4.45)
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显然，这不满足张量在坐标变换下的协变规则，它多出了第二行的第二项。

为了消去坐标变换下多出来的这一项，我们在 ∂λW µ(x) 上添加上一个和 W ν 成线性

的项 Γ̃µ
λνW ν( Γ̃µ

λν 为线性系数)，记结果为 DλW µ，称为 W µ 的协变导数，

DλW µ = ∂λW µ + Γ̃µ
λνW ν . (4.46)

我们要求 DλW µ 满足张量的协变性，即在坐标变换下按下式变换

D′
λW ′µ = (S−1)

ρ
λ Sµ

νDρW ν

= (S−1)
ρ

λ Sµ
ν∂ρW ν +(S−1)

ρ
λ Sµ

ν Γ̃ν
ρσW σ . (4.47)

由于

D′
λW ′µ = ∂ ′

λW ′µ + Γ̃′µ
λνW ′ν

= (S−1)
ρ

λ Sµ
ν∂ρW ν +

(
(S−1)

ρ
λ ∂ρSµ

ν
)
W ν + Γ̃′µ

λνSν
σW σ . (4.48)

因此，为了满足 (4.47) 式，必有

(S−1)
ρ

λ Sµ
ν Γ̃ν

ρσ = (S−1)
ρ

λ ∂ρSµ
σ + Γ̃′µ

λνSν
σ (4.49)

由此易得

Γ̃′µ
λκ = (S−1)

ρ
λ (S

−1)σ
κSµ

ν Γ̃ν
ρσ − (S−1)

ρ
λ (S

−1)σ
κ∂ρSµ

σ . (4.50)

人们称满足上式变换关系的线性系数 Γ̃µ
λκ 为仿射联络。不难发现，上式的变换关系与

克里斯托夫联络的变换关系 (4.17) 完全相同。所以，仿射联络 Γ̃µ
λκ 是存在的，因为它至

少可以取作克里斯托夫联络 Γµ
λκ。实际上，满足变换关系 (4.50) 的仿射联络不仅仅存在，

而且通常不唯一。仿射联络本身不是张量，因为在坐标变换下它的变换关系中额外多出了

一项。但是，不难证明，两个不同仿射联络的差却是一个 (1,2) 型张量，因为在坐标变换
下两者变换关系中额外多出的项相互抵消了！

注意，克里斯托夫联络关于两个下指标是对称的，但是更一般的仿射联络可没有这个

性质。

下面我们把协变导数推广到更一般的张量场。在这里关键是要利用协变导数满足莱布

尼兹法则的性质。另外，我们还要注意到，对于一个标量场的协变导数就等于普通导数 (因
为标量场的普通导数本身已经是协变的了)，即

DµΦ = ∂µΦ, (4.51)

其中 Φ 为标量场。
比方说，为了得到一个下指标矢量场 Uµ 的协变导数，我们只要注意到 UµW µ 是一个

标量场，从而

Dρ
(
UµW µ)= ∂ρ

(
UµW µ). (4.52)
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另一方面，利用协变导数的莱布尼兹法则，有 Dρ
(
UµW µ)= (DρUµ

)
W µ +Uµ

(
DρW µ)。由

此不难验证，仅当 DρUµ 取如下形式时，(4.52) 式才能得以满足，

DρUµ = ∂ρUµ − Γ̃σ
ρµUσ . (4.53)

注意，与 (4.46) 式不同，这里等式右边的第二项是一个减号。
为了得到更一般的张量，比方说 T µν

ρ 的协变导数，我们只需注意到 T µν
ρ W ρUµVν 是一

个标量场，从而不难验证为了满足

Dλ
(
T µν

ρ W ρUµVν
)
= ∂λ

(
T µν

ρ W ρUµVν
)
, (4.54)

而且同时满足协变导数的莱布尼兹法则，人们就必须取

Dλ T µν
ρ = ∂λ T µν

ρ + Γ̃µ
λσ T σν

ρ + Γ̃ν
λσ T µσ

ρ − Γ̃σ
λρT µν

σ . (4.55)

按照类似的办法，人们不难得到任意一个张量场的协变导数公式。

联络和协变导数也是规范场论中的基本概念，不过那里的联络和协变导数通常都是作

用在取值于内部空间的向量场上，而广义相对论中的则是作用在取时空指标的张量场上。

用数学家的话来说即是，规范场论的联络和协变导数通常定义在一般的向量丛上，而广义

相对论中的联络和协变导数则是定义在切丛、余切丛以及它们的各种张量积上。

下面我们讨论沿着时空中一条曲线 xµ(τ) 的协变微分。假设时空中有矢量场 Aµ(x)，

我们将它限制在曲线 xµ(τ) 上，得到沿着曲线定义的矢量 Aµ(τ)，我们定义矢量 Aµ(τ) 沿
着曲线的协变微分 DAµ

Dτ 为

DAµ

Dτ
=

dxν

dτ
DνAµ =

dxν

dτ
(
∂νAµ + Γ̃µ

νρAρ)
=

dAµ

dτ
+ Γ̃µ

νρ
dxν

dτ
Aρ . (4.56)

显然，最后的结果并不需要 Aµ 在整个时空上有定义，只需要它沿着曲线 xµ(τ) 有定义就
行。因此，对于任意沿着曲线 xµ(τ) 有定义的矢量 Aµ(τ)，我们可以直接定义它沿着曲线
的协变微分为

DAµ

Dτ
≡ dAµ

dτ
+ Γ̃µ

νρ
dxν

dτ
Aρ . (4.57)

从引入这个定义的过程不难看出，DAµ

Dτ 依然是一个矢量，也即是说在坐标变换下，它像一

个矢量那样变换，

DA′µ

Dτ
=

∂x′µ

∂xν
DAν

Dτ
. (4.58)

类似的，可以将协变矢量 Bµ(τ) 沿着曲线 xµ(τ) 的协变微分定义成

DBµ

Dτ
≡

dBµ

dτ
− Γ̃ρ

νµ
dxν

dτ
Bρ . (4.59)
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当然，DBµ
Dτ 依然是一个协变矢量。同样的，也可以定义任意张量 T 沿着曲线 xµ(τ) 的协变

微分，比如对于 (1,1) 张量 T µ
ν(τ)，可以定义

DT µ
ν

Dτ
≡ dT µ

ν
dτ

+ Γ̃µ
ρλ

dxρ

dτ
T λ

ν − Γ̃λ
ρν

dxρ

dτ
T µ

λ . (4.60)

当然，DT µ
ν

Dτ 依然是一个 (1,1) 张量。

特别的，

DAµ

Dτ
= 0, (4.61)

是一个协变方程，因此它只要在一个坐标系中成立，则在任意坐标系中均成立。通常称满

足上述方程的 Aµ(τ) 为矢量 Aµ 沿着曲线 xµ(τ) 的平行移动。上述方程也就称作矢量 Aµ

沿着曲线的平行移动方程，很显然，只要 Aµ(τ) 在某个初始 τ = 0 的值给定，则通过求解

平行移动方程，Aµ(τ) 沿着整根曲线 xµ(τ) 的值就都给定了。完全类似的，任何张量都可
以用平行移动在一条曲线上定义，只要这个张量沿着该曲线的协变微分等于零。

4.4 等效原理和微分同胚不变性

前面说过，广义坐标变换在主动观点中可以看成是局部微分同胚映射。因此根据这个

主动的观点，我们也可以把结合最小作用量原理的广义协变原理表述成：在广义相对论中，
物理系统的作用量必须在任意 x → x′ 的微分同胚映射下保持不变，称之为微分同胚不变
性。尤其是，引力场本身的作用量必须具有微分同胚不变性。

4.4.1 最小耦合原理

为了满足微分同胚不变性，物理系统的作用量就只能由各种张量场以及它们的协变导

数来构造。换言之，物理系统的拉格朗日密度 L 必然是由各种张量场以及它们的协变导

数所构造出来的一个标量函数。这些张量场中既包括与引力耦合的物质场，当然也包括刻

画引力场的度规场 gµν(x)。除了度规场以外，协变导数本身还额外引入了一个场，即仿射

联络场 Γ̃ρ
µν , 当然这个场本身并不是张量场。平直的闵可夫斯基时空当然不需要仿射联络

场，所以看起来似乎是，仿射联络场 Γ̃ρ
µν 和度规场一样都是刻画引力场的。

但是，如果在微分同胚不变性的基础上进一步应用等效原理，就可以得出，广义相对
论中的仿射联络必须取克里斯托夫联络，即必有 Γ̃ρ

µν = Γρ
µν。换言之，广义相对论中的仿

射联络完全由度规场决定，从而刻画引力的唯一只有度规场。

具体的推理过程如下：首先，根据等效原理，在局部惯性系中，引力场被惯性力抵消

了，从而在局部惯性系中，必有仿射联络等于零，即 Γ̃ρ
µν = 0。换言之，在局部惯性系中，

协变导数 Dµ 就退化成通常的导数 ∂µ。另一方面，在局部惯性系中，gµν = ηµν，根据克里

斯托夫联络的表达式易知，这时也必有克里斯托夫联络等于零，即 Γρ
µν = 0。从而可知，在

局部惯性系中 T ρ
µν = Γ̃ρ

µν −Γρ
µν = 0。但是，前面说过，两个不同联络的差是一个张量，从

而 T ρ
µν 是一个张量。而一个张量在某个坐标系中等于零，则在任何坐标系中都等于零，从

而可知 T ρ
µν 恒等于零。也即是说，在任意坐标系中，恒有 Γ̃ρ

µν = Γρ
µν。
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因此，在广义相对论中的平行移动方程是

DAµ

Dτ
=

dAµ

dτ
+Γµ

νρ
dxν

dτ
Aρ = 0. (4.62)

另一方面，当把参数 τ 取作固有时我们就可以定义四维速度 uµ

uµ =
dxµ

dτ
, (4.63)

根据固有时间的方程 −dτ2 = gµνdxµdxν , 我们有

gµνuµuν =−1 ⇒ uµuµ =−1. (4.64)

进而当曲线参数 τ 是固有时时，我们就可以把平行移动方程重写为

DAµ

Dτ
=

dAµ

dτ
+Γµ

νρuνAρ = 0. (4.65)

特别的，四维速度本身的平行移动方程是，

Duµ

Dτ
=

duµ

dτ
+Γµ

νρuνuρ = 0

⇔Duµ

Dτ
=

d2xµ

dτ2 +Γµ
νρ

dxν

dτ
dxρ

dτ
= 0. (4.66)

结果正是引力场中自由下落粒子的测地线方程。所以，测地线方程其实就是粒子四维速度

的平行移动方程。

从本书第三章的相关结论我们知道，克里斯托夫联络满足如下等式

∂ρgµν −gµσ Γσ
ρν −gσνΓσ

ρµ = 0. (4.67)

在广义相对论中，结合协变导数的定义可知，上式可以重写成

Dρgµν = 0. (4.68)

通常称这个结果为协变导数与度规场的相容性条件。不是任何协变导数都满足这个相容性

条件，但是广义相对论中的协变导数自动满足这个相容性条件。实际上，根据第三章的相

关讨论也不难知道，相容性条件再加上联络是对称联络的要求，反过来也唯一决定了广义

相对论中的联络为克里斯托夫联络。

另一种得到协变导数与度规场相容性条件的方法是，先取局部惯性系，注意在局部惯

性系的原点，联络为零，从而即有 Dρgµν = ∂ρηµν = 0。但是 Dρgµν 是协变的，它在局部

惯性系中为零，则在任何坐标系中都恒为零，从而即有相容性条件。完全类似于这个推理，

我们也不难得到

Dρgµν = 0, Dρδ µ
ν = 0. (4.69)

等效原理加上广义协变原理就基本上决定了物质场 (即除引力场之外其他一切产生引
力的物质的场) 与引力场的相互作用形式，或者说决定了物质场与引力场耦合的形式。为
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了看清楚这一点，我们首先可以选取一个局部惯性系，由于在局部惯性系的原点引力场完

全被抵消了，因此可知，物质场的拉格朗日密度在这一点上必定与平直的闵可夫斯基时空

中的形式完全相同，特别的，这时候拉格朗日密度中物质场对时空的导数必定就是普通的

偏导 ∂µ。然后，我们从局部惯性系坐标变换到任意坐标系，根据广义协变性，这时候物质

场作用量中的时空度规 ηµν 就应该替换成更一般的 gµν , 同样，为了满足广义协变性，物
质场作用量中的偏导 ∂µ 就应该替换成协变导数 Dµ。另一方面，上文我们已经看到，广义

相对论中的协变导数取决于克里斯托夫联络，而它完全由度规场 gµν 决定，因此这种替换

手续就决定了物质场与描写引力的度规场 gµν 的耦合形式。人们通常称这种由平直的闵可

夫斯基时空过渡到弯曲时空的替换手续为物质场与引力场的最小耦合原理。很显然，最小
耦合原理基本上可以看作是等效原理和广义协变原理的一个推论。

4.4.2 微分同胚不变性与能量动量张量

无穷小微分同胚再研究

前面已经看到，在无穷小局域微分同胚 xµ → x′µ = xµ +εµ(x)之下，张量场 T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x)

的改变量为

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x)

=−
[
ερ∂ρT µ1µ2...µk

ν1ν2...νl −T ρµ2...µk
ν1ν2...νl ∂ρεµ1 −T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl ∂ρεµ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl ∂ν1ερ +T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl ∂ν2ερ + .....
]
. (4.70)

但是由于广义相对论中的联络为克里斯托夫联络，而克里斯托夫联络是一个对称联络，满

足 Γρ
µν = Γρ

νµ , 由此不难直接证明，可以将上面 δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x) 中的普通导数通通改

成协变导数，即有

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x)

=−
[
ερDρT µ1µ2...µk

ν1ν2...νl −T ρµ2...µk
ν1ν2...νl Dρεµ1 −T µ1ρ ...µk

ν1ν2...νl Dρεµ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl Dν1ερ +T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl Dν2ερ + .....
]
. (4.71)

同样的，对于李导数，我们也有

LV T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl (x) =V ρDρT µ1µ2...µk

ν1ν2...νl

−T ρµ2...µk
ν1ν2...νl DρV µ1 −T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl DρV µ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl Dν1V

ρ +T µ1µ2...µk
ν1ρ...νl Dν2V

ρ + ...... (4.72)

特别的，我们可以将度规场在无穷小微分同胚下的改变量 δgµν 重写成

δgµν =−[ερDρgµν +gρνDµερ +gµρDνερ ]. (4.73)

进一步利用度规场与协变导数的相容性条件，即有

δgµν =−[Dµεν +Dνεµ ]. (4.74)
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完全类似的，也有

δgµν = Dµεν +Dνεµ . (4.75)

同样，我们也可以将度规场的李导数重写成

Lεgµν = Dµεν +Dνεµ . (4.76)

能量动量张量

下面我们来考察最小耦合原理和微分同胚不变性的一个重要推论。为此，我们先回顾

一下本书第二章讲述诺特定理和能量-动量张量时的一个结论。在第二章中，我们说过，在
平直的闵可夫斯基时空中，在如下无穷小局域时空变换下，

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), (4.77)

任何物质系统作用量 Sm 的改变量必定可以写成

δSm =
∫

dvT µν(η)∂µεν(x) =
1
2

∫
dvT µν(η)

(
∂µεν +∂νεµ

)
. (4.78)

其中 T µν(η) 是一个对称张量，称之为能量-动量张量, η 表示闵可夫斯基时空的度规张量
ηµν , T µν(η) 的完整含义是定义在闵可夫斯基时空的能量动量张量，这是我们在第二章中

引入的。式中 dv为四维时空体积元，对于闵可夫斯基时空 dv= d4x。因此，根据最小耦合原

理的替换规则，可以得到：在任意弯曲时空中，在无穷小局域微分同胚 xµ → x′µ = xµ +εµ(x)

之下，如果不考虑度规场 gµν 在微分同胚下的改变，而仅仅只考虑物质场的微分同胚变换，

则任何物质系统作用量 Sm 的改变量必定可以写成

δSm =
1
2

∫
dvT µν(g)

(
Dµεν +Dνεµ

)
, (4.79)

其中 T µν(g)是 T µν(η)经过最小耦合原理的替换规则后得到的弯曲时空能量动量张量。式

中 dv 表示弯曲时空的四维体积元，它和平直时空的体积元 d4x 有所差别，dv 的具体形式

我们稍后给出。当然，平直时空中的能动量守恒方程，现在就应该替换成

∂µT µν = 0 ⇒ DµT µν = 0. (4.80)

另一方面，由于和引力场耦合，所以弯曲时空中的物质场作用量 Sm 当然与度规场 gµν

有关，不妨将物质场作用量对 gµν 的变分记为如下形式

δSm =
1
2

∫
dvΘµνδgµν , (4.81)

式中 Θµν 为某个对称的二阶张量。下面我们将会证明，Θµν 其实就等于物质场的能量动

量张量 T µν，即

Θµν = T µν . (4.82)
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为了证明这一点，我们需要用到物质场作用量的微分同胚不变性。为此，考察无穷小

微分同胚 xµ → xµ + εµ(x), 由于在此微分同胚下物质场和度规场都要发生改变，从而物质
场作用量的改变量必为

δSm =
1
2

∫
dvΘµνδgµν +

1
2

∫
dvT µν(Dµεν +Dνεµ

)
=

1
2

∫
dv
[
(−Θµν +T µν)

(
Dµεν +Dνεµ

)]
, (4.83)

式中我们已经代入了 (4.74) 式的结果。进一步根据物质场作用量的微分同胚不变性，必有
δSm = 0，从而必有

δSm = 0 ⇒ Θµν = T µν . (4.84)

综上，我们即得到物质场能量动量张量的一个等价定义，即：物质场能动量张量等于

弯曲时空中物质场作用量对度规张量 gµν 的泛函导数，即

δSm =
1
2

∫
dvT µνδgµν . (4.85)

值得强调的是，物质场作用量的微分同胚不变性并不要求场位形满足场的运动微分方

程 (场方程)，但是，能动量张量的守恒方程 DµT µν = 0 要求其中的物质场满足场方程。当

一个场位形满足场方程时，人们也称之为在壳的 (On Shell), 而对于不满足场方程的场位
形，人们就称之为离壳的 (Off Shell)。微分同胚不变性并不要求物质场在壳，但是能动量
守恒要求物质场在壳。

物质场的微分同胚不变性即使场离壳也成立！但是，当物质场在壳时，微分同胚不变
性本身就能推论出能动量张量的守恒方程。为了看清楚这一点，我们不妨将物质场抽象地
记作 Φ，将它在无穷小微分同胚下的改变量记作 δΦ。在无穷小微分同胚之下，由于物质
场和度规场都要变换，所以物质场作用量的改变量为

δSm =
1
2

∫
dvT µνδgµν +

∫
d4x

δSm

δΦ
δΦ(x)

=−1
2

∫
dvT µν(Dµεν +Dνεµ

)
+
∫

d4x
δSm

δΦ
δΦ(x). (4.86)

下面假设物质场在壳，从而根据最小作用量原理，必有场方程
δSm

δΦ
= 0. (4.87)

因此，这时候物质场作用量在无穷小微分同胚之下的改变量就等于

δSm =−1
2

∫
dvT µν(Dµεν +Dνεµ

)
=−

∫
dvT µνDµεν . (4.88)

利用 Dµ
(
T µνεν

)
= (DµT µν)εν + T µνDµεν 进行分部积分，再利用高斯定理

∫
dvDµAµ =∫

∞ dSµAµ , 并假设在无穷远边界上 εν = 0, 从而即有

δSm =
∫

dv(DµT µν)εν . (4.89)

当然，物质场在壳时，作用量同样会有微分同胚不变性，也即 δSm = 0, 由此就可以得出

DµT µν = 0. (4.90)

正是能动量张量守恒方程。
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四维时空体积元

下面我们给出四维时空体积元 dv 的具体形式。首先，我们注意到四维体积元一定是

不依赖于特定坐标系的，即是说 dv 的表达式得在广义坐标变换之下保持不变。

其次，根据多元微积分知识可以知道，在广义坐标变换 xµ → x′µ 之下，

d4x′ = |∂x′

∂x
|d4x, (4.91)

式中 | ∂x′
∂x | 为坐标变换的雅可比行列式，即 | ∂x′

∂x | 为 4×4 矩阵 Sµ
ν = ∂x′µ

∂xν 的行列式。即是

说，d4x 在广义坐标变换之下并不能保持不变，从而它并不能作为四维弯曲时空的体积元。

当然，如果我们考察的是平直的闵可夫斯基时空，那由于洛伦兹变换的行列式等于 1，所
以这时候 d4x 就是洛伦兹不变的，从而就可以作为平直时空的体积元。

为了找到一个广义坐标变换不变的四维体积元，我们注意到度规场在广义坐标变换之

下按照下式变换，

g′µν =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
gρσ . (4.92)

从而不难看到，4×4 度规矩阵的行列式 g = det(gµν) 在坐标变换之下将按如下规则变换

g′(x′) = |∂x′

∂x
|−2g(x). (4.93)

再注意到度规矩阵 gµν 为闵氏符号的，即它有三个正本征值，一个负本征值，从而不

难知道行列式 g 必为负数。进而根据 (4.91) 式和 (4.93) 式不难看出，√
−gd4x 是广义坐

标变换不变的，即有

√
−g′d4x′ =

√
−gd4x. (4.94)

从而四维弯曲时空的体积元就可以定义为
√
−gd4x, 即

dv =
√
−gd4x. (4.95)

特别的，对于闵可夫斯基时空，则有 g =−1，从而即有 dv = d4x，正好和通常的体积元定

义一致。

能动量张量举例

下面列举几个物质系统的能动量张量。

例 1，引力场中的多粒子体系
第一个例子是引力场中的多粒子体系。这个物质系统的作用量为

Sm =−∑
n

mn

∫
dτn =−∑

n
mn

∫
dτn

√
−gµν(xn)

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
. (4.96)

式中 xµ
n 为粒子 n 的时空坐标，τn 为它的固有时。
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不难计算 Sm 对度规张量的变分，为

δSm =−∑
n

mn

∫
dτnδ

√
−gµν(xn)

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn

= ∑
n

mn

∫
dτn

1
2

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δgµν(xn)

=
1
2

∫ √
−gd4x

[ 1√
−g ∑

n
mn

∫
dτn

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)]
δgµν(x).

式中第二行我们利用了
√
−gµν(xn)

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
= 1。将上面的结果与能动量张量的定义式 (4.85)

进行比较，不难得到

T µν(x) =
1√
−g ∑

n
mn

∫
dτn

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)
. (4.97)

与第二章中的相关结果比较不难发现，这正是弯曲时空中多粒子体系的能动量张量。

例 2，弯曲时空中的标量场
我们要考察的第二个例子是弯曲时空中的标量场。作为场论系统，这个物质系统的作

用量必定可以写成如下形式

Sm =
∫

dvL =
∫ √

−gd4xL , (4.98)

式中 L 表示拉格朗日密度。对于弯曲时空中的标量场 ϕ，根据最小耦合原理，我们可以
将相应的拉格朗日密度取成

L =−1
2

gµν∂µϕ∂νϕ −U (ϕ). (4.99)

为了计算物质场作用量对度规张量的变分，我们需要用到如下引理。引理：对于任何
矩阵 M, 总有

Tr
(
M−1δM

)
= δ lndetM. (4.100)

式中 detM 表示矩阵 M 的行列式，Tr 代表矩阵求迹，即对角元之和。

上面引理的证明非常直接了当，

δ lndetM = lndet(M+δM)− lndetM

= ln
det(M+δM)

detM
= lndet

(
M−1(M+δM)

)
= lndet(1+M−1δM)

= ln
(
1+Tr(M−1δM)

)
= Tr

(
M−1δM

)
. (4.101)

后面两行的等号都是表示在忽略高阶无穷小的意义上相等。

取引理中的矩阵 M 为度规矩阵 gµν，则根据引理不难得到

δg = ggµνδgµν . (4.102)
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另外，将矩阵方程 gµνgνρ = δ µ
ρ 两边微分，不难得到 (δgµν)gνρ +gµνδgνρ = 0, 由此即得

δgµν =−gµρδgρσ gσν . (4.103)

当然，这实际上就是如下矩阵方程的一个简单例子

δM−1 =−M−1(δM)M−1, (4.104)

式中 M 表示任何可逆矩阵。

利用上一段的两个结果，不难计算物质场作用量 Sm 对度规场的变分

δSm =
∫

d4x(δ
√
−g)L +

∫ √
−gd4xδL

=
∫ √

−gd4x
(1

2
gµνL δgµν +δL

)
. (4.105)

对于前面给出的标量场拉格朗日密度，不难算得它对度规场的变分为

δL =
1
2

∂ µϕ∂ νϕδgµν . (4.106)

综上，即得

δSm =
1
2

∫
dv
(
gµνL +∂ µϕ∂ νϕ

)
δgµν . (4.107)

从而可知标量场的能量动量张量为

T µν = ∂ µϕ∂ νϕ +gµνL

= ∂ µϕ∂ νϕ − 1
2

gµν∂ρϕ∂ ρϕ −gµνU (ϕ). (4.108)

与第二章中的相关结果比较，不难发现，这正是弯曲时空中标量场的能量动量张量。

注记：三种能量动量张量

实际上，在理论物理学中，有三种定义不相同的能量动量张量。首先，时空平移对称

性所对应的守恒流称之为正则能量动量张量，正则能量动量张量不一定是对称张量。不

过，对于每一个正则能量动量张量，人们都可以构造一个相应的对称守恒张量，称之为

Belinfante-Rosenfeld 张量。Belinfante-Rosenfeld 张量当然也是能量动量张量，所以这就
有了两种能量动量张量。

第三种能量动量张量是所谓的希尔伯特能量动量张量，它也就是前面我们引入的对称

张量 Θµν，它的定义就是物质场作用量对度规场的泛函导数。

在本书第二章以及本章 (第四章) 的相关讨论中，我们实际上是澄清了这三种能量动
量张量之间的关系。首先，在第二章中，通过所谓的诺特技巧 (Noether’s trick), 我们可以
利用无穷小局域洛伦兹变换引入对称的 Belinfante-Rosenfeld 张量，这样就以诺特定理的
形式统一了正则能量动量张量和 Belinfante-Rosenfeld 张量。
而在本章中，通过利用微分同胚不变性，我们又进一步证明了，只要物质场与引力场

之间的耦合是最小耦合，那么弯曲时空中的 Belinfante-Rosenfeld 张量就严格等于希尔伯
特能量动量张量。这样我们就彻底澄清了三种能量动量张量之间的关系。
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4.5 弯曲时空中的高斯定理

前面的相关讨论中我们用到了弯曲时空中的高斯定理，而且后面的章节中也会用到这

个定理。本节我们对此进行一个详细的讨论和证明。

引理：首先我们讨论一个引理，即克里斯托夫联络的指标收缩能够写成如下形式

Γµ
µν =

1√
|g|

∂ν
√

|g|, (4.109)

式中 g = detgµν。

证明：首先，根据克里斯托夫联络的定义式，我们有

Γµ
µν =

1
2

gµρ∂νgµρ =
1
2

Tr
(
g−1∂νg

)
. (4.110)

式中 g 代表矩阵 (gµν)。利用 Tr(M−1δM) = δ lndetM, 可以进一步得到

Γµ
µν =

1
2

Tr
(
g−1∂νg

)
=

1
2

∂ν ln |detg|

=
1
2

∂ν ln |g|= ∂ν ln(
√
|g|) = 1√

|g|
∂ν
√
|g|. (4.111)

式中第二行和第一行有所不同，其中的 g = det(gµν)。

弯曲时空的高斯定理：假设 M 是一个 D = n 维的弯曲时空，假设它有一个边界 ∂M。

将 ∂M 的指向时空外侧的法向量记作 nν , nν 为一个单位向量，满足 gµνnµnν = 1。则对于

M 上的任何向量场 Aµ , 我们有∫
M

dnx
√
|g|DµAµ =

∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµAµ =

∫
∂M

dSµAµ . (4.112)

式中 hi j 是边界 ∂M 上的诱导度规，h = det(hi j)，dSµ ≡ dn−1x
√
|h| ·nµ 表示边界上的面积

元矢量。

证明：引用上面的引理，即有√
|g|DµAµ =

√
|g|
(
∂µAµ +Γµ

µνAν)=√|g|
(
∂µAµ +Xν 1√

|g|
∂ν
√
|g|
)

= ∂µ
(√

|g|Aµ). (4.113)

也即是说，一个向量场的协变散度可以重新表达成普通散度的形式！因此∫
M

dnx
√

|g|DµAµ =
∫

M
dnx∂µ

(√
|g|Aµ). (4.114)

然后我们当然就可以用普通的高斯定理。

为了看得更清楚，我们不妨假设 ∂M 可以局部地由 xn =常数 的超曲面刻画，进而可

以将度规写成如下形式

gµν =

(
hi j 0

0 N2

)
, (4.115)
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式中 hi j 即为边界 ∂M上的诱导度规，N 为某函数。从而局部地有法向量 nµ = (0,0, ...,1/N),
满足 gµνnµnν = 1. 当然也有 nµ = gµνnµ = (0,0, ...,N).

利用上一段的结果即有∫
M

dnx∂µ
(√

|g|Aµ)= ∫
∂M

dn−1x
(√

|h|N2An)= ∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµAµ .

式中第一个等号就是在 ∂M 由 xn =常数 刻画的局部坐标中应用了普通的高斯定理。结合

上面这个结果和 (4.114) 式，即有∫
M

dnx
√
|g|DµAµ =

∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµAµ . (4.116)

定理得证。

拉普拉斯算符：上述证明过程有一个副产品，即对于一个标量场 Φ, 拉普拉斯算符对
其作用为

DµDµΦ = Dµ
(
∂ µΦ

)
=

1√
|g|

∂µ
(√

|g|∂ µΦ
)
=

1√
|g|

∂µ
(√

|g|gµν∂νΦ
)
. (4.117)

举个例子，比如平坦的三维欧几里德空间，这时候在三维直角坐标中，协变导数当然

就是普通的导数，所以上面协变形式的拉普拉斯算符实际上就是普通的三维空间的拉普拉

斯算符！但是，协变的形式不止适用于直角坐标，而是可以适用于任何坐标。下面，转入

到球坐标，这时候度规为

ds2 = dr2 + r2dθ 2 + r2 sin2 θdϕ 2. (4.118)

度规张量的行列式为 |g|= r4 sin2 θ , 度规张量的逆也是显然的

gµν =


1 0 0

0 r−2 0

0 0 r−2 sin−2 θ

 . (4.119)

从而根据上一段的公式，容易求得

1√
|g|

∂µ
(√

|g|gµν∂νΦ
)

=
[ 1

r2 ∂r(r2∂r)+
1

r2 sinθ
∂θ
(

sinθ∂θ
)
+

1
r2 sin2 θ

∂ 2
ϕ
]
Φ. (4.120)

这正是球坐标中拉普拉斯算符的表达式。
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我们已经看到如何通过最小耦合原理得到弯曲时空中的物质场作用量，下一步当然是

要寻找引力场本身的作用量。从第二章关于经典场论的讨论可以知道，这样一个引力场的

作用量只能包括两个度规场导数（高次导数不能出现，否则就会有 Ostrogradsky 不稳定
性），要么以一阶导数的“平方”的形式，要么以度规场的二阶导数项的形式，在作用量原

理中这两种形式是等价的，因为一阶导数的“平方”分部积分以后就会得到一个二阶导数

项。与此同时，微分同胚不变性也要求引力场作用量在广义坐标变换之下保持不变。

但是，要同时满足以上两个要求却并不容易。首先，如果度规场的导数是普通导数的

话，那就不容易满足广义协变性的要求。但是，如果将度规场的导数取作协变导数，那由

于 Dρgµν = 0, 因此又不容易得到一个非零的作用量。所以寻找引力场的作用量是一个高
度非平凡的问题。结果表明，解决这个高度非平凡的问题需要用到黎曼的伟大贡献，那就

是黎曼曲率张量。

5.1 黎曼曲率张量

我们已经看到，引力是时空的弯曲，但是，如何刻画时空的弯曲程度呢？换言之，如

何刻画时空的曲率呢？为了讨论这个问题我们不妨一般性地假定时空是 D 维的。

在第一章的最后我们已经看到，为了刻画 D 维弯曲时空，我们需要寻找这样一个量，

它满足：第一，它得包括度规场的二阶导数项，因为在黎曼正则坐标系 (局部惯性系) 的
原点，度规场的一阶导数是零，要刻画这一点的曲率就需要引入度规场的二阶导数。第二，

这个刻画要在所有的坐标系中均成立，也就是说，这个量得是协变的，它得是一个张量。
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第三，在平直的闵可夫斯基时空中，这个量要恒等于零，因为它是刻画时空弯曲程度的量。

第四，这个量得有 1
12 D2(D2 −1) 个独立分量。正是黎曼找到了这个量的具体表达式，这就

是所谓的黎曼曲率张量。

5.1.1 寻找黎曼曲率张量

首先让我们来回顾一下平直空间的无穷小平移如何影响一个函数。假设在平直时空从

x 点移动到邻近的 x+δx 点，则某个函数 f (x) 的值将变为 f (x+δx)。很显然，在忽略高

阶无穷小的意义上，我们有

f (x+δx) =
(
1+δxµ∂µ

)
f (x), (5.1)

即是说，
(
1+δxµ∂µ

)
是无穷小平移算符，当将它作用在函数 f (x) 上，就得到 f (x+δx)。

现在，我们要考察的是弯曲时空的移动，这时候当然就要将平移算符中的偏导运算替

换成协变导数，所以弯曲时空的无穷小移动算符就应该是

(
1+δxµDµ

)
. (5.2)

很显然的是，平直时空中的平移与具体的移动路径无关，从同一起点经不同路径到达同一

终点，结果总是相同的。但是，正如我们将要看到的，在弯曲时空中，移动的结果依赖于

具体的移动路径。这种依赖正好反应了时空弯曲的曲率。

为了看清楚这一点，让我们考察在弯曲时空中沿着 δ1x 和 δ2x 两个不同方向将一个矢

量 Sρ 从两个对角中的左下角移动到右上角，如图 (5.1) 所示。现在我们有两条不同的移动
路径，先沿着 δ1x 移动，再沿着 δ2x 移动，得到的结果是

(
1+(δ2x)µDµ

)(
1+(δ1xν)Dν

)
Sρ ,

相反，先沿着 δ2x移动，再沿着 δ1x移动，得到的结果将是
(
1+(δ1x)νDν

)(
1+(δ2xµ)Dµ

)
Sρ ,

两条不同移动路径的差值是

(
1+(δ2x)µDµ

)(
1+(δ1xν)Dν

)
Sρ −

(
1+(δ1x)νDν

)(
1+(δ2xµ)Dµ

)
Sρ

=(δ2x)µ(δ1x)ν [Dµ ,Dν ]Sρ , (5.3)

式中 [Dµ ,Dν ] = DµDν −DνDµ 称作协变导数算符的对易子。我们认为两条不同移动路径

所得到的结果之差 (δ2x)µ(δ1x)ν [Dµ ,Dν ]Sρ 正好可以用来刻画时空曲率。

Figure 5.1: 在弯曲时空中沿着 δ1x 和 δ2x 两个不同方向将一个矢量从两个对角中的左下

角移动到右上角。
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由于 (δ2x)µ(δ1x)ν 正比于图 (5.1) 中无穷小四边形的面积，它是我们选取移动路径的
结果，所以和时空曲率无关，另外，时空曲率当然也应该和我们具体移动的矢量 Sρ 无关。

所以正确地说应该是，我们认为 [Dµ ,Dν ]Sρ 模去矢量 Sρ 的信息就可以用来刻画时空曲率。

[Dµ ,Dν ]Sρ 是一个张量，而且显然与 Sρ 成线性关系，所以我们可以假设

[Dµ ,Dν ]Sρ =−Rσ
ρµνSσ , (5.4)

式中的负号只是为了使得 Rσ
ρµν 与通常的约定相符。根据上面的讨论可以知道，上式中的

张量 Rσ
ρµν 正好可以用来刻画时空曲率, 实际上，它就是所谓的黎曼曲率张量。

为了得到 Rσ
ρµν 的表达式，我们进行如下计算：首先，

DµDνSρ = ∂µ(DνSρ)−Γσ
µνDσ Sρ −Γσ

µρDνSσ . (5.5)

而我们真正要计算的是 [Dµ ,Dν ]Sρ，为此我们需要将 (5.5) 式的结果减去将它的 µ、ν 指
标互换之后的结果。注意到 (5.5) 式右边的第二项关于 µ、ν 指标是对称的，因此直接就
被减掉了。而对于 (5.5) 式右边第一项和第三项中的 DνSρ，我们可以直接代入协变导数的

定义，由此不难得到

[Dµ ,Dν ]Sρ = ∂µ(∂νSρ −Γσ
νρSσ )−Γσ

µρ(∂νSσ −Γλ
νσ Sλ )−

(
µ ↔ ν

)
=−(∂µΓσ

νρ)Sσ −Γσ
νρ∂µSσ −Γσ

µρ∂νSσ +Γσ
µρΓλ

νσ Sλ −
(
µ ↔ ν

)
=−

(
∂µΓσ

νρ −∂νΓσ
µρ +Γσ

µλ Γλ
νρ −Γσ

νλ Γλ
µρ
)
Sσ . (5.6)

与 Rσ
ρµν 的定义式 (5.4) 进行比较，即有

Rσ
ρµν = ∂µΓσ

νρ −∂νΓσ
µρ +Γσ

µλ Γλ
νρ −Γσ

νλ Γλ
µρ . (5.7)

这就是黎曼曲率张量的表达式。

下面我们来看一下，(5.7) 式给出的黎曼曲率张量满不满足前面我们对刻画时空曲率
的量的四条要求。先看它满不满足前三条要求，回答是满足的！首先，根据定义 Rσ

ρµν 是

一个张量，因此是协变的。其次，从 (5.7) 式可以清楚地看到，Rσ
ρµν 中包含克里斯托夫联

络的一阶偏导，而克里斯托夫联络本身又是度规场的一阶偏导，所以 Rσ
ρµν 中的确包含度

规场的二阶偏导，这个要求是满足的。第三，对于平直的闵可夫斯基时空，我们可以在全

局上选取惯性参考系，在这样的参考系中，恒有 Γρ
µν ≡ 0，代入 (5.7)式即有 Rσ

ρµν = 0，所

以这第三条要求也是满足的。相反，在弯曲的时空中，一般来说 Rσ
ρµν 将不等于零。因为

虽然这时候可以取局部惯性系 (也即是局部平坦坐标系，或者说黎曼正则坐标系)，在局部
惯性系的原点 (即 P 点) 有 Γρ

µν(P) = 0，但是 ∂λ Γρ
µν |P ̸= 0, 所以 Rσ

ρµν(P) ̸= 0，而是等于

Rσ
ρµν(P) = ∂µΓσ

νρ |P −∂νΓσ
µρ |P. (5.8)

对第四条要求的验证我们稍后进行。实际上，仅仅只需要包含度规的二阶偏导以及是

一个张量这两个要求就可以唯一确定黎曼曲率张量了，因为黎曼曲率张量其实是同时满足

这两个要求的唯一量，关于这个结论的证明，我们放在本章的附录中。正如后文将要看到

的，黎曼曲率张量这种唯一性强烈地限制了引力场的作用量！
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5.1.2 黎曼曲率张量的代数性质

下面我们来研究黎曼曲率张量的一些代数性质，同时验证它满足对时空曲率的第四条

要求，即它有 1
12 D2(D2 −1) 个独立分量。

为了把这些代数性质说清楚，我们引入如下定义：对于任意高阶张量 Tµ1µ2...µn...., 我们
定义

T(µ1µ2...µn).... =
1
n!
(
Tµ1µ2...µn....+对所有的关于 µ1,µ2, ...,µn 的置换求和

)
.

我们称 T(µ1µ2...µn).... 为张量 Tµ1µ2...µn.... 关于前 n 个指标的全对称部分。类似的，我们定义

T[µ1µ2...µn].... =
1
n!
(
Tµ1µ2...µn....+对所有的关于 µ1,µ2, ...,µn 的置换交错求和

)
.

所谓交错求和，指的是，对于偶置换就直接取加号，而对于奇置换则在表达式前面添上一

个负号再求和。我们称 T[µ1µ2...µn].... 为张量 Tµ1µ2...µn.... 关于前 n 个指标的全反对称部分。比

如对于二阶张量 Aµν，我们有

A(µν) =
1
2
(
Aµν +Aνµ

)
, A[µν ] =

1
2
(
Aµν −Aνµ

)
. (5.9)

由于广义坐标变换不会改变一个张量关于其指标间的各种对称性，所以为了看清楚黎

曼曲率张量的代数性质，我们不妨选取一个特殊的广义坐标系，即选取局部惯性系。并且，

相比于原来的 Rσ
ρµν，我们不妨考察与之密切相关的 Rσρµν = gσλ Rλ

ρµν。根据 (5.7) 式，同
时再利用在局部惯性系的原点，有 Γρ

µν(P) = 0, ∂ρgµν |P = 0,∂ρgµν |P = 0, 从而不难得到

Rσρµν(P) =
1
2
(
∂µ∂ρgσν −∂ν∂ρgσ µ −∂µ∂σ gρν +∂ν∂σ gρµ

)
|P. (5.10)

根据上面的 (5.10) 式，很容易看出，Rσρµν 满足如下代数性质：

(A). 反对称性，即

Rσρµν =−Rρσ µν , Rσρµν =−Rσρνµ , (5.11)

即 Rσρµν 关于前两个指标反对称，也关于后两个指标反对称，或者说

Rρσ µν = R[ρσ ][µν ]. (5.12)

(B). 对称性，即

Rσρµν = Rµνσρ . (5.13)

(C). 循环性，即

Rσρµν +Rσ µνρ +Rσνρµ = 0. (5.14)

结合反对称性，我们也可以将这条性质写成 Rσ [ρµν ] = 0。再结合对称性，又可以进一步写

成

R[σρµν ] = 0. (5.15)
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下面我们来数一下黎曼曲率张量 Rσρµν 一共有多少个独立分量。首先，根据反对称性

和对称性，Rρσ µν = R[ρσ ][µν ]，可以看成是以 [ρσ ] 和 [µν ] 为行列“指标”的一个对称矩阵，
而由于反对称性，每一个“指标”有 D(D−1)/2 种独立可能性。根据 N ×N 对称矩阵有
1
2 N(N +1) 个独立矩阵元，进而可知，Rρσ µν = R[ρσ ][µν ] 有

1
2
[1

2
D(D−1)

][1
2

D(D−1)+1
]
=

1
8

D(D−1)(D2 −D+2) (5.16)

个独立分量。最后，根据循环性条件，R[σρµν ] = 0，这是一个全反对称条件，它相当于加

上了 D(D−1)(D−2)(D−3)/4! 个限制，从而剩下的 Rρσ µν 的独立分量个数等于

CD =
1
8

D(D−1)(D2 −D+2)− 1
24

D(D−1)(D−2)(D−3) (5.17)

并项后得到

CD =
1
12

D2(D2 −1), (5.18)

正好符合关于曲率张量的第四条要求。特别的，在 D = 4 维时空中，黎曼曲率张量有 20

个独立分量。而在 D = 2 维时空中，它只有唯一一个独立分量，也就是两维曲面的高斯曲

率。

5.2 爱因斯坦-希尔伯特作用量和爱因斯坦场方程

5.2.1 爱因斯坦-希尔伯特作用量

下面我们可以来探讨引力场本身的作用量了。对这个作用量的最重要要求就是微分同

胚不变性，其次还要求作用量中只含两个度规场导数，下面我们会看到这两个要求几乎唯

一确定了引力场的作用量。

首先，我们注意到四维体积元 dv = d4x
√
−g是坐标变换不变的，因为为了满足微分同

胚不变性，我们可以把引力场作用量写成 Sg =
∫

dvA(x), 其中 A(x) 表示一个标量。其次，

标量 A(x) 中只含两个度规场导数，而我们又知道两个度规场导数构造出来的几乎唯一的

张量就是黎曼曲率张量，所以，标量 A(x) 应该由黎曼曲率张量 Rρσ µν 通过指标缩并而来！

注意，只是将一个 Rρσ µν 进行指标缩并，不是将两个或者更多个 Rρσ µν 缩并在一起，后

者将包含四个以上度规场偏导，从而不符合要求。

根据黎曼曲率张量的代数性质（反对称性和对称性），不难看出，由 Rρσ µν 缩并得来

的唯一独立二阶张量为

Rσν = gρµRρσ µν , (5.19)

其它缩并方式要么得到零，要么得到 −Rσν。Rσν 称作里奇张量，由黎曼曲率张量的对称

性，不难看出，里奇张量为一个对称张量，而且刚刚已经说了，它具有唯一性。

由里奇张量进一步缩并，得到的唯一标量为

R = gσνRσν , (5.20)
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称作曲率标量。很明显，曲率标量本质上是由黎曼曲率张量缩并得来的唯一标量，具有唯
一性。

结合黎曼曲率张量的唯一性以及缩并的唯一性，可以知道，包含两个度规偏导的唯一

标量，就是曲率标量 R。从而可以知道，引力场的作用量必定可以写成如下形式

SEH =
1

2κ

∫
d4x

√
−gR, (5.21)

式中 κ 为某个待定常数。SEH 就是所谓的爱因斯坦-希尔伯特作用量。

5.2.2 爱因斯坦场方程

因此，考虑到引力场，整个物理系统的作用量就应该是

S = SEH +Sm, (5.22)

Sm 就是除引力场之外的物质的作用量。有了作用量就可以根据最小作用量原理得到引力

场的场方程。为此需要将作用量对度规场 gµν 进行变分，记这个变分为 δS = δSEH +δSm，

则场方程由 δS = 0 给出。根据上一章的知识，物质作用量对度规场的变分就是

δSm =
1
2

∫
d4x

√
−gT µνδgµν , (5.23)

式中 T µν 就是物质的能量动量张量。即是说，为了得到引力场的场方程，关键是要计算爱

因斯坦-希尔伯特作用量对度规场的变分。
下面让我们来计算这个变分，注意到 SEH = 1

2κ
∫

d4x
√
−gRµνgµν , 从而即有

δSEH =
1

2κ

∫
d4x
[√

−gRµνδgµν +
√
−g(δRµν)gµν +δ (

√
−g)R

]
. (5.24)

利用 δ (
√
−g) = 1

2
√
−ggµνδgµν 以及 δgµν =−gµρδgρσ gσν , 即可以得到

δSEH =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
− (Rµν − 1

2
gµνR)δgµν +(δRµν)gµν]. (5.25)

所以最后要算的就是 δRµν。

Rµν 是由黎曼曲率张量 Rρ
µσν 将指标 ρ,σ 缩并而来，所以要算 δRµν，我们可以先算

δRρ
µσν。为了计算 δRρ

µσν，我们可以选择 Γρ
µν |P = 0 的局部惯性系，利用 (5.8) 式，从而

即有

δRρ
µσν |P = ∂σ (δΓρ

νµ)|P −∂ν(δΓρ
σ µ)|P. (5.26)

注意，克里斯托夫联络的变分 δΓρ
µν 实际上就是改变之后的联络减去变分之前的联络，所

以 δΓρ
µν 的实质是两个联络之差。前面我们讲过，联络本身不是张量，但是联络之差是张

量，所以 δΓρ
µν 其实是一个张量。又由于在局部惯性系中，有 Γρ

µν |P = 0，所以协变导数就

等于普通的导数，所以我们可以将 δRρ
µσν |P 的表达式重写为

δRρ
µσν |P = Dσ (δΓρ

νµ)|P −Dν(δΓρ
σ µ)|P. (5.27)
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但这种写法显然是协变的，因此它并不依赖于原来的局部惯性系，而是在任何坐标系中都

成立，因此在任何坐标系中均有

δRρ
µσν = Dσ (δΓρ

νµ)−Dν(δΓρ
σ µ). (5.28)

这个式子有时候也称作 Palatini 恒等式。利用这个恒等式，即有

δRµν = Dρ(δΓρ
νµ)−Dν(δΓρ

ρµ). (5.29)

利用以上结果，容易看出 (5.25) 式中的 δRµν 项可以化成

1
2κ

∫
d4x

√
−g(δRµν)gµν =

1
2κ

∫
dv
[
Dρ(δΓρ

νµ)−Dν(δΓρ
ρµ)
]
gµν

=
1

2κ

∫
dv
[
Dρ(gµνδΓρ

νµ)−Dν(gµνδΓρ
ρµ)
]
. (5.30)

式中已经利用了 Dρgµν = 0。再利用高斯定理
∫

dvDµAµ =
∫

∞ dSµAµ，很容易看到 (5.30)式
其实是一个时空无穷远处的表面积分项，由于在利用最小作用量原理时我们总是假定场位

形在时空无穷远处的变分等于零，从而可知这个无穷远处的表面项实际上等于零。

表面项贡献等于零的这个结论我们这里就这么说了，但实际上这里有一个非常微妙的

细节问题，这个微妙的细节是 Gibbons 和 Hawking 等人解决的，但我们现在还不具备讨
论这个细节的数学基础，后面章节适当的时候我们会再次回到这里。

根据上面这个结果，我们就可以将 (5.25) 式简化成

δSEH =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
− (Rµν − 1

2
gµνR)δgµν

]
. (5.31)

结合能量动量张量的定义式 (5.23) 式，即有

δS =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
− (Rµν − 1

2
gµνR−κT µν)δgµν

]
. (5.32)

根据最小作用量原理，即有引力场的场方程

Rµν − 1
2

gµνR = κT µν . (5.33)

这个方程即是著名的爱因斯坦场方程。我们看到，广义相对论中只有一个常数 κ,而牛顿引
力中也有一个常数，即牛顿万有引力常数 G，既然两个理论都是描述万有引力，那 κ 必定
与 G 有关。为了定出 κ 与 G 的关系，我们需要取广义相对论在引力场不太强时的牛顿引

力近似，并将近似的结果和牛顿引力理论进行比较，进而确定 κ 与 G 的定量关系，不过，

我们将把这个步骤放在后面的章节中进行。这里不妨先把结果写出来，结果就是 κ = 8πG。

κ = 8πG 这个结果是合理的，这可以从量纲分析看出来，也即是说 κ 其实和 G 有相

同的量纲。为了看清楚这一点，我们注意到黎曼度规是 ds2 = gµνdxµdxν , 等式左边的 ds2

具有长度平方的量纲，记作 [L]2([ ] 表示取量纲), 等式右边 dxµdxν 也具有长度平方量纲

[L]2，因此 gµν 是无量纲的。标量曲率 R 由度规张量构造出来，但其中包含了二阶导数，

因此是 [L]−2 量纲。又注意到 d4x 是 [L]4 量纲，因此为了使得爱因斯坦-希尔伯特作用量
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SEH = 1
2κ
∫

d4x
√
−gR 具有作用量的正确量纲，即能量乘以长度的量纲 [E][L], 常数 κ 必须

具有如下量纲

[κ][E][L] = [L]4[L]−2 ⇔ [κ] = [L]/[E]. (5.34)

另一方面，根据牛顿万有引力势能 GMm/r 具有能量量纲，而 Mm 是能量平方量纲，所

以 G 的量纲也是 [G] = [L]/[E]。所以 κ 与 G 量纲相同，从而必定与 G 成比例关系，所以

κ = 8πG 是合理的。

5.2.3 微分同胚不变性与比安基恒等式

我们知道，爱因斯坦-希尔伯特作用量具有微分同胚不变性。下面来看看这会告诉我们
什么进一步的知识。为此，考虑如下无穷小微分同胚

δgµν =−(Dµεν +Dνεµ), (5.35)

并假定在时空无穷远处 εµ 趋于零，从而在时空无穷远处 δgµν = 0。在进行具体考察之前，

让我们先引入一个概念，叫爱因斯坦张量，记作 Gµν，它的定义是

Gµν = Rµν −
1
2

gµνR. (5.36)

这是一个对称张量。

根据 (5.31) 式，不难得到 SEH 在上述无穷小微分同胚下的改变量为，

δSEH =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
− (Rµν − 1

2
gµνR)δgµν

]
=

1
2κ

∫
d4x

√
−g
[
Gµν(Dµεν +Dνεµ)

]
=

1
κ

∫
d4x

√
−gGµνDµεν

=− 1
κ

∫
d4x

√
−g(DµGµν)εν . (5.37)

式中最后一行我们进行了分部积分，并注意到了无穷远处的边界项为零。但是，SEH 是微

分同胚不变的，因此在无穷小微分同胚下，其改变量必定等于零，即 δSEH = 0，因此根据

上式，这就意味着爱因斯坦张量必然满足如下恒等式

DµGµν = 0. (5.38)

上述恒等式的成立确保了爱因斯坦场方程是自洽的。为了看清楚这一点，我们利用爱

因斯坦张量将场方程重写为

Gµν = κTµν . (5.39)

由于能动量守恒，爱因斯坦方程的右边必然满足 DµT µν = 0, 因此方程的左边也必然要满
足 DµGµν = 0, 这正是上面根据微分同胚不变性导出来的恒等式。实际上，根据上一章的
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相关知识和刚才的推导可知，能动量守恒和上述恒等式 (5.38)，它们都是微分同胚不变性
的必然结果。

(5.38) 式还有另一种不同的证明方式。为此我们取局部惯性系，则根据前面的 (5.10)
式，我们有

Rσρµν |P =
1
2
(
∂µ∂ρgσν −∂ν∂ρgσ µ −∂µ∂σ gρν +∂ν∂σ gρµ

)
|P. (5.40)

从而

Dλ Rσρµν |P = ∂λ Rσρµν |P =
1
2

∂λ
(
∂µ∂ρgσν −∂ν∂ρgσ µ −∂µ∂σ gρν +∂ν∂σ gρµ

)
|P.

对前三个指标轮换后求和，有

Dλ Rσρµν |P +Dσ Rρλ µν |P +DρRλσ µν |P

=
1
2
(
∂λ ∂µ∂ρgσν −∂λ ∂ν∂ρgσ µ −∂λ ∂µ∂σ gρν +∂λ ∂ν∂σ gρµ

+∂σ ∂µ∂λ gρν −∂σ ∂ν∂λ gρµ −∂σ ∂µ∂ρgλν +∂σ ∂ν∂ρgλ µ

+∂ρ∂µ∂σ gλν −∂ρ∂ν∂σ gλ µ −∂ρ∂µ∂λ gσν +∂ρ∂ν∂λ gσ µ
)
|P

=0. (5.41)

由于 P 点是时空中的任意给定点，所以将上面结果写得更清楚一点，即是

Dλ Rσρµν +Dσ Rρλ µν +DρRλσ µν = 0. (5.42)

结合黎曼曲率张量的代数性质，我们也可以把这个结果写成

D[λ Rσρ ]µν = 0, (5.43)

称之为比安基恒等式。
比安基恒等式其实是下面算符恒等式的一个自然结果

[Dλ , [Dσ ,Dρ ]]+ [Dσ , [Dρ ,Dλ ]]+ [Dρ , [Dλ ,Dσ ]] = 0. (5.44)

这个算符恒等式直接展开就能证明。把这个算符恒等式作用在任意的矢量场 Sρ 上，再利

用黎曼曲率张量的定义，就能导出比安基恒等式，细致的推导有些繁琐，而且由于我们

已经给出比安基恒等式的一个证明了，所以这里不再推了。但是，道理其实很简单，首

先，从前面黎曼曲率张量的引入过程可以看到，黎曼曲率张量起源于协变导数的不可对易

性，所以 [Dσ ,Dρ ]∼ Rσρµν , 而 [Dλ , [Dσ ,Dρ ]]即是对黎曼曲率张量再进行一次协变导数，即

[Dλ , [Dσ ,Dρ ]]∼ Dλ Rσρµν , 从而就不难看出上面的算符恒等式等价于比安基恒等式。
利用比安基恒等式，我们就能给出 (5.38) 的又一个证明。证明如下

0 = gµλ gνσ(Dλ Rρσ µν +DρRσλ µν +Dσ Rλρµν
)

= DµRρµ −DρR+DνRρν

= 2Dµ(Rµρ −
1
2

gµρR
)
= 2DµGµρ . (5.45)

正好是 (5.38) 式。
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5.2.4 广义相对论作为一个有效理论

宇宙学常数项

前面我们通过微分同胚不变性等要求确定了爱因斯坦-希尔伯特作用量。但前面的推
理其实还有一个小漏洞，那就是其实微分同胚不变的项不只有标量曲率给出的爱因斯坦-希
尔伯特作用量，简单的体积项

∫
d4x

√
−g 也是微分同胚不变的，当然，这一项不含有度规

场的导数，因此单独这一项当然不能构成引力场的作用量，但是，在已经有了一个含度规

偏导的标曲率项的前提下，
∫

d4x
√
−g 这一微分同胚不变的项就没有理论不加进来了。基

于这个考虑，我们其实应该把更一般的引力场作用量 Sg 写成如下形式

Sg =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
(
R−2Λ

)
, (5.46)

式中 Λ 为某个常数，称作宇宙学常数。不难得出按照新的作用量 Sg 变分而来的引力场方

程，为

Rµν −
1
2

gµνR+Λgµν = κTµν . (5.47)

在作用量 Sg 中，宇宙学常数 Λ 是和标曲率 R 加在一起的，因此 Λ 的量纲必定与 R

相同，从而 [Λ] = [R] = [L]−2。另外，天文观测表明，人类生存的这个宇宙的宇宙学常数大

于零，不妨令

Λ =
1
L2 , (5.48)

式中 L 为某个标准长度，不妨称之为宇宙学长度，可以理解为宇宙的半径。假设我们真正

关心的是某一片时空区域的引力场，而不是关心整个大的宇宙，假设这个时空区域的曲率

半径量级为 l，根据曲率的定义，这也就是说标曲率 R 在 1/l2 的量级，即

R ∼ 1
l2 . (5.49)

很显然，只要 l ≪ L, 那标曲率这一项对作用量的贡献将远远超过宇宙学常数项，那这时候
就可以忽略宇宙学常数项了。这就是为什么我们常常只考虑爱因斯坦-希尔伯特作用量的
原因。

处理宇宙学常数的另一种方式是，将之从爱因斯坦场方程 (5.47) 的左边移项到右边，

Rµν −
1
2

gµνR = κ
(
Tµν −

Λ
κ

gµν
)
. (5.50)

即将宇宙学常数看成是一种物质，很显然这种物质的能动张量 T Λ
µν 为

T Λ
µν =−Λ

κ
gµν =− Λ

8πG
gµν . (5.51)

换言之，这种物质的能量密度 ρΛ =−T 0
Λ0 为

ρΛ =
Λ

8πG
, (5.52)

也就是说具有常数能量密度。
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什么物质的能量密度为常数呢？这样的东西我们目前只知道一种，那就是物质场作为

量子场的真空零点能。所以，物质场的真空零点能必然对宇宙学常数有贡献，甚至就是宇

宙学常数。但问题是，天文观测告诉我们, 如果采取合适的单位制 (即取普朗克常数 h̄ = 1

的单位制)，那 ρΛ ∼ (10−3eV )4，但是物质场真空零点能密度即使以粒子物理标准模型的能

量标度来计算也大约是 (200GeV )4，两者完全不在一个量级上，不仅不在一个量级上，甚

至是天差地远。这是一个很严重的问题，通常的观点是认为，量子场论的计算在宇宙学的

尺度上失效了，至于为什么失效，正确的量子理论计算是什么，这些都依然是理论物理最

为重大的未解难题。这也就是著名的宇宙学常数问题。

广义相对论作为一个有效理论

前面对爱因斯坦-希尔伯特作用量的一个要求是，作用量只包含两个度规场导数，不包
括高阶导数。这样的要求对于一个基本的量子场论是合理的，因为否则的话系统的能量将

没有下界，也就是会出现 Ostrogradsky 不稳定性。但是，广义相对论作为一个基本理论
是不可重整的 (学过量子场论的读者不妨用量纲的观点思考一下这是为什么)，因此现代的
观点是将它看作是一个有效理论，相应的作用量也是有效作用量。有效作用量是要包含量

子修正的，而量子修正就会带来超过二阶的高阶导数修正项。

那么，这些量子效应应该怎么考虑呢？根据场论的路径积分量子化，量子效应可以通

过将相因子 exp
(
iS/h̄

)
对所有的场位形进行积分（称作泛函积分或者路径积分）来考察，

其中 S 就是场论系统的作用量，对于广义相对论来说 S 可以取作 SEH。因此，考虑量子引

力的一种粗糙方法是将如下相因子进行泛函积分

exp
(
i

1
16πGh̄

∫
d4x

√
−gR

)
. (5.53)

可见，引力的量子效应依赖于常数 Gh̄，G 的量纲是 [G] = [L]/[E], 而 h̄ 的量纲和作用

量量纲相同，也就是 [h̄] = [E][T ] = [E][L](式中 T 表示时间)，所以 [Gh̄] = [L]2。不妨令

Gh̄ = l2
p, (5.54)

这里 lp 是一个刻画量子引力的基本长度，称作普朗克长度。当然，以上量纲分析是在光速

c = 1 的单位制中进行的，如果恢复光速单位，那么就有

Gh̄/c3 = l2
p. (5.55)

代入这几个基本常数的测量值，就能得到 lp 大约是 10−35m。

考虑到量子引力引起的修正，引力场的作用量就不能只包括爱因斯坦-希尔伯特作用
量了，而是可以加进更多的高阶导数项，比如我们可以取引力作用量 S 为

S/h̄ =
1

16πl2
p

∫
d4x

√
−gR+λ

∫
d4x

√
−gRµνRµν +χ

∫
d4x

√
−gR3... (5.56)

其中等式右边的第一项就是爱因斯坦-希尔伯特作用量，等式右边的第二项和第三项代表
量子引力带来的高阶导数修正项，它们分别依赖于参数 λ 和 χ。类似的修正项当然很多，
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我们只是写出其中两项作为代表。量纲分析一下（注意 S/h̄ 无量纲），不难发现 λ 的量纲
为 [λ ] = [L]0，χ 的量纲为 [χ] = [L]2。由于量子引力只有一个有量纲的常数 lp, 所以可以令

λ ∼ 1, χ ∼ l2
p. (5.57)

假设我们考察的时空尺度为 l，也即是说时空的曲率半径在 l 的量级，从而

R ∼ Rµν ∼ 1
l2 . (5.58)

因此上面考虑到量子引力修正的引力场作用量 (5.56) 的典型大小为

S/h̄ ∼
∫

dv
1

l2
pl2 +

∫
dv

1
l4 +

∫
dv

l2
p

l6 + ... (5.59)

等式右边的第一项代表爱因斯坦-希尔伯特作用量的贡献，第二项和第三项代表量子引力
带来的高阶导数修正。很显然，只要满足如下条件，那量子引力修正项相比于爱因斯坦-希
尔伯特作用量的贡献来说就可以忽略。这个条件即是

l ≫ lp, (5.60)

即是说，在时空尺度远远大于普朗克尺度时，我们只需考虑爱因斯坦-希尔伯特作用量，而
量子引力带来的高阶导数修正项则完全都可以忽略！

量子引力同样会对物质场与引力场的耦合产生修正，使之不再是最小耦合。以标量场

为例，不考虑量子引力的修正，它与引力场之间的最小耦合作用量 Smm 为

Smm =
∫ √

−gd4x
[
− 1

2
gµν∂µϕ∂νϕ −U (ϕ)

]
. (5.61)

考虑到量子引力修正，就需要加上各种修正项，比如

Sm =
∫ √

−gd4x
[
− 1

2
(1+αl2

pR)gµν∂µϕ∂νϕ −U (ϕ)+ ...
]
, (5.62)

根据量纲分析，式中的参数 α 是无量纲的。很明显，和上一段的分析一样，当 l ≫ lp 时，

这些修正项相对都可以忽略，从而使得物质场与引力场的耦合回到最小耦合。

以上分析也说明，爱因斯坦广义相对论的成立是有条件的，条件就是时空尺度远远大

于普朗克尺度，如果时空尺度接近普朗克尺度，那这时候无穷无尽的高阶导数修正项都将

变得比爱因斯坦-希尔伯特作用量以及物质场的最小耦合作用量更为重要。而我们当然无
法考虑无穷无尽的修正项，因此这实际上意味着，当时空尺度接近普朗克尺度时，时空作

为黎曼几何的这幅几何图像和分析方法是完全失效的。

总结一下：宇宙学常数问题告诉我们，通常量子场论的框架在宇宙大小的尺度上是失

效的，而刚才的分析又告诉我们，广义相对论的框架在普朗克尺度上是失效的。所以今天

的物理学理论有两个失效的尺度，一个是大尺度（称之为红外尺度）的宇宙学尺度，一个

是小尺度（称之为紫外尺度）的普朗克尺度。至于在这两个失效的地方，正确的理论是什

么，我们今天依然不知道。不过人们相信最大的时空尺度和最小的时空尺度很可能是有联

系的，称之为紫外-红外对应，通常人们相信正确的量子引力理论将能够告诉我们紫外-红
外具体如何对应，并同时解决当前理论的两个失效尺度的问题。
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5.3 附录: 曲率张量的唯一性

下面我们来证明黎曼曲率张量 Rσ
ρµν 是唯一能从度规张量以及它的一阶和二阶偏导中

构造出来，且对二阶偏导是线性的张量。

为了证明这一点，首先让我们回想一下第四章中给出的克里斯托夫联络在不同坐标下

的变换关系

Γ′ρ
µν = Sρ

σ Γσ
αβ (S

−1)α
µ(S

−1)
β

ν − (S−1)α
µ(S

−1)
β

ν∂αSρ
β . (5.63)

写得更清楚一点即是

Γ′ρ
µν =

∂x′ρ

∂xσ Γσ
αβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
− ∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂ 2x′ρ

∂xα∂xβ . (5.64)

其次，我们在某个任意的 P 点取局部惯性系，使得 Γρ
µν |P = 0。此外，我们仅限于考

察 P 点的不同局部惯性系之间的坐标变换，也即保持克里斯托夫联络在 P 点为零的那一

类坐标变换。根据 (5.64) 式，这也就是满足下式的一类坐标变换

∂ 2x′ρ

∂xα∂xβ |P = 0, (5.65)

这里 x → x′ 表示坐标变换。很显然，一个一般坐标变换下的张量在这一类特殊的坐标变换

下也必然要像张量那样变。

由于克里斯托夫联络在 P 点为零，所以根据第三章的知识，度规张量的任何一阶偏导

在 P 点都必定为零。所以根据命题的要求，我们要构造的张量一定只是度规张量二阶偏导

的线性组合，或者等价地，必定只是克里斯托夫联络一阶偏导的线性组合。

下面我们来考察克里斯托夫联络在 P 点的一阶偏导，由于在所考察的坐标变换下，

Γ′ρ
µν |P = Γρ

µν |P = 0, 所以根据 (5.64) 式，有

∂Γ′ρ
µν

∂x′η
|P =

∂x′ρ

∂xσ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂xκ

∂x′η
∂Γσ

αβ

∂xκ |P −
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂xκ

∂x′η
∂ 3x′ρ

∂xκ∂xα∂xβ |P. (5.66)

这显然不是一个张量变换关系，那么，我们能取什么样的 ∂Γ/∂x 的线性组合，使得结果在

上述坐标变换下像一个张量那样变呢？很明显，我们必须要能够消除这个变换中多出来的

非齐次项 ∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂xκ

∂x′η
∂ 3x′ρ

∂xκ ∂xα ∂xβ |P。
然而，这个非齐次项关于指标 µ,ν ,η 是完全任意的，唯一的限制就是，它关于这三个

指标对称。因此，要取 ∂Γ/∂x 的线性组合，并使得它在一切满足 (5.65) 式的坐标变换下
像一个张量一样变，唯一的方法就是对 κ 和 α 指标 (或者等价地对 κ 和 β ) 进行反对称
化，也就是考虑

T σ
βκα =

∂Γσ
αβ

∂xκ −
∂Γσ

κβ

∂xα . (5.67)

从而 (5.66) 式就变成

T ρ
νηµ |P =

∂x′ρ

∂xσ
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
∂xκ

∂x′η
T σ

βκα |P. (5.68)
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这就说明，在克里斯托夫联络 Γ 为零的点，我们所要构造的张量必定为上面的 T σ
ρµν。

但在另外一方面，从 (5.67) 的表达式可以清楚地看到，在局部惯性系的 P 点，T σ
ρµν 其实

就是黎曼曲率张量 Rσ
ρµν , 即

T σ
ρµν |P = Rσ

ρµν |P. (5.69)

而作为张量等式，这就说明，我们所要构造的张量在任何坐标系中都必定为黎曼曲率张量

Rσ
ρµν。这就证明了黎曼曲率张量的唯一性。



6. 坐标无关的数学语言初步

本章要初步解决一个数学问题。那就是，前面的章节中，我们都是通过引入局部坐标

来进行数学分析的，然后再通过协变性和张量的概念来将这种局部的分析拼合成一个整

体，这当然是一种极端重要的数学思想。但是，局部坐标本身却是人为的和任意的，真正

的几何和物理应该不依赖于局部坐标，那么问题就是，如何才能用一种坐标无关的方式来

讨论黎曼几何？

实际上，现代数学中有精确的概念来刻画广义相对论的时空模型，那就是所谓微分流

形 (manifold) 的概念，不过本书并不需要微分流形的精确数学定义，感兴趣的读者可以参
阅 Loring W.Tu那本大受好评的 An Introduction to Manifolds, 这本书的第二章就给出了
流形的精确数学定义，所需的点集拓扑知识这本书也用附录的形式包含了。

简言之，流形就是一个可以任意选取局部坐标，并能用局部坐标来进行微积分计算，

但真正的几何与拓扑却又不依赖于局部坐标具体选择的拓扑空间。在广义相对论中，时空

就是一个流形，是一个带有赝黎曼度规张量结构的赝黎曼流形。所谓赝黎曼度规指的是广

义相对论中的度规张量是闵可夫斯基符号度规，而不是标准黎曼几何的欧几里德符号度

规。

本章假设讨论一般的 D = n 维时空流形，记为 M。

6.1 切向量场，余切向量场，张量场

6.1.1 切向量场

让我们先来讨论如何以坐标无关的方式处理时空中的逆变矢量场。不妨把时空流形 M

上所有可能逆变矢量场的集合记为 X (M)。X (M) 是一个无穷维向量空间，这是因为向
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量场本身是时空点 x 的函数，这样不同向量场进行线性组合的时候组合系数也可以是点 x

的函数，具体来说，假设有两个任意的逆变向量场 X µ(x) 和 Y µ(x)，则下面的线性组合也

是一个向量场

a(x)X µ(x)+b(x)Y µ(x), (6.1)

式中 a(x) 和 b(x) 是时空中的两个任意标量函数。由于组合系数可以依赖于 x，所以这就

带来无穷的组合可能性，使得 X (M) 成为一个无穷维向量空间。

为了使得向量空间变成有限维，我们可以把向量场限制在某个固定时空点 p 上，这时

候向量场当然就成为 p 点的一个普通向量，我们把 p 点所有向量所构成的向量空间记为

Vp。很明显，由于时空为 n 维，所以向量空间 Vp 也为 n 维向量空间。

但是上述对向量场以及 Vp 的讨论需要先取一个局部坐标 x，p 点的向量 X µ(x)|p 依赖
于局部坐标 x，常常记为 X µ

p (x)。我们知道，X µ
p (x) 在局部坐标变换 xµ → x′µ 之下，按如

下方式变换

X ′µ
p (x′) = Sµ

ν(x)X
ν
p (x), (6.2)

式中变换矩阵 Sµ
ν 为，

Sµ
ν(x) =

∂x′µ

∂xν . (6.3)

这当然是以一种局部坐标依赖的方式讨论向量场以及 p 点的 Vp。注意，这里 x 和 x′ 描述

的是同一时空点 p。

而正如我们熟知的，在线性代数中，向量是坐标无关的，具体来说，在线性代数中，

我们将一个向量 A 写成

A = Aµeµ , (6.4)

eµ 称作第 µ 个基矢，Aµ 就是向量 A 在这一组基矢下的分量形式。而在线性代数中，所
谓坐标变换就是换一组基矢，这时候向量的分量形式也会跟着变，但是向量 A 本身是坐
标无关的。

可见，要用坐标无关的方式来讨论向量场 X µ，我们就需要在向量空间 Vp 中引入基

矢，并让坐标变换下基矢的改变正好补偿向量场分量形式的改变，以使得最终向量场本身

与具体坐标无关。当然，现在相比线性代数复杂的是，变换矩阵 Sµ
ν(x) 本身不是一个常

数，而是依赖于时空坐标 x，这就使得基矢 eµ 无法随意引入。但好在，我们注意到

∂ ′
µ |p =

∂xν

∂x′µ
∂ν |p ⇒ ∂ ′

µ |p = (S−1)ν
µ(x)∂ν |p. (6.5)

不难发现这个变换正好能补偿分量形式的变换 (6.2)。因此我们想到取

eµ = ∂µ |p, (6.6)
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反正根据线性代数的知识，基矢 eµ 本身是一个抽象的客体，我们对它并没有太多的限制，

因此当我们将 p点的偏导算符 ∂µ |p 也看作一个抽象客体的时候，当然就可以取 eµ = ∂µ |p。
最后我们发现

X ′µ
p (x′)∂ ′

µ |p = X µ
p (x)∂µ |p (6.7)

是坐标无关的。由于最终的表达式是坐标无关的，因此我们可以把 p 点处的这个向量记作

Xp，

Xp = X µ
p (x)∂µ |p. (6.8)

最后，我们也可以将限制于 p 点这一条件去掉，得到向量场 (而不是 p 点的向量) 的
坐标无关表达式 X，

X = X µ(x)∂µ . (6.9)

这么处理的一个额外好处是，它使得向量场 X 具有了双重身份，当将 ∂µ |p 看作抽象
的基矢量时，Xp 是线性空间 Vp 中的一个向量。而当将 ∂µ 看作偏导运算时，X 就成了一

个偏导算符。因此，给定时空中的一个标量函数 f (x)，我们可以把偏导算符 X 作用上去

X( f ) = X µ∂µ f (x), (6.10)

很显然，这表示的是函数 f (x) 沿着 X µ 方向的方向导数。作为偏导算符，X 当然满足求导

的一系列法则，比方说满足莱布尼兹法则，即，对于时空中两个任意函数 f (x),g(x), 我们
有

X( f g) = X( f )g+ f X(g). (6.11)

给定向量场 X = X µ∂µ、Y = Y µ∂µ , 我们可以计算这两个偏导算符的对易子，[X ,Y ] =

XY −Y X , 称作这两个向量场的李括号，并且显然有

[X ,Y ] =−[Y,X ]. (6.12)

为了计算出 [X ,Y ]，我们可以将它作用在标量函数 f (x) 上，

[X ,Y ]( f ) = X(Y ( f ))−Y (X( f )) =
[
Xν∂ν(Y µ)−Y ν∂ν(X µ)

]
∂µ f . (6.13)

由此不难看出，[X ,Y ] 依然是一个向量场，这个向量场的 µ 分量 (记作 [X ,Y ]µ) 为

[X ,Y ]µ = Xν∂νY µ −Y ν∂νX µ . (6.14)

与第四章引入的李导数进行比较，不难发现

[X ,Y ]µ = LXY µ . (6.15)
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人们也常常以一种坐标无关的方式来讨论李导数，即定义

LXY ≡ (LXY µ)∂µ . (6.16)

如此一来，即有

LXY = [X ,Y ]. (6.17)

两个向量场的李括号，结果依然是一个向量场。而且很容易证明，向量场的李括号满

足所谓的雅可比恒等式，即任给三个向量场 X ,Y,Z，我们有

[[X ,Y ],Z]+ [[Y,Z],X ]+ [[Z,X ],Y ] = 0. (6.18)

定义了李括号运算并且满足雅可比恒等式的向量空间称作李代数。所以，时空中所有向量

场的集合 X (M) 在李括号下构成一个无穷维李代数。

时空流形上的向量场直观上看起来像什么样子呢？为了弄清楚这个问题，不妨举一个

例子，假设我们的时空流形是一个两维球面，即 M = S2，而我们也可以超脱出这个时空

之外来观察它，具体来说，就是设想把这个两维球面放在三维空间中来观察它。这时候时

空中的向量场直观上应该怎么样呢？很显然它们应该躺在这个两维球面上，换言之，在球

面的每一点，向量场都应该和球面相切，看起来大体如图 (6.1) 所示。这个例子告诉我们，

Figure 6.1: 球面上的切向量场。

时空中诸如 X = X µ∂µ 这样的向量场，从时空之外的更高维度来看，它们在每一点都与时

空流形相切，因此数学上也把这样的向量场称作切向量场。给定一个时空点 p，该点处所

有可能切向量构成一个向量空间，称作 p 点的切空间，当然它就是前面的向量空间 Vp。

对于时空流形中一条以 λ 为参数的曲线 xµ(λ )，我们也可以定义其切矢量 T , 用分量
形式来说即是 T µ = dxµ

dλ , 因此用坐标无关的写法即是

T = T µ∂µ =
dxµ

dλ
∂µ =

∂
∂λ

= ∂λ . (6.19)

当然这个矢量只沿着曲线才有定义，因此不是一个向量场。特别的，如果这条曲线是粒子

运动的世界线，并且将粒子的固有时 τ 取作世界线参数，那粒子的四维速度矢量 u 即是

u =
dxµ

dτ
∂µ =

∂
∂τ

= ∂τ . (6.20)

以上，我们只讨论了如何用坐标无关的方式来处理上指标的逆变矢量场。结论就是，

这样的逆变矢量场其实应该理解为时空流形上的切向量场。那诸如 ωµ(x) 这样的下指标的

协变矢量场用坐标无关的方式又该如何处理呢？
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6.1.2 余切向量场

我们可以用完全类似的方式处理时空中的协变矢量场。为此只需要注意到 ωµ(x) 在坐

标变换下按如下方式变换

ω ′
µ(x

′) = (S−1)ν
µ(x)ων(x), (6.21)

而坐标微分 dxµ 按如下方式变换

dx′µ = Sµ
ν(x)dxν , (6.22)

从而下式是一个坐标无关的向量场

ω = ωµ(x)dxµ , (6.23)

称作时空中的余切向量场。

ω 限制在时空点 p 得到的向量叫做余切向量，记作 ωp, p 点所有余切向量构成的空

间称作 p 点的余切空间，记为 V ∗
p。很显然

ωp = ωµ(x)|pdxµ |p, (6.24)

也即是说，dxµ |p 作为一个抽象的代数客体，可以看成是余切空间 V ∗
p 的一组基矢量。

利用向量场的缩并，我们可以把 p 点的余切向量 ωp 和切向量 Xp 缩并在一起，形成

一个坐标无关的量，也即

(ωµX µ)|p, (6.25)

很显然，给定 ωp，上面这个表达式对于切向量 Xp 是线性依赖的，可以看作是 Xp 的线性

函数。换言之，我们可以将余切向量 ωp 看作是切向量的线性函数，即定义

ωp(Xp) = (ωµX µ)|p, (6.26)

很明显，这满足线性函数的性质，即对于任意 Xp,Yp，以及组合系数 ap,bp，我们有

ωp(apXp +bpYp) = apωp(Xp)+bpωp(Yp). (6.27)

但是，表达式 (6.25) 关于 ωp 和 Xp 完全对称，因此给定 Xp，这个表达式关于 ωp 也

是线性依赖的。所以我们也可以把切向量 Xp 看成是余切向量的线性函数，即定义

Xp(ωp) = (ωµX µ)|p = ωp(Xp). (6.28)

它满足线性函数的性质，即对于任意余切向量 ωp, 和 ϕp = (ϕµdxµ)|p, 有

Xp(apωp +bpϕp) = apXp(ωp)+bpXp(ϕp). (6.29)

以上分析告诉我们，余切空间 V ∗
p 可以看成是切空间 Vp 上的所有线性函数所构成的

向量空间，反过来也一样，切空间 Vp 也可以看作是余切空间 V ∗
p 上所有线性函数所构成

的向量空间，因此，数学上常常称这两个向量空间互为对偶空间，记作

Vp ↔V ∗
p . (6.30)
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给定余切向量 ωp = ωµ |pdxµ |p 和切向量 Xp = X µ
p ∂µ |p, 按照线性函数的理解，我们有

ωp(Xp) = ωp(Xν
p ∂ν |p) = Xν

p ωp(∂ν |p)

= Xν
p ωµ |pdxµ |p(∂ν |p), (6.31)

与 ωp(Xp) 的定义式 (6.26) 相比较，即有

dxµ |p(∂ν |p) = δ µ
ν . (6.32)

当然，同样也有

∂ν |p(dxµ |p) = dxµ |p(∂ν |p) = δ µ
ν . (6.33)

因此通常称 dxµ |p 和 ∂µ |p 互为对偶基矢量。
注意到 (6.32) 式和 (6.33) 等号右边与 p 无关，因此我们可以去除限制于 p 点这一要

求，得到

dxµ(∂ν) = δ µ
ν . (6.34)

进而我们也可以在线性函数的定义式 (6.26) 和 (6.28) 中去除限制于 p 点这一要求，进而

定义时空中的标量 ω(X) = X(ω) 如下

ω(X) = ωµ(x)X µ(x) = X(ω). (6.35)

也即是说，我们可以把余切向量场看作是切向量场的线性函数，满足如下线性关系，即对

于任意标量函数 f (x) 有

ω( f X) = f ω(X). (6.36)

同样，切向量场也是余切向量场的线性函数。

6.1.3 张量场

下面我们来讨论如何处理时空流形上的一般张量场。设要处理的张量场为 (k, l) 阶张

量场

T µ1...µk
ν1...νl (x). (6.37)

与切向量场一样，所有 (k, l) 阶张量场的集合也构成一个无穷维线性空间。

与对切向量场的讨论一样，我们将 T µ1...µk
ν1...νl (x) 限制在时空点 p, 即考察 p 点的

(k, l) 张量 (不是张量场)T µ1...µk
ν1...νl |p, 所有这样的张量当然构成一个有限维线性空间。

我们把这个线性空间的基矢量记为

(∂µ1 ⊗ ....⊗∂µk ⊗dxν1 ⊗ ....⊗dxνl )|p. (6.38)
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式中 ⊗只是一个抽象的记号，用来把多重切空间基矢和多重余切空间基矢并置在一起，通
常称这一记号为张量积。显然，这样的独立基矢一共有 nk+l 个，所以 p 点的 (k, l) 张量所

构成的线性空间为 nk+l 维。记 T µ1...µk
ν1...νl |p 的坐标无关表达为 Tp，很显然

Tp = T µ1...µk
ν1...νl |p(∂µ1 ⊗ ....⊗∂µk ⊗dxν1 ⊗ ....⊗dxνl )|p. (6.39)

通常把所有可能 Tp 的线性空间称作 k 个 Vp 和 l 个 V ∗
p 的张量积空间，记为

Vp ⊗ ...⊗Vp ⊗V ∗
p ⊗ ...⊗V ∗

p . (6.40)

去除掉限制于 p 点这一条件，即可以得到 (k, l) 张量场的坐标无关表达，为

T = T µ1...µk
ν1...νl (x)(∂µ1 ⊗ ....⊗∂µk ⊗dxν1 ⊗ ....⊗dxνl ). (6.41)

当然，和前面切向量场以及余切向量场的情况类似，我们也可以把张量场理解成某种线性

函数。举例来说，比如对于 (0, l) 阶张量场 ψν1...νl , 我们可以把它理解为切向量场的 l 重线

性函数，也即是，对于 l 个切向量场 X1,X2, ...Xl，我们定义

ψ(X1,X2, ...,Xl) = ψν1ν2...νl X
ν1
1 Xν2

2 ...Xνl
l . (6.42)

特别的，度规场是一个 (0,2) 型张量场，记作 g = gµνdxµ ⊗dxν，它可以理解成切向量场的

二重线性函数，即

g(X ,Y ) = gµνX µY ν . (6.43)

由于度规场的指标对称性质，显然有

g(X ,Y ) = g(Y,X). (6.44)

利用度规场 g, 我们可以把任意切向量场映射为一个余切向量场，具体来说，对于任
意切向量场 X，我们可以定义余切向量场

g(X , ·) = gµνdxµ ⊗dxν(X , ·) = gµνdxµ(X)dxν(·)

= gµνX µdxν(·) = Xνdxν(·), (6.45)

式中 · 表示一个可以插入任何切向量场的空槽。很显然，这就是我们早已经熟悉的降指标
操作。同样，利用 gµν∂µ ⊗∂ν，我们也可以将任意余切向量场映射为切向量场，也就是我

们熟悉的升指标操作。

另一种处理度规场的方式是引入向量场内积的概念。对于任意两个向量场 X 和 Y，我

们定义其内积 ⟨X ,Y ⟩ 如下，

⟨X ,Y ⟩ ≡ g(X ,Y ) = gµνX µY ν . (6.46)

不难看出这样定义的内积的确满足对向量内积的通常要求，具体来说即是满足：1. 对称
性，即有

⟨X ,Y ⟩= ⟨Y,X⟩. (6.47)
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2. 双线性，即对于任意三个向量场 X ,Y,Z，以及任意两个标量函数 a(x) 和 b(x)，均有

⟨X ,aY +bZ⟩= a⟨X ,Y ⟩+b⟨X ,Z⟩. (6.48)

注意，这里我们并不要求正定性，即不要求 ⟨X ,X⟩ ≥ 0, 这是因为广义相对论中的度规是闵
氏符号度规，而不是正定的欧氏符号度规。

根据内积的双线性，我们又有

⟨X ,Y ⟩= ⟨X µ∂µ ,Y ν∂ν⟩= X µY ν⟨∂µ ,∂ν⟩, (6.49)

与上面内积的定义式 (6.46) 比较，即有

gµν = ⟨∂µ ,∂ν⟩, (6.50)

即是说，度规张量的各分量其实是切向量场相应基矢之间的内积。

6.2 李导数与微分同胚群

这一节我们来讨论时空流形 M 的微分同胚变换以及李导数概念。假设 Φ 为时空流形
M 上的一个微分同胚映射，它把任意的 x 点映射到某个 x′ 点，即 Φ : x → x′。由于这个映

射是可微的一一对映，所以可以把映射的箭头倒过来，得到一个逆映射 Φ−1, Φ−1 : x′ → x。

很明显 Φ 和 Φ−1 的复合映射 (记作 Φ−1 ◦Φ) 是一个恒等映射 (记为 id), 所以

Φ−1 ◦Φ = Φ◦Φ−1 = id. (6.51)

记流形 M 上所有可能微分同胚映射的全体为 Diff(M)。上面那一段实际上引入了

Diff(M) 不同元素间 (即不同微分同胚映射间) 的一种“乘法”，即映射的复合，具体来说，
假设有两个微分同胚映射 Φ1 和 Φ2，我们称这两个映射的复合 (先进行 Φ1 再进行 Φ2)，
即 Φ2 ◦Φ1，为 Φ1 和 Φ2“相乘”。很显然 Φ2 ◦Φ1 依然是一个微分同胚映射，所以 Diff(M)

在映射复合的“乘法”下是封闭的。而且上一段也说明了，Diff(M) 的每一个元素在映射

复合的“乘法”下都存在一个逆元素。数学上称具备这些性质的集合为一个群。所以，流

形 M 所有可能微分同胚映射的集合构成一个群，称作 M 的微分同胚群，也即是 Diff(M)。

回想一下第四章中关于无穷小微分同胚映射与李导数的讨论可以知道，李导数与连续

的微分同胚映射密切相关。具体来说，假设有某个切向量场 X，那我们就可以在流形 M 上

画出一些参数为 τ 的流线，并让 X 是这些流线的切向量，即满足 X = ∂τ。如此一来，时空

点沿着这些流线“流动”的过程就生成了一簇依赖于连续参数 τ 的微分同胚映射 Φτ，它

当然是由切向量场 X 生成的。由于每个切向量场都能生成一簇单参微分同胚映射，所以

也称切向量场为微分同胚群的生成元。

现在，设 τ = 0 时的 Φ0 = id, 则一个张量场沿着向量场 X 的李导数 LX，就是 τ 取
无穷小量 ε 时，张量场在 Φτ 作用前后的无穷小改变量与 ε 的比值。有时也称李导数 LX

为微分同胚群在张量场上作用的生成元。
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下面我们先回想一下李导数的几个性质：首先，任给向量场 X 和 Y，以及常数 c1,c2,
有

Lc1X+c2Y = c1LX + c2LY . (6.52)

注意，这个性质只对常数 c1,c2 成立，c1,c2 为标量函数的话结果并不成立，这和上一节讨

论的张量场作为线性函数的那种线性关系是不同的。其次，李导数满足莱布尼兹法则，包

括对两个张量场的缩并运算也同样满足莱布尼兹法则。第三，对于任意标量函数 f (x) 的

李导数为

LX f = Xρ∂ρ f = X( f ). (6.53)

第四，对于切向量场 Y 的李导数为

LXY = [X ,Y ]. (6.54)

前三条性质来自于第四章的相关讨论，第四条性质是本章前面讲过的。实际上，反过来，

这些性质也完全确定了任意张量场的李导数。

下面我们证明李导数的一个重要代数关系，即

[LX ,LY ] = L[X ,Y ]. (6.55)

要证明这个等式，只需证明它在任意张量场上的作用都是成立的。

具体证明如下：第一步，我们证明上式作用在标量函数 f (x) 上是成立的，因为等式左

边的作用为

[LX ,LY ] f =
(
LXLY −LY LX

)
f = X(Y ( f ))−Y (X( f )). (6.56)

而等式右边的作用也为

L[X ,Y ] f = [X ,Y ]( f ) = X(Y ( f ))−Y (X( f )). (6.57)

所以左右两边相等。

第二步，我们证明 (6.55) 在任意切向量场 Z 上的作用是成立的，因为等式左边的作

用为

[LX ,LY ]Z =
(
LXLY −LY LX

)
Z = [X , [Y,Z]]− [Y, [X ,Z]]. (6.58)

而等式右边的作用为

L[X ,Y ]Z = [[X ,Y ],Z] =−[Z, [X ,Y ]]. (6.59)

又由切向量场的雅可比恒等式，我们有

[X , [Y,Z]]+ [Y, [Z,X ]]+ [Z, [X ,Y ]] = 0

⇒[X , [Y,Z]]− [Y, [X ,Z]] =−[Z, [X ,Y ]], (6.60)
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所以 (6.55) 式在 Z 上的作用成立。

第三步，我们再利用李导数的莱布尼兹法则，将 (6.55) 式推广到对任意余切向量场
ω = ωµdxµ 的作用情况。为此只需注意到, 根据两个缩并张量的莱布尼兹法则

LX(ω(Z)) = (LX ω)(Z)+ω(LX Z), (6.61)

从而可以得到

[LX ,LY ](ω(Z)) = ([LX ,LY ]ω)(Z)+ω([LX ,LY ]Z). (6.62)

注意，[LX ,LY ] 关于 X ,Y 反对称，所以在推导过程中，诸如 (LY ω)(LX Z)+(LX ω)(LY Z)

这样的交叉项都会自动消掉。注意到 ω(Z) 是一个标量，而 Z 是一个切向量场，所以根据

证明的前两步，可以把 (6.62) 式重写为

L[X ,Y ](ω(Z)) = ([LX ,LY ]ω)(Z)+ω(L[X ,Y ]Z). (6.63)

另一方面，根据莱布尼兹法则，我们又有

L[X ,Y ](ω(Z)) = (L[X ,Y ]ω)(Z)+ω(L[X ,Y ]Z). (6.64)

将上面两个式子进行比较，可得，对于任意 Z，有

([LX ,LY ]ω)(Z) = (L[X ,Y ]ω)(Z). (6.65)

由于 Z 任意，所以这就说明

[LX ,LY ]ω = L[X ,Y ]ω. (6.66)

最后一步，完全类似于第三步，可以证明 (6.55) 式在任意张量场上的作用都成立。举
例来说，比方要证明 (6.55) 式在 (0,2) 型张量场 θ = θµνdxµ ⊗ dxν 上的作用成立，则我

们只需考察标量 θ(Z,W ) = θZ(W ), 其中 θZ = (θµνZµ)dxν = θ(Z, ·) 为一个余切向量场，然
后对 θZ(W ) 引用第三步的证明，得到 (6.55) 式在 θZ = θ(Z, ·) 上的作用成立，最后再对
θ(Z, ·) 再次引用第三步的证明过程，得到 (6.55) 式在 θ 上的作用成立，这样就完成了所
需的证明。对于更一般的任意张量场情形，可以考虑将类似的推理过程写成数学归纳法的

形式，并对张量场的阶数进行归纳，从而完成证明。

由 (6.55) 不难验证，李导数也满足雅可比恒等式，证明如下

[[LX ,LY ],LZ]+ [[LY ,LZ],LX ]+ [[LZ,LX ],LY ]

=[L[X ,Y ],LZ]+ [L[Y,Z],LX ]+ [L[Z,X ],LY ]

=L[[X ,Y ],Z]+L[[Y,Z],X ]+L[[Z,X ],Y ]

=L[[X ,Y ],Z]+[[Y,Z],X ]+[[Z,X ],Y ] = L0 = 0. (6.67)

上式的最后一行利用了切向量场的雅可比恒等式。这个结果说明，微分同胚群在张量场上

作用的所有可能生成元 (即李导数) 构成一个李代数。事实上，上面的 (6.55) 式告诉我们，
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李导数所构成的这个李代数与切向量场所构成的李代数是同态的，所以当然也是一个无穷

维李代数。

切向量场是微分同胚群 Diff(M) 的生成元，而所有连续微分同胚映射构成的群是一个

连续群，或者说李群，一个数学上熟知的事实是，李群的生成元必然构成李代数，微分同

胚群所对应的李代数就是切向量场在李括号运算下所构成的那个无穷维李代数。反过来，

李代数对应的群必定是李群，无穷维李代数对应的李群就是无穷维李群。因此，流形 M 的

微分同胚群 Diff(M) 必定为无穷维李群。这个无穷维李群在张量场上的作用称之为微分同

胚群的表示，李导数就是这表示的生成元。因此李导数当然也会构成一个无穷维李代数，

并且这个李代数必然与微分同胚群本身的李代数同态。这就是对上述关于李导数的两个结

果 (6.55) 和 (6.67) 本质性的理解。

6.3 协变导数，黎曼曲率张量

为了用一种坐标无关的方式处理协变导数，我们可以将某切向量场 X µ 与协变导数

Dµ 进行缩并，定义沿着 X 方向的协变导数 DX

DX ≡ X µDµ . (6.68)

很显然，DX 作用在标量函数 f (x) 上有

DX f = X µDµ f = X µ∂µ f = X( f ). (6.69)

为了将协变导数作用在某个切向量场 Y 上，我们定义

DXY ≡ (DXY µ)∂µ , (6.70)

因此作用的结果依然是一个切向量场。

很显然，DX 对于向量场 X 是线性依赖的，即任给两个切向量场 X 和 Y , 以及任给两
个标量函数 a(x),b(x)，均有

DaX+bY = aDX +bDY . (6.71)

特别的，假设沿着某粒子的世界线 xµ(τ)(粒子的四速度为 u = ∂τ) 平行移动某个向量
场 X , 则根据第四章中引入的向量场平行移动方程，我们有

DX
Dτ

= uµDµX = DuX = 0. (6.72)

这就是坐标无关写法下的平行移动方程。特别的，如果我们平行移动的对象是四速度本身，

那就得到测地线方程

Duu = 0. (6.73)

这就是坐标无关语言中的测地线方程。
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任给两个切向量场 X 和 Y , 我们可以进行如下推导

DXY −DY X =
[
Xν(DνY µ)−Y ν(DνX µ)

]
∂µ

=
[
Xν(∂νY µ)+XνΓµ

νρY ρ −Y ν(∂νX µ)−Y νΓµ
νρXρ]∂µ

=
[
Xν(∂νY µ)−Y ν(∂νX µ)+XρΓµ

ρνY ν −Y νΓµ
νρXρ]∂µ

=
[
Xν(∂νY µ)−Y ν(∂νX µ)

]
∂µ = [X ,Y ]. (6.74)

上式倒数第二行我们利用了克里斯托夫联络是一个对称联络，满足 Γµ
ρν = Γµ

νρ。也即是说，

我们有

DXY −DY X = [X ,Y ]. (6.75)

当然，正如上面推导过程所显示的，以上结果完全因为广义相对论中的克里斯托夫联

络是一个对称联络。如果我们是用一个不对称的仿射联络 Γ̃ρ
µν 来定义协变导数，那就没有

上面的结果了，这时候我们可以考察

T (X ,Y )≡ DXY −DY X − [X ,Y ], (6.76)

完全类似于前面的推导，不难得到

T (X ,Y ) = X µY ν[Γ̃ρ
µν − Γ̃ρ

νµ
]
∂ρ . (6.77)

根据第四章中给出的仿射联络在坐标变换之下的变换关系不难证明，虽然 Γ̃ρ
µν 不是一个

张量，但是
[
Γ̃ρ

µν − Γ̃ρ
νµ
]
却是一个张量，通常称作挠率张量，上面给出的 T (X ,Y ) 实际上

就是挠率张量的坐标无关化处理。当然，在广义相对论中，由于克里斯托夫联络是对称的，

因此挠率张量恒等于零, 也就是恒有 (6.75) 式成立。
由于度规张量的协变导数为零，即 DX gµν = 0(即是所谓的联络与度规张量的相容性条

件)，从而

X(⟨Y,Z⟩) = X(gµνY µZν) = DX(gµνY µZν)

= (DX gµν)Y µZν +gµν(DXY µ)Zν +gµνY µ(DX Zν)

= gµν(DXY µ)Zν +gµνY µ(DX Zν)

= ⟨DXY,Z⟩+ ⟨Y,DX Z⟩. (6.78)

也即

X(⟨Y,Z⟩) = ⟨DXY,Z⟩+ ⟨Y,DX Z⟩. (6.79)

这就是联络与度规张量相容性条件的坐标无关化处理，注意，这个结果只对克里斯托夫联

络成立。

为了用坐标无关的方式处理黎曼曲率张量，完全类似于上一章引入黎曼曲率张量时的

推导，我们注意到

[Dµ ,Dν ]Y ρ = Rρ
σ µνY σ . (6.80)
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即是说，黎曼曲率张量完全取决于协变导数的算符对易子 [Dµ ,Dν ]。为了用坐标无关的方

式处理这个算符对易子，我们将它和两个切向量场 Z,W 进行缩并，即定义如下曲率算子

R(Z,W )≡ ZµW ν [Dµ ,Dν ]. (6.81)

显然这样定义的曲率算子对于 Z,W 都是线性依赖的，因此是切向量场的二重线性算符函

数。并且很显然有

R(Z,W ) =−R(W,Z). (6.82)

下面我们来证明 R(Z,W ) 可以重写成如下形式

R(Z,W ) = DZDW −DW DZ −D[Z,W ]. (6.83)

为了证明这一点，显然只需要证明如下等式成立

DZDW −DW DZ = ZµW ν [Dµ ,Dν ]+D[Z,W ]. (6.84)

根据算符的作用规则，可以证明如下

DZDW −DW DZ = DZW νDν −DW ZµDµ

= (DZW ν)Dν − (DW Zµ)Dµ +W νDZDν −ZµDW Dµ

= DDZW −DDW Z +ZµW ν [Dµ ,Dν ]

= DDZW−DW Z +ZµW ν [Dµ ,Dν ]

= D[Z,W ]+ZµW ν [Dµ ,Dν ]. (6.85)

上式的最后一个等号利用了无挠条件 (6.75)。值得说明的是，为了得到 (6.83) 式我们虽然
利用了无挠条件，但这完全是因为我们对协变导数的定义是通过分量形式来引入的，这和

数学书中的处理有些微妙的区别，结果就是，如果完全按照数学家的定义方式，(6.83) 式
其实并不需要无挠条件成立，因此可以推广到克里斯托夫联络之外的任何仿射联络。

注意，我们不能把曲率算子定义成 DZDW −DW DZ, 因为任给一个标量函数 f (x)，

D f ZDW −DW D f Z ̸= f (x)
(
DZDW −DW DZ

)
, (6.86)

从而如果这样定义的话，那曲率算子就不是切向量场的二重线性算符函数, 这是我们所不
希望的。

为了将曲率算子和分量形式的黎曼曲率张量具体联系起来，我们将它作用在切向量场

Y 上，即定义

R(Z,W )Y ≡
(
R(Z,W )Y ρ)∂ρ . (6.87)

从而有

R(Z,W )Y =
(
R(Z,W )Y ρ)∂ρ =

(
ZµW ν [Dµ ,Dν ]Y ρ)∂ρ

=
(
Y σ ZµW νRρ

σ µν
)
∂ρ . (6.88)
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进而有

⟨X ,R(Z,W )Y ⟩= ⟨Xρ∂ρ ,
(
Y σ ZµW νRλ

σ µν
)
∂λ ⟩

= XρY σ ZµW νRλ
σ µν⟨∂ρ ,∂λ ⟩

= XρY σ ZµW νRρσ µν . (6.89)

显然，这是切向量场的一个四重线性函数，通常记为 R(X ,Y,Z,W ), 即

R(X ,Y,Z,W )≡ XρY σ ZµW νRρσ µν = ⟨X ,R(Z,W )Y ⟩. (6.90)

至此我们就完成了黎曼曲率张量的坐标无关化处理。根据黎曼曲率张量的代数性质，

我们有

R(X ,Y,Z,W ) =−R(Y,X ,Z,W )

R(X ,Y,Z,W ) =−R(X ,Y,W,Z)

R(X ,Y,Z,W ) = R(Z,W,X ,Y )

R(X ,Y,Z,W )+R(X ,Z,W,Y )+R(X ,W,Y,Z) = 0. (6.91)

根据上面性质，我们可以定义一个切向量场上的对称型 Q(X ,Y )

Q(X ,Y ) = R(X ,Y,X ,Y ), (6.92)

称作黎曼曲率张量的相配对称型。并且，由于曲率张量的代数性质，数学上可以证明 (见
附录)，Q(X ,Y ) 完全确定了黎曼曲率张量。

如果 Π 是 p 点切空间 Vp 的一个两维子空间，设 {v1,v2} 是 Π 的任意一组基矢量，我
们定义 Π 的截面曲率为

K(Π) =
R(v1,v2,v1,v2)

|v1 ∧ v2|2
, (6.93)

式中 |v1 ∧ v2|2 = ⟨v1,v1⟩⟨v2,v2⟩− ⟨v1,v2⟩2, 可以理解为切向量 v1,v2 所构成的平行四边形面

积的平方。利用黎曼曲率张量的代数性质 (6.91) 可以直接证明: 截面曲率 K(Π) 只依赖于

两维切平面 Π，与 Π 上基矢量 {v1,v2} 的具体选取无关。
为了证明 K(Π) 与基矢的选取无关，我们在 Π 平面上重新选择一组基矢 {w1,w2}, 则

存在实数 a,b,c,d 使得

w1 = av1 +bv2, w2 = cv1 +dv2, ad −bc ̸= 0. (6.94)

此时，直接的计算表明

|w1 ∧w2|2 = (ad −bc)2|v1 ∧ v2|2. (6.95)

另一方面，根据 R(X ,Y,Z,W ) 关于 X ,Y,Z,W 的四重线性性，以及代数性质 R(Y,X ,Z,W ) =

−R(X ,Y,Z,W ) 和 R(X ,Y,W,Z) =−R(X ,Y,Z,W ), 可得

R(w1,w2,w1,w2) = R(av1 +bv2,cv1 +dv2,av1 +bv2,cv1 +dv2)

= (ad −bc)R(v1,v2,av1 +bv2,cv1 +dv2)

= (ad −bc)2R(v1,v2,v1,v2). (6.96)
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从而

R(w1,w2,w1,w2)

|w1 ∧w2|2
=

R(v1,v2,v1,v2)

|v1 ∧ v2|2
, (6.97)

这就证明了截面曲率与 Π 平面上基矢的具体选取无关。
由于对称型 Q(v1,v2) 完全确定了黎曼曲率张量，从而可知：知道了 Vp 所有 2− 平面

Π 的截面曲率 K(Π), 就等价于知道了 p 点的黎曼曲率张量。另外，如果时空流形 M 是一

张两维曲面，那截面曲率其实就是这张两维曲面的高斯曲率。

除了黎曼曲率张量以外，上一章我们还定义了里奇张量，它的坐标无关化处理是作为

切向量场上的二重线性函数 Ric(X ,Y )，定义如下

Ric(X ,Y ) = RµνX µY ν . (6.98)

由于里奇张量是一个对称张量，所以显然有

Ric(X ,Y ) = Ric(Y,X). (6.99)

6.4 * 附录：一个并非重点的证明

这里我们给出相配对称型 Q(X ,Y ) = R(X ,Y,X ,Y ) 完全决定黎曼曲率张量 R(X ,Y,Z,W )

的证明。

首先，利用 R(X ,Y,Z,W ) 关于 X ,Y,Z,W 的线性性以及 R(X ,Y,Z,W ) = R(Z,W,X ,Y ) 的

性质，不难得到

R(X +Z,Y,X +Z,Y ) = R(X ,Y,X ,Y )+R(Z,Y,Z,Y )+2R(X ,Y,Z,Y ),

即是说，

R(X ,Y,Z,Y ) =
1
2
[
Q(X +Z,Y )−Q(X ,Y )−Q(Z,Y )

]
, (6.100)

记 F(X ,Y,Z) = R(X ,Y,Z,Y )，称之为相配三变量函数，因此上式说明相配三变量函数完全
由相配对称型决定。

再次利用 R(X ,Y,Z,W ) 关于 X ,Y,Z,W 的线性性，不难得到

R(X ,Y +W,Z,Y +W ) = R(X ,Y,Z,Y )+R(X ,W,Z,W )

+
[
R(X ,Y,Z,W )+R(X ,W,Z,Y )

]
. (6.101)

记相配四变量函数 G(X ,Y,Z,W ) 为

G(X ,Y,Z,W )≡ R(X ,Y,Z,W )+R(X ,W,Z,Y ), (6.102)

则 (6.101) 式告诉我们

G(X ,Y,Z,W ) = F(X ,Y +W,Z)−F(X ,Y,Z)−F(X ,W,Z), (6.103)
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因此，相配四变量函数完全由相配三变量函数决定，进而也就完全由相配对称型决定。

在 (6.102) 式中，分别将变量 Y,Z,W 替换成 Z,W,Y，即得

G(X ,Z,W,Y ) = R(X ,Z,W,Y )+R(X ,Y,W,Z). (6.104)

用 (6.102) 式减去 (6.104) 式，并注意到 R(X ,Y,W,Z) =−R(X ,Y,Z,W ) 以及 R(X ,Z,W,Y ) =

−R(X ,Z,Y,W ), 即得

G(X ,Y,Z,W )−G(X ,Z,W,Y ) =

2R(X ,Y,Z,W )+R(X ,W,Z,Y )+R(X ,Z,Y,W ). (6.105)

根据

R(X ,W,Z,Y )+R(X ,Z,Y,W )+R(X ,Y,W,Z) = 0

⇒R(X ,W,Z,Y )+R(X ,Z,Y,W ) =−R(X ,Y,W,Z) = R(X ,Y,Z,W ).

代入 (6.105) 式，即得

G(X ,Y,Z,W )−G(X ,Z,W,Y ) = 3R(X ,Y,Z,W ), (6.106)

这个式子说明，黎曼曲率张量 R(X ,Y,Z,W ) 完全由相配四变量函数决定，进而也就完全由

相配对称型决定。证明完成。



7. 曲率的意义

前面我们引入了黎曼曲率张量，它是两维曲面高斯曲率的高维推广，是一个内禀量，

相应的黎曼几何也是一种内禀几何。所谓内禀几何，意思就是黎曼几何所描述的高维时空

流形不需要嵌入到一个更高维的欧氏空间中，而是仅仅只需要一个在时空本身定义的度规

张量就可以描述。但这种内禀的描述就使得时空弯曲变成了一个很抽象很不好理解的东

西，进而使得黎曼曲率张量作为一个描述时空曲率的量显得非常抽象。从内禀几何的角度，

曲率的几何含义是什么呢？在第一章中，我们给出过一个回答，在黎曼正则坐标系中，曲

率张量就是对局部平坦的二阶偏离。本章我们将进一步用内禀的方式讨论黎曼曲率张量的

几何含义。

另一方面，第三章中提到过，对潮汐力的相对论性刻画就是黎曼曲率张量。本章我们

将进一步搞清楚这个潮汐力与黎曼曲率张量之间的关系，并进而弄清楚黎曼曲率张量在广

义相对论中的物理含义。特别的，我们将清楚地看到爱因斯坦场方程如何在牛顿近似中回

到牛顿引力理论。

而且，上一章我们引入了坐标无关的数学语言。本章我们将看到，有些问题的处理、

有些公式的推导，用这种坐标无关的数学语言来进行将会简洁得多。

7.1 测地线偏离方程与牛顿近似

7.1.1 测地线偏离方程

为了看清楚黎曼曲率张量如何刻画时空弯曲，我们首先注意到，弯曲时空中的测地线

就是平直时空中直线概念的推广，原因有二：第一，在平直的闵可夫斯基时空，自由粒子
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走的是直线，而在弯曲时空中，自由粒子走的是测地线；第二，在第二章关于光锥与世界

线的讨论中，我们看到，闵可夫斯基时空中走直线的粒子，具有最大的固有时，也即是说，

直线对应固有时的极值，而根据第三章中对类时测地线的定义，弯曲时空中的类时测地线

正是对应固有时的极大值。因此，测地线就是弯曲时空中的“直线”。

这就告诉我们一种刻画时空弯曲的方法：在时空中任意取初始时相互平行的两根类时

测地线，如果它们始终保持平行，那就说明时空是平直的。相反，如果随着粒子往前飞行，

这两根测地线之间的相对距离在变化 (比方说两者离得越来越近)，那就说明时空本身是弯
曲的。

上述想法可以转化成精确的数学公式。为此我们考虑依赖于参数 σ 的一簇测地线
xµ(τ,σ)(不同的 σ 对应不同的测地线)，τ 为这些测地线的固有时参数 (或者对于类光的零
性测地线簇，τ 就是仿射参数)。记 uµ(τ,σ) 为这些测地线的切向量，即

uµ(τ,σ) =
∂

∂τ
xµ(τ,σ), (7.1)

用坐标无关的写法则是

u(τ,σ) = uµ(τ,σ)∂µ = ∂τ . (7.2)

满足测地线方程

Duu = 0. (7.3)

如图 (7.1) 所示, 记两根无限靠近的测地线之间的相对偏离为 δσξ µ(τ,σ), 式中 δσ 为

Figure 7.1: 测地线单参簇与偏离矢量 ξ .

无穷小量，向量 ξ µ(τ,σ) 称作偏离向量，它由下式给出

ξ µ(τ,σ) =
∂

∂σ
xµ(τ,σ), (7.4)

写成坐标无关的形式即是

ξ (τ,σ) = ξ µ(τ,σ)∂µ = ∂σ , (7.5)

式中 ∂σ = ∂
∂σ。由于 τ 和 σ 为两个相互独立的参数，因此 ∂τ∂σ = ∂σ ∂τ , 从而

[u,ξ ] = 0. (7.6)
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利用克里斯托夫联络的无挠条件 Duξ −Dξ u = [u,ξ ]，即有

Duξ = Dξ u. (7.7)

利用上面的 (7.3)式和 (7.7)式，再利用 R(u,ξ ) =DuDξ −Dξ Du−D[u,ξ ] =DuDξ −Dξ Du,
即可以进行如下推导

D2ξ
Dτ2 ≡ DuDuξ = DuDξ u

= Dξ Duu+R(u,ξ )u = R(u,ξ )u. (7.8)

即有测地线偏离方程

D2ξ
Dτ2 = R(u,ξ )u. (7.9)

或者也可以根据上一章的知识，将之写成局部坐标中的形式，

D2ξ µ

Dτ2 = Rµ
αβνuαuβ ξ ν . (7.10)

实际上，对于类时测地线簇，我们可以进一步要求偏离矢量与测地线的切向量 u 正

交。为了看清楚这一点，我们注意到 τ 为测地线的固有时，因此切向量 u 其实就是四速

度，从而满足

gµνuµuν =−1 ⇒ ⟨u,u⟩=−1. (7.11)

从而我们可以重新定义一个偏离矢量 η

η = ξ + ⟨ξ ,u⟩u. (7.12)

很明显 η 与 u 正交，即满足

⟨η ,u⟩= 0. (7.13)

另外，利用 (7.6) 式，也有

[u,η ] = [u,ξ + ⟨ξ ,u⟩u]

= [u,⟨ξ ,u⟩u] = u
(
⟨ξ ,u⟩

)
u, (7.14)

再利用 u
(
⟨ξ ,u⟩

)
= Du

(
⟨ξ ,u⟩

)
= ⟨Duξ ,u⟩= ⟨Dξ u,u⟩= 1

2 ξ
(
⟨u,u⟩

)
= 1

2 ξ (−1) = 0(这里我们已
经用到了 (7.3) 式和 (7.7) 式)，即有

[u,η ] = 0. (7.15)

问题是，这样重新定义的 η 有权作为偏离矢量吗？即 η 满足测地线偏离方程吗？回
答是肯定的，因为测地线偏离方程的成立只需要 Duu = 0 和 [u,η ] = 0 成立。当然我们也
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可以直接验证 η 满足测地线偏离方程，为此只需注意到

DuDuη = DuDuξ +DuDu
(
⟨ξ ,u⟩u

)
= DuDuξ +Du

(
⟨Duξ ,u⟩u

)
= DuDuξ + ⟨DuDuξ ,u⟩u

= R(u,ξ )u+ ⟨R(u,ξ )u,u⟩u

= R(u,ξ )u+R(u,u,u,ξ )u. (7.16)

式中我们已经代入了 ξ 所满足的测地线偏离方程 (7.9)。又注意到曲率算子 R(X ,Y ) 关于

X ,Y 为线性依赖，而且满足 R(X ,Y ) =−R(Y,X), 从而 R(u,u) = 0，从而

R(u,η) = R(u,ξ ). (7.17)

另外，根据 R(X ,Y,Z,W )关于 X ,Y 反对称的性质，可知 R(u,u,u,ξ ) = 0. 将这些代入 (7.16)
式，即有

D2η
Dτ2 ≡ DuDuη = R(u,η)u. (7.18)

从而，重新定义的与 u 正交的偏离矢量 η 同样满足测地线偏离方程。
注意到测地线偏离方程是关于偏离矢量的一个线性微分方程，所以不妨引入一个线性

微分算子 Ĵu，其在偏离矢量 η 上的作用如下

Ĵuη ≡−D2η
Dτ2 +R(u,η)u. (7.19)

如此一来测地线偏离方程就可以简写为

Ĵuη = 0. (7.20)

测地线偏离方程清楚地告诉我们，黎曼曲率张量决定了两根邻近测地线之间相对距离

的变化情况，因此黎曼曲率张量是对时空弯曲情况的一种刻画。

将测地线偏离方程限制在一条基准测地线 γ 上所得的结果也称作雅可比方程，相应的
偏离矢量 ξ (或者 η) 也称作沿 γ 定义的雅可比场。如果基准测地线 γ 是一簇临近测地线
中的一条，那我们当然有测地线偏离方程。反过来的情况却不一定成立，即是说，沿着 γ
有一个雅可比场并不意味着 γ 经过变分 δxµ = δσηµ 以后得到的临近世界线一定是测地

线，因为雅可比方程只是关于偏离矢量 η 的线性方程，因此，它只意味着 γ 变分以后的
临近曲线在一阶近似上满足测地线方程。
如果基准测地线 γ 上存在两点 p,q，使得雅可比场在这两点的值为零 (但在这两点之

间不为零)，即满足 η(p) = η(q) = 0，则称这两点为 γ 的一对共轭点，如图 (7.2) 所示。根
据雅可比场的定义可以知道，如果测地线 γ 上存在一对共轭点 p,q，则有时候 (但不是必
然) 意味着存在一簇从共同的 p 点发出，又汇聚于 q 点的测地线单参簇，使得 γ 是这一簇
测地线中的一条。比方说，两维球面上的测地线就是大圆，因此地球仪上所有经线圈都是

测地线，它们构成了测地线簇，而南极和北极就是这测地线上的一对共轭点。共轭点 p,q
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Figure 7.2: p,q 为一对共轭点.

的存在必然意味着的是，原测地线 γ 可以沿着雅可比场 η 作一个小的变动 δxµ = δσηµ，

变动以后的曲线依然连接 p,q 两点，并且在一阶近似上依然满足测地线方程。

前面我们说过，类时测地线对应固有时的极大值，其实这个说法只在固有时较小时才

成立，如果两点的时空距离足够远，从而使得固有时足够大，那这个说法一般来说是值得

商榷的。后面我们将会看到，共轭点对的存在对于决定类时测地线 γ 是否为两点之间固有
时取极大值的曲线有重要意义。

为了进一步考察沿着测地线 γ 的雅可比方程，下面取定一个沿着 γ 自由下落的局部
惯性系，则根据局部惯性系的定义，沿着 γ 有

gµν |γ = ηµν , Γρ
µν |γ = 0. (7.21)

由于沿着整个 γ 均有 Γρ
µν |γ = 0, 所以当然也有 ∂τΓρ

µν |γ = 0，从而即有

D2ηµ

Dτ2 =
d2ηµ

dτ2 . (7.22)

因此在这样的坐标系中，雅可比方程可以重写为

Ĵuηµ =−d2ηµ

dτ2 +Rµ
αβνuαuβ ην = 0. (7.23)

在这个沿着 γ 自由下落的局部惯性系中，粒子的四维速度 uµ 满足

uµ = (1,0,0,0), (7.24)

即 u0 = 1, ui = 0, i = 1,2,3，因此与之正交的偏离矢量 ηµ 必定满足

η0 = 0, (7.25)

从而雅可比方程的 0 分量变成

Ĵuη0 =−d2η0

dτ2 +R0
αβνuαuβ ην = 0

⇒Ĵuη0 = 0+R0
00νu0u0ην = 0

⇒Ĵuη0 =−R000νην = 0, (7.26)
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由于 R000ν = 0, 所以最后是一个自动成立的平凡结果。类似的，可以得到雅可比方程的非
平凡空间分量 (i, j = 1,2,3), 有

Ĵuη i =−d2η i

dτ2 +Ri
αβνuαuβ ην = 0

⇒Ĵuη i =−d2η i

dτ2 +Ri00 jη j = 0. (7.27)

即是说，在沿着测地线 γ 自由下落的局部惯性系中，决定雅可比方程的线性微分算子
Ĵu 可以简单理解为如下 3×3 矩阵值的微分算子

Ĵu =−δi j
d2

dτ2 +Vi j, 式中Vi j = Ri00 j =−R0i0 j. (7.28)

由于 R0i0 j = R0 j0i, 所以 Vi j =Vji，从而 Ĵu 作为 3×3 矩阵是一个实对称矩阵。进而类比于

量子力学里的哈密顿算符可以知道，作为作用在“波函数”η j(τ) 上的算符，算符 Ĵu 是一

个厄密算符！

7.1.2 测地线偏离方程与潮汐力

引力场中自由下落的粒子所走的就是类时测地线，因此偏离矢量 η 就可以理解为两
个邻近的自由下落粒子之间的相对位置矢量，从而 D2η/Dτ2 就是这两个粒子的四维相对

加速度，不妨记为 aµ , 从而根据测地线偏离方程

aµ =
D2ηµ

Dτ2 = Rµ
αβνuαuβ ην . (7.29)

另一方面，假设以两个粒子中的一个为坐标原点，取定一个沿着粒子所走的测地线自由下

落的局部惯性系，那么根据第三章的知识，另一个邻近粒子在这个局部惯性系中感受到的

力就是潮汐力，从而相对加速度 aµ 其实就是协变的潮汐加速度。根据上面式子可知，黎

曼曲率张量完全决定了这个协变的潮汐加速度，换言之，潮汐加速度正是黎曼曲率张量的

物理反映。

下面，取这无限邻近的两个粒子之一所走的测地线为 γ，并取定一个沿着 γ 自由下落
的局部惯性系，则根据上一小节的分析可知，协变潮汐加速度可以写成

aµ =
D2ηµ

Dτ2 =
d2ηµ

dτ2 . (7.30)

又由于在此坐标系中 η0 = 0，从而潮汐加速度也满足 a0 = 0。进一步，对于潮汐加速度的

空间分量 i, j = 1,2,3, 有

ai = Ri
00 jη j. (7.31)

下面，假设引力场不强，并且粒子的运动速度远小于光速，那这时候第三章中对潮汐

力的牛顿力学分析就近似成立了。在牛顿近似中，粒子固有时约等于坐标时，即 τ ≈ x0 = t,
从而上面的潮汐加速度 ai 就是普通牛顿力学中的潮汐加速度 (相对加速度)。

另一方面，根据牛顿力学，自由落体的加速度为

d2xi

dt2 =−∂iΦ(x). (7.32)
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式中 Φ(x) 为牛顿万有引力势。将上式对 xi 变分，并取 δxi = η i 为偏离矢量，即可以得到

两个邻近的自由下落粒子之间的相对加速度 (即潮汐加速度)

ai =
d2η i

dt2 =
d2δxi

dt2 =−(∂i∂ jΦ)δx j

=−(∂i∂ jΦ)η j. (7.33)

将这个结果与 (7.31) 式进行比较，即有，在牛顿近似下

Ri
00 j ≈−(∂i∂ jΦ). (7.34)

或者也可以写成

Ri
0 j0 ≈ (∂i∂ jΦ). (7.35)

在第三章中我们讲过 ∂i∂ jΦ 完全刻画了牛顿力学中的潮汐力，(7.35) 式告诉我们，黎
曼曲率张量正是对这一刻画的相对论协变推广。

(7.35) 式还能告诉我们一个重要结论，即里奇张量的 00 分量在牛顿近似下为

R00 ≈ ∇2Φ. (7.36)

为了看清楚这一点，我们只需注意到，根据黎曼曲率张量指标的对称性，有 Rµ
000 = 0, 从

而

R00 = Rµ
0µ0 = R0

000 +Ri
0i0 = Ri

0i0 ≈ ∇2Φ, (7.37)

上式的最后一个等于号我们代入了 (7.35) 式。

7.1.3 爱因斯坦场方程的牛顿近似

有了上一小节的准备，我们就可以来讨论爱因斯坦场方程的牛顿近似了，我们将清楚

地看到爱因斯坦场方程如何在牛顿近似中回到牛顿引力理论。

为了对爱因斯坦场方程进行牛顿近似，我们首先需要对方程右边的物质能动量张量进

行非相对论近似。为此，我们先回想一下第四章中导出的多质点体系的能动量张量，为

T µν(x) =
1√
−g ∑

n
mn

∫
dτn

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δ 4(x− xn(τn)

)
=

1√
−g ∑

n
mn

∫
dσn

dxµ
n

dσn

dxν
n

dτn
δ 4(x− xn(σn)

)
. (7.38)

式中我们已经利用变量代换将粒子世界线参数换成了任意的 σn。仿照第二章中的相关做

法，根据 σn 的任意性，取 σn = x0
n，并做完对 σn 的积分以后，就可以得到

T µν =
1√
−g

[
∑
n

pµ
n pν

n

p0
n

δ 3(x−xn(t)
)]
. (7.39)

式中 pµ
n = mn

dxµ
n

dτn
为粒子的四维动量，并且根据四维速度满足的 gµν

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
=−1，有

−gµν pµ
n pν

n = m2
n. (7.40)
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以单个粒子为例，回想一下第三章中曾简略地提及如何对广义相对论进行牛顿近似，

为此只需假定粒子的速度为一阶小量，满足

v ≪ 1, (7.41)

并取度规张量为 (i, j = 1,2,3 为空间指标)

g00(x) =−(1+2Φ(x)), g0i(x) = 0, gi j(x) = δi j. (7.42)

其中小量

Φ(x)≪ 1. (7.43)

在零阶近似上，gµν 就是闵可夫斯基度规 ηµν , 从而 g = det(gµν) 的零阶近似就是 −1。粒

子的作用量可以近似为

S =−m
∫

dτ =−m
∫ √

(1+2Φ(x))dt2 −dx2

=−m
∫

dt
√

1+2Φ(x)−v2

≈ m
∫

dt
[1

2
v2 −Φ(x)

]
. (7.44)

由此可见 v2 与牛顿引力势 Φ 是同阶小量，v 为一阶小量，因此 Φ 就是二阶小量。
但是对于一个质量为 M 的质点，其产生的牛顿引力势为 Φ = G M

r，我们将 M 和 r 理

解为有限大小的零阶量，因此 Φ 为二阶小量就意味着牛顿引力常数 G 应该理解为二阶小

量。

对于多质点系统，由以上假设，即有

pi
n = p0

nvi
n ≪ p0

n. (7.45)

或者说，相对于零阶的 p0
n, 三维动量 pi

n 是一阶小量。从而容易看出 (7.40) 式的零阶近似
为

(p0
n)

2 ≈ m2
n ⇔ p0

n ≈ mn. (7.46)

进而根据 (7.39) 式不难看出：T 0i 为一阶小量，T i j 为二阶小量，以及在零阶近似上，有

T00 ≈ T 00 ≈ ∑
n

mnδ 3(x−xn(t)
)
≡ ρ, (7.47)

即是说，能量密度就约等于质量密度 ρ，这实际上就是爱因斯坦的质能关系。同样在零阶
近似上，我们也有

T 0i ≈ T i j ≈ 0, (7.48)

因为它们都是小量。进一步 (在零阶近似上)，也有

T ≡ gµνT µν ≈−T 00 ≈−ρ. (7.49)
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为了得到爱因斯坦场方程的牛顿近似，我们将场方程 Rµν − 1
2 gµνR = κTµν 进行指标

缩并，进而得到

R− 1
2

4R = κT ⇔ R =−κT ≈ κρ . (7.50)

从而可以将爱因斯坦场方程近似为

Rµν ≈ κ
(
Tµν +

1
2

gµνρ
)
. (7.51)

取 00 分量，并利用上一节得到的 R00 ≈ ∇2Φ 以及 T00 ≈ ρ, g00 ≈−1, 即有

∇2Φ ≈ 1
2

κρ . (7.52)

这就是场方程的牛顿近似。将之与下面的牛顿引力场方程进行比较

∇2Φ = 4πGρ, (7.53)

即可以定出常数 κ 为

κ = 8πG. (7.54)

最终的这个结果我们在引入场方程的那一章中就已经知道了，这里只是给出了这个结果的

具体推导过程。这个推导本身也说明了，爱因斯坦场方程在牛顿近似上的确能回到牛顿的

引力理论，这本身也是对广义相对论的一个最基本的理论上的检验。

如果将上述近似过程用于带宇宙学常数的爱因斯坦场方程

Rµν −
1
2

gµνR+Λgµν = 8πGTµν , (7.55)

则在最低阶近似上，我们将得到

∇2Φ = 4πGρ −Λ. (7.56)

这是带宇宙学常数的牛顿引力场方程。如果考察的是单个质量为 M 的质点所产生的引力

场，则可以取 ρ = Mδ 3(x), 进而由上述方程的解可以得到引力加速度 g, 为

g =−∇Φ =
(
− GM

r2 +
Λr
3
)
er, (7.57)

式中 er 为径向方向的单位矢量。从这个结果可以看到，如果宇宙学常数为负，则它将诱

导出一个随距离线性增加的吸引力，而如果宇宙学常数为正, 则它所诱导出来的就是一个
随距离线性增加的排斥力。天文观测表明，我们的宇宙在加速膨胀，这通常被认为是由于
我们的宇宙具有一个正的宇宙学常数，它所产生的排斥力使得宇宙加速膨胀。
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7.2 * 粒子固有时的一阶和二阶变分公式

第三章中说过，有质量粒子所走的测地线是使得固有时取极大值的路径，但这种说法

其实是有漏洞的，这一节我们将具体分析漏洞出在哪里，以及这漏洞和时空曲率有什么关

系。具体来说，假设记时空流形为 M, 则本节要考察的问题是：给定时空中的一段世界线
γ : [a,b]→ M, 如何确定在连接 γ(a) = p 到 γ(b) = q 的所有可能世界线中，原来的 γ 是否
具有极大的固有时？

为此我们需要考察 γ 的变分，也就是考察与 γ 邻近的那些可能世界线。具体来说，我
们可以把 γ 嵌入到一个单参世界线簇 {γσ}0≤σ≤ε 中去，使得 γ = γ0(称作基准世界线), 而
且这个单参簇的两个端点 p,q 固定，即满足

γσ (a) = γ(a) = p, γσ (b) = γ(b) = q, ∀σ ∈ [0,ε], (7.58)

如图 (7.3) 所示。我们要验证的是，如下定义的函数 L(σ) 在 σ = 0 处是否具有局部极大

Figure 7.3: 世界线 γ 的单参变分.

值1，

L(σ) =世界线段 γσ 的固有时长. (7.60)

如果 L′(0) = 0, L′′(0)< 0(撇号表示对 σ 求导)，则函数 L(σ) 在 σ = 0 处有局部极大

值。如果对所有以 γ 为基准世界线的单参簇 {γσ}, 均有 L′(0) = 0, L′′(0)< 0，那就表示 γ
这条世界线与邻近于 γ 的所有其它世界线相比，γ 的固有时都是极大的。所以，分析的关
键是要找到 L′(0), 和 L′′(0) 的公式，也就是所谓的粒子固有时的一阶和二阶变分公式。

记 τ 为世界线本身的参数，则单参世界线簇就是 γσ (τ), 它们共同的起点是 τ = a，共

同的终点是 τ = b。这个单参世界线簇在局部坐标中的表达是 xµ(τ,σ)。与上一节考察测

地线偏离方程不同的是，现在要求这些世界线在相同的 τ“时间”之内，从共同的起点
γ(a) = p 到达共同的终点 γ(b) = q, 因此我们无法要求 τ 为单参簇中每一条世界线的固有
时，不过，我们可以取 τ 为基准世界线 γ = γ0 的固有时。
定义世界线 γσ (τ) 的切矢量为 u = ∂τ ,

u = ∂τ =
∂xµ

∂τ
∂µ , (7.61)

1显然，L(σ) 和粒子作用量 S 的关系为

S =−mL. (7.59)
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因此 uµ = ∂xµ

∂τ 。由于粒子世界线必定从光锥内部穿过，从而必定为类时曲线，即必定满足

⟨u,u⟩< 0. (7.62)

又由于 τ 为 σ = 0 这条世界线的固有时，所以 u|σ=0 必定为这条基准世界线的四维速度，

从而有

⟨u,u⟩|σ=0 =−1. (7.63)

注意，σ ̸= 0 时可没有这个结果。由此我们可以写出函数 L(σ)，为

L(σ) =
∫ b

a
dτ
√
−gµν

∂xµ

∂τ
∂xν

∂τ

=
∫ b

a
dτ
√
−⟨u,u⟩ ≡

∫ b

a
dτ|u|. (7.64)

式中 |u| ≡
√
−⟨u,u⟩, 特别的 |u|σ=0 = 1。

为了考察 xµ(τ,σ) 随着参数 σ 的变分，我们定义 δxµ ≡ δσξ µ , 式中

ξ µ =
∂xµ

∂σ
. (7.65)

当然，ξ µ 的坐标无关化表达就是 ξ = ∂σ。由于单参簇有共同的固定端点，所以显然有

ξ µ(a) = ξ µ(b) = 0，即

ξ (a) = ξ (b) = 0. (7.66)

另外，由于 σ 和 τ 相互独立，所以显然有

[ξ ,u] = 0. (7.67)

进而利用无挠条件，即有 Dξ u = Duξ。

利用 |u|2 =−⟨u,u⟩ 可得 2|u|ξ (|u|) = ξ (|u|2) =−ξ
(
⟨u,u⟩

)
=−2⟨Dξ u,u⟩, 即有

ξ (|u|) =− 1
|u|

⟨Dξ u,u⟩=− 1
|u|

⟨Duξ ,u⟩. (7.68)

进而可得

L′(σ) =
∫ b

a
dτ

∂
∂σ

|u|=
∫ b

a
dτξ (|u|)

=−
∫ b

a
dτ

1
|u|

⟨Duξ ,u⟩. (7.69)

特别的，在 σ = 0 处，( 1
|u|

⟨Duξ ,u⟩
)
|σ=0 =

(
⟨Duξ ,u⟩

)
|σ=0 = u

(
⟨ξ ,u⟩

)
|σ=0 −⟨ξ ,Duu⟩|σ=0. (7.70)
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所以

L′(0) =−
∫ b

a
dτ
[
∂τ
(
⟨ξ ,u⟩

)
−⟨ξ ,Duu⟩

]
σ=0

=−
(
⟨ξ ,u⟩

)
|ba +

∫ b

a
dτ⟨ξ ,Duu⟩|σ=0. (7.71)

利用路径两端的 ξ = 0，即得

L′(0) =
∫ b

a
dτ⟨ξ ,Duu⟩|σ=0. (7.72)

如果对于任意单参簇 (从而任意的 ξ )，均有 L′(0) = 0，则 σ = 0 的基准世界线必定满足

Duu = 0, (7.73)

这正是测地线方程！所以上面推导只不过是用一种坐标无关的方式从固有时一阶变分为零

导出了测地线方程，当然，这也就是重新处理了一遍最小作用量原理。

二阶变分

下面来计算 L′′(0), 由本节开头的叙述可以知道，仅当 L′(0) = 0 时，计算 L′′(0) 才有

意义。于是下面我们可以假设 σ = 0 的基准世界线 γ = γ0 为一条类时测地线。
由 (7.69) 式，可得

L′′(σ) =−
∫ b

a
dτ

∂
∂σ

( 1
|u|

⟨Duξ ,u⟩
)
. (7.74)

利用 (7.68) 式，可以把式中的被积项表达为

ξ
( 1
|u|

⟨Duξ ,u⟩
)

=
1
|u|3

⟨Duξ ,u⟩2 +
1
|u|

⟨Duξ ,Dξ u⟩+ 1
|u|

⟨Dξ Duξ ,u⟩

=
1
|u|3
[
u
(
⟨ξ ,u⟩

)
−⟨ξ ,Duu⟩

]2
+

1
|u|

⟨Duξ ,Duξ ⟩

+
1
|u|
[
⟨R(ξ ,u)ξ ,u⟩+ ⟨DuDξ ξ ,u⟩

]
, (7.75)

最后一行我们利用了 [ξ ,u] = 0, 从而 R(ξ ,u) = Dξ Du −DuDξ。

然后，在上面结果中取 σ = 0，并注意到这时候有测地线方程以及 |u|= 1, 即

Duu = 0, |u|= 1. (7.76)

也即有

⟨DuDξ ξ ,u⟩= u
(
⟨Dξ ξ ,u⟩

)
=

∂
∂τ
(
⟨Dξ ξ ,u⟩

)
. (7.77)

最后即得到

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ
[(

u⟨ξ ,u⟩
)2

+ ⟨Duξ ,Duξ ⟩+ ⟨R(ξ ,u)ξ ,u⟩+ ∂
∂τ

⟨Dξ ξ ,u⟩
]

=−
∫ b

a
dτ
[(

u⟨ξ ,u⟩
)2

+ ⟨Duξ ,Duξ ⟩+ ⟨R(ξ ,u)ξ ,u⟩
]

−⟨Dξ ξ ,u⟩|ba, (7.78)
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式中 ⟨Dξ ξ ,u⟩|ba 为端点项，但是由于世界线单参簇的端点固定 (即在端点处恒有 ξ =

0)，所以这个端点项其实恒等于零。再利用 ⟨R(ξ ,u)ξ ,u⟩ = ⟨u,R(ξ ,u)ξ ⟩ = R(u,ξ ,ξ ,u) =
R(ξ ,u,u,ξ ) = ⟨ξ ,R(u,ξ )u⟩，即可以将上面结果重写成

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ
[(

u⟨ξ ,u⟩
)2

+ ⟨Duξ ,Duξ ⟩+ ⟨ξ ,R(u,ξ )u⟩
]
. (7.79)

重新定义一个变分矢量 η

η = ξ + ⟨ξ ,u⟩u, (7.80)

显然，η 与 u 正交，即满足 ⟨η ,u⟩= 0, 同时 η 在世界线的两个端点处也为零。注意 σ = 0

时有测地线方程 Duu = 0, 从而易得 Duη = Duξ + ⟨Duξ ,u⟩u, 又注意到 ⟨u,u⟩ = −1, 进而不
难得到

⟨Duη ,Duη⟩= ⟨Duξ ,Duξ ⟩+ ⟨Duξ ,u⟩2, (7.81)

又由于 ⟨Duξ ,u⟩= u⟨ξ ,u⟩−⟨ξ ,Duu⟩= u⟨ξ ,u⟩, 从而

⟨Duη ,Duη⟩= ⟨Duξ ,Duξ ⟩+
(
u⟨ξ ,u⟩

)2
. (7.82)

另外，利用黎曼曲率张量的线性性和反对称性，可得

⟨ξ ,R(u,ξ )u⟩= R(ξ ,u,u,ξ ) = R(η ,u,u,η) = ⟨η ,R(u,η)u⟩. (7.83)

将 (7.82) 式和 (7.83) 式代入 L′′(0) 的表达式 (7.79), 即得

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ
[
⟨Duη ,Duη⟩+ ⟨η ,R(u,η)u⟩

]
. (7.84)

这就是最终的沿着类时测地线的二阶变分公式。
仔细看一看二阶变分的这个公式，我们发现重点是其中再次出现了起决定性作用的时

空曲率 R(u,η ,u,η), 这清楚地说明曲率是在二阶扰动 (二阶变分) 的意义上影响自由下落
粒子作用量的。

为了更进一步看清二阶变分公式的物理含义，我们可以完全类似于前面关于测地线偏

离方程的情形，在沿着测地线 γ 自由下落的局部惯性系中讨论这个二阶变分公式。比方说，
这时候我们也有 η0 = 0, Duη i = dη i

dτ 。则最终可以将 (7.84) 式在此局部惯性系中重写成

L′′(0) =−
∫

dτ
[(dη⃗

dτ
)2

+Ri00 jη iη j]. (7.85)

若进一步取上面这个式子的牛顿近似，并记 η i ≡ yi, 则有

1
2

L′′(0)≈−
∫

dt
[1

2
(dy

dt

)2
+

1
2

Ri00 jyiy j]
≈−

∫
dt
[1

2
ẏ2 − 1

2
(∂i∂ jΦ)yiy j]. (7.86)

上式第二行代入了 (7.34) 式。很显然，这正是第三章引入潮汐力概念时根据牛顿自由落体
作用量所得到的结果。
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我们可以根据上述结果 (7.85) 进一步讨论在什么情况下 L′′(0) < 0。首先，假设基准

测地线 γ = γ0 足够短，即粒子从 p 端点运动到 q 端点的固有时足够短，不妨记这固有时

为 τ，则很显然 dη⃗
dτ 在 ∆η⃗/τ 的量级，这里 ∆η⃗ 为 p,q 之间的相对空间位置矢量。进而即

可以作如下估算: ∫
dτ
(dη⃗

dτ
)2 ∼ τ

(∆η⃗
τ
)2

=
(∆η⃗)2

τ
. (7.87)

类似的， ∫
dτ
[
Ri00 jη iη j]∼C(η ,η)τ, (7.88)

式中 C(η ,η)∼ Ri00 jη iη j。即是说，我们有

L′′(0)∼−
[(∆η⃗)2

τ
+C(η ,η)τ

]
. (7.89)

很显然，当 τ 足够小时，括号中的第一项占主导地位，第二项相比可以忽略。即当 τ 足够
小时，我们有

L′′(0)∼−(∆η⃗)2

τ
< 0. (7.90)

结论就是：当端点 p 和端点 q 离得足够近，从而 p 到 q 的固有时足够短时，必定有

L′′(0)< 0, (7.91)

这时候从 p 到 q 的类时测地线有极大的固有时！
但是，如果从 p 到 q 的固有时很长，那上述结论就不一定成立了，因为这时候二阶变

分公式 (7.84) 中曲率项的贡献就变得很重要，从而使得 L′′(0)< 0 不一定成立了。临界的

情况当然就是，可能存在某些变分矢量 η，使得 L′′(0) = 0。

为了更好地分析什么情况下会出现 L′′(0) = 0，我们不妨改写一下二阶变分公式 (7.84)。
为此我们可以利用 ⟨Duη ,Duη⟩ = u⟨η ,Duη⟩− ⟨η ,DuDuη⟩ = ∂τ⟨η ,Duη⟩− ⟨η , D2η

Dτ2 .⟩ 进而对
(7.84) 式右边的第一项进行分部积分，得到

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ
[
−⟨η ,

D2η
Dτ2 ⟩+ ⟨η ,R(u,η)u⟩

]
−⟨η ,Duη⟩|ba

=−
∫ b

a
dτ⟨η ,−D2η

Dτ2 +R(u,η)u⟩. (7.92)

式中第二行我们利用了在路径的两个端点处 η = 0。进一步，利用微分算子 Ĵu 的定义

(7.19)，就可以把这个结果简写为

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ⟨η , Ĵuη⟩. (7.93)

很显然，当变分矢量 η 同时是沿着基准测地线定义的雅可比场时 (即满足测地线偏离方程
Ĵuη = 0 时)，则有 L′′(0) = 0。也即是说，只要 p,q 之间存在非零的雅可比场，那就能使得

L′′(0) = 0 的临界情况成立。进而我们可以得到如下重要定理。
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为了进一步简化问题，我们也可以在沿着 γ 自由下落的局部惯性系中进行分析，这时
候上一段的结果就变成，

L′′(0) =−
∫ b

a
dτ
[(dη⃗

dτ
)2

+Ri00 jη iη j]
=−

∫ b

a
dτη i(−δi j

d2

dτ2 +Ri00 j
)
η j. (7.94)

式中已经利用了 η i(a) = η i(b) = 0。根据前面讨论雅可比方程时定义的 (7.28)，这个结果
显然与 (7.93) 式一致。

(7.94) 式的形式激励我们将它类比于一个量子力学能量泛函的变分问题。为此我们考
虑定义在区间 [a,b] 上的一维量子力学问题，取 τ 为一维变量，取量子力学波函数 ψ(τ) =(
η1(τ),η2(τ),η3(τ)

)T (T 表示矩阵转置)，并且波函数在区间两端为零 ψ(a) = ψ(b) = 0。同

时，我们可以将变分矢量 η i(τ) 进行适当的归一化，进而给出波函数归一化条件

1 = ⟨ψ|ψ⟩=
∫ b

a
dτψT (τ)ψ(τ). (7.95)

进一步，取系统的哈密顿算符 H 为

H =−δi j
d2

dτ2 +Vi j = Ĵu, 式中Vi j = Ri00 j =−R0i0 j. (7.96)

则 (7.94) 式可以写成

L′′(0) =−⟨ψ|H|ψ⟩=−E(ψ), (7.97)

式中能量泛函 E(ψ) 为

E(ψ) = ⟨ψ|H|ψ⟩=
∫ b

a
dτψT (τ)Hψ(τ). (7.98)

显然，要分析 L′′(0) 是否恒小于零，关键是要分析能量泛函 E(ψ) 的最小值，也就是

上述量子力学系统基态的能量，只要这个基态能量大于零，那即有 L′′(0)< 0，反过来也一

样。不妨固定区间 [a,b] 的 a 端，将基态能量看成 b 的函数，记作 Eb, 即

Eb = min
ψ

{E(ψ)}. (7.99)

由前面对固有时足够小时 (即 b− a 足够小) 的分析可知，当 b− a 足够小时，能量泛函
E(ψ) 是正定的，从而必有 Eb > 0。

进一步，可以论证基态能量 Eb 关于 b 是单调递减的，原因在于，一个更小区间的
基态波函数可以自然地作为一个更大区间的能量泛函变分的试探波函数。具体来说，假设

a < b1 < b, 假设 ψ0(τ) 为 [a,b1] 区间上的基态波函数，则我们可以自然地定义 [a,b] 区间

上的试探波函数 ψ(τ) 为

ψ(τ) =

ψ0(τ), τ ∈ [a,b1]

0, τ ∈ [b1,b]
. (7.100)
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真正基态的能量当然比试探波函数对应的能量要低，从而必有 Eb ≤ Eb1。

进而结合上面两段的结果可知，要让某个大的区间 [a,b] 上的 Eb ≤ 0, 充要条件是，存
在某个小一些的临界 c, a < c < b,使得 Ec = 0,即是说 Hψ(τ) = 0在 [a,c]区间上有非零解。

由于 H = Ĵu，因此这也意味着雅可比方程 Ĵuη i = 0 在 [a,c] 区间上有满足 η(a) = η(c) = 0

的非零解。这也就说明，γ(c)是 γ(a)的共轭点。结论就是，在某个大区间 [a,b]上，Eb ≤ 0(进
而相应基态使得 L′′(0) ≥ 0) 的充要条件是，在 γ(b) 和 γ(a) 之间存在 γ(a) 的一个共轭点
γ(c)。进而即有如下重要定理。

重要定理：设 γ 是一条连接时空中 p,q 两点的类时曲线, 对应固有时参数区间 [a,b]，

γ(a) = p、γ(b) = q。则 γ 的固有时取其任意单参变分 (固定 p,q 点) 极大值的充要条件是，
γ 是一条类时测地线，并且在 p,q 两点之间不存在任何点 p 的共轭点。

证明概要：首先，假设 γ 不是一条测地线，则根据一阶变分公式 (7.72), 我们总可以
选取一个合适的变分矢量 ξ，使得 L′(0)> 0，从而 γ 的固有时就不是极大值。

其次，假定 γ 是一条类时测地线。则根据上面的讨论，存在变分矢量 η 使得 L′′(0)≥ 0

的充要条件是在 p,q 两点之间存在点 p 的共轭点 r。不仅如此，还可以进一步证明，假设

存在共轭点 r，则必定存在变分矢量 η 使得 L′′(0) > 0(去掉了等于号)。因此这种情况下，
γ 的固有时也不是取极大值。

证明如下，假设在 p,q两点之间存在点 p的共轭点 r。则根据共轭点的定义，在 p,r之

间存在一个非零的雅可比场 η0, 它满足雅可比方程 Ĵuη0 = 0, 同时满足 η0(p) = η0(r) = 0。

因此这时候我们可以定义如下非零变分矢量 η

η =

η0, 在 p,r 之间

0, 在 r,q 之间
. (7.101)

显然，对于这个变分矢量有 L′′(0) = 0。进而我们只要将这个变分矢量在拐角 r 处进行适

当的圆滑化 (如图 (7.4) 所示)，以降低 (7.94) 式中
( dη⃗

dτ
)2 项在拐角处的贡献，进而就可以

得到一个新的使得 L′′(0)> 0 的单参变分。

Figure 7.4: 连接 p,q 的类时测地线 γ 上有点 p 的共轭点 r，可以将变分矢量在拐角 r 处

适当圆滑化，得到一条新的类时曲线 γ ′, γ ′ 的固有时长于 γ.
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反过来，假设 γ 是一条类时测地线，与此同时在 p,q 之间不存在任何点 p 的共轭点。

则这时候根据上述讨论的充分必要性可知，必有 Eb > 0，进而对于任意单参变分，均有

L′′(0)< 0, 从而这时候 γ 的固有时就的确取极大值。证明完成。
上述定理对于彭罗斯和霍金的奇性定理的证明来说至关重要，不过，就本章来说，这

个定理的重要性在于，它是关于固有时二阶变分公式，进而关于时空曲率意义的一个重要

说明。





8. 施瓦西解以及广义相对论经典检验

爱因斯坦场方程是一个关于度规场 gµν 的高度非线性的方程，非常难以精确求解。然

而，1915年爱因斯坦发表他的场方程以后，身处一战战场的施瓦西很快就得到了第一个非
平凡精确解，并在 1915 年 12 月 22 日将结果寄给了爱因斯坦，这就是本章将要讲述的施
瓦西解。

施瓦西得到精确解的关键点在于充分利用对称性来约束 gµν 的独立分量个数。具体来

说，施瓦西假设考察的是一个空间部分具有球对称性的时空。其次，施瓦西假设考察的是

没有物质分布的真空部分的解，因此施瓦西解可以描述一个质点或者一个球对称星体外部

的引力场。

本章将要讲述的第二部分内容有关广义相对论的一些经典检验，主要是具体推导引力

场中的光线偏折以及推导广义相对论效应下的行星近日点进动，以和天文观测进行比较。

8.1 球对称性与度规

时空对称性的系统性考量需要用到基林矢量场的概念，这个我们将在后面的章节中介

绍。本章我们仅仅是初识对称性分析的威力，对于本章的目的而言，广义坐标协变性结合

球对称性的直观考量就已经足够了。

如果没有对称性的约束，那么度规场 gµν(x) 作为一个二阶对称张量，它将有 4 · (4+
1)/2 = 10 个独立分量，考虑到广义坐标的任意性，其中有 4 个分量是冗余的，剩下 6 个

独立分量是真正需要通过爱因斯坦场方程来确定的，作为广义坐标的函数，每个独立分量
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又是一个含 4 个自变量的函数。然而，正如我们将要看到的，在球对称性的约束下，真正

的独立分量将只有两个，而且每个独立分量仅仅是含两个自变量的函数。

考察球对称性的方便坐标当然是球坐标，在球坐标下，具有球对称性 (即在绕球心的
旋转下保持不变) 的函数只能是时间 t 和径向坐标 r 这两个自变量的函数，而具有球对称

性的二次微元就只有 dt2、dtdr、dr2 以及 dΩ2 ≡ dθ 2 + sin2 θdϕ 2，其中 dΩ2 就是两维单位

球面 S2 上的标准度规。所以具有球对称性的最一般度规将具有如下形式，

ds2 =−U(t,r)dt2 −2V (t,r)dtdr+W (t,r)dr2 +(X(t,r))2dΩ2. (8.1)

但是，以上并没有考虑广义坐标协变性，考虑到这个，则我们可以重新定义径向坐标

r′ = X(t,r), 进而 dr′ = ∂tX(t,r)dt +∂rX(t,r)dr。由此可以消去 (8.1) 中的 r 和 dr，进而将

度规写成 ds2 =−U ′(t,r′)dt2 −2V ′(t,r′)dtdr′+W ′(t,r′)dr′2 + r′2dΩ2 的形式。为了方便起见，

不妨去掉所有的 ′ 号，重命名各个变量，进而即知具有球对称性的一般度规必定可以写成

ds2 =−U(t,r)dt2 −2V (t,r)dtdr+W (t,r)dr2 + r2dΩ2. (8.2)

这里的 U,V,W 当然和 (8.1) 中的 U,V,W 不是一回事，我们只是用了同样的记号而已。

下面我们将表面，广义协变性能够进一步去除 (8.2)式中的 −2V (t,r)dtdr项。为此我们

只需引入某个合适的函数 Φ(t,r)，并定义新的时间变量 t ′ = Φ(t,r), 从而 dt ′ = ∂tΦ(t,r)dt +

∂rΦ(t,r)dr。其中函数 Φ(t,r) 是这么决定的，我们要求 dt ′ = ∂tΦ(t,r)dt + ∂rΦ(t,r)dr =

λ (t,r)(Udt+V dr)，式中 λ (t,r)为某待定函数。很显然，只要能确定 λ (t,r)，那 Φ(t,r)就跟着

确定了。为了找到 λ (t,r)，我们注意到 λU = ∂tΦ(t,r), λV = ∂rΦ(t,r),从而 ∂r(λU) = ∂t(λV )，

根据这个式子可知，给定 U(t,r) 和 V (t,r), 以及给定 λ (t,r) 在 0 时刻的初始值 λ (0,r), 那
我们就可以通过将 ∂t(λV ) = ∂r(λU) 对 t 积分进而确定任意时刻 t 的 λ (t,r)，总之，我们
总能找到合适的函数 λ (t,r)，使得 dt ′ = λ (t,r)(Udt +V dr)。

进而即有 dt ′2 = λ 2(U2dt2 + 2UV dtdr +V 2dr2) = λ 2[U(Udt2 + 2V dtdr) +V 2dr2], 即
−Udt2 −2V dtdr =− 1

λ 2U dt ′2 + V 2

U dr2。代入 (8.2) 式并用新变量 t ′ 来消去 t，即知度规一定

能够写成 ds2 =− 1
λ 2U dt ′2+(V 2

U +W )dr2+ r2dΩ2。去掉 t ′ 上的 ′ 号，并重命名各个变量，即

知球对称时空的度规一定能够写成如下形式

ds2 =−A(t,r)dt2 +B(t,r)dr2 + r2dΩ2. (8.3)

这就是我们最终要找的结果，显然它只有两个独立分量，分别由函数 A(t,r) 和函数 B(t,r)

所刻画。

上式有非常清楚的几何含义，它告诉我们：给定一个时刻 t，空间几何叶层化为一些

同心球面，这些球面的面积为 4πr2, 而两个相邻球面之间的空间距离为
√

Bdr。而对于一

个位于给定 r 处的观察者来说，在无穷小时间 dt 之内，他所经历的固有时流逝为
√

Adt。

8.2 联络与曲率的计算

8.2.1 如何计算克里斯托夫联络

给出一个待定的度规场 gµν(x)，为了代爱因斯坦场方程，就需要计算里奇曲率张量和

曲率标量，为此我们又需要首先计算出克里斯托夫联络。当然可以直接代克里斯托夫联络
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的定义式计算，但这很容易出错漏，下面我们介绍一种计算克里斯托夫联络的有用技巧。

考虑时空中的一条世界线 xµ(λ )，λ 为世界线的参数，考虑如下作用量

S =
∫

dλ
1
2

gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ
. (8.4)

当然，这个作用量并不是一个真实粒子的作用量，它只是我们用来辅助计算克里斯托夫联

络的东西，之所以用这个辅助作用量而不用真实粒子的作用量，是因为这个作用量的变分

比粒子作用量的变分要好算很多。

对上面这个作用量变分，不难得到

δS =−
∫

dλ
[
gσρ

d2xσ

dλ 2 +
1
2
(∂µgνρ +∂νgµρ −∂ρgµν)

dxµ

dλ
dxν

dλ
]
δxρ

=−
∫

dλgσρ
[d2xσ

dλ 2 +Γσ
µν

dxµ

dλ
dxν

dλ
]
δxρ . (8.5)

利用最小作用量原理 δS[x(λ )] = 0, 即可得到运动方程

d2xσ

dλ 2 +Γσ
µν

dxµ

dλ
dxν

dλ
= 0. (8.6)

注意，如果 λ 是固有时参数，那这个运动方程就正好是测地线方程。
当然，对于我们的目的来说，并不一定需要将 λ 取作固有时 (当然最终取成固有时也

可以)。我们的关键技巧在于，给出一个 gµν , 我们就把它代入到辅助作用量 (8.4) 中，然后
对这个辅助作用量变分得出运动方程，最后将所得的方程与标准形式 (8.6) 进行比较，从
这个比较中就能读出所有非零的联络系数。

相比于直接代联络的定义式进行计算，这个方法至少有两个好处: 一是在实际应用中
常常会有很多联络系数分量取零，但是不算一遍人们又无从知道它们是零，而在上述方法

中，取零的那些联络系数对计算过程自动就没有贡献; 第二，联络系数的独立分量数目太
多，一个分量一个分量地代定义式计算就会太繁琐 (指手算，而不是用数学软件来推导)，
而且很容易遗漏，但是上述方法是同时算出所有的非零联络系数，繁琐程度就大大降低了。

下面举例说明上述方法的运用。比如考虑两维球面，其度规为

ds2 = dθ 2 + sin2 θdϕ 2. (8.7)

由此即有辅助作用量

S =
∫

dλ
1
2
[
(

dθ
dλ

)2 + sin2 θ(
dϕ
dλ

)2]. (8.8)

对这个作用量变分，就能得到如下两个运动微分方程

d2θ
dλ 2 − sinθ cosθ(

dϕ
dλ

)2 = 0

d
dλ
(

sin2 θ
dϕ
dλ
)
= 0. (8.9)

其中第一个方程已经是 (8.6) 式那样的标准形式，将第 2 个方程也化成标准形式，得

d2ϕ
dλ 2 +2cotθ

dθ
dλ

dϕ
dλ

= 0. (8.10)
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将这些标准形式的方程与定义式 (8.6) 进行比较，就能读出非零的联络系数，为

Γθ
ϕϕ =−sinθ cosθ , Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cotθ . (8.11)

其余联络系数都为零。

为了检验这些联络系数是否算对，我们不妨进一步计算一下黎曼曲率张量。根据黎曼

曲率张量的代数性质，在两维中它只有一个独立的非零分量，为

Rθ
ϕθϕ = ∂θ Γθ

ϕϕ −∂ϕ Γθ
θϕ +Γθ

θ iΓ
i
ϕϕ −Γθ

ϕ iΓ
i
θϕ . (8.12)

式中 i = θ ,ϕ。注意到有不少联络系数为零，然后再代入上面的那些非零联络系数，即可得

Rθ
ϕθϕ = ∂θ Γθ

ϕϕ −Γθ
ϕϕ Γϕ

θϕ

= (sin2 θ − cos2 θ)− (−sinθ cosθ)(cotθ) = sin2 θ . (8.13)

进而即有

Rθϕθϕ = gθθ Rθ
ϕθϕ = sin2 θ . (8.14)

进而可以算得截面曲率，为

K =
Rθϕθϕ

gθθ gϕϕ
=

sin2 θ
sin2 θ

= 1. (8.15)

两维曲面的截面曲率也叫高斯曲率，单位球面的高斯曲率当然为 1，与这里的计算完全吻

合。

还可以算得里奇张量的各分量为

Rϕϕ = Rθ
ϕθϕ = sin2 θ , Rθθ = Rϕ

θϕθ = gϕϕ Rϕθϕθ = 1.

Rθϕ = Rϕθ = 0. (8.16)

从而可以进一步算得里奇标量，为

R = gθθ Rθθ +gϕϕ Rϕϕ = 2. (8.17)

的确，两维曲面的里奇标量就应该是高斯曲率的两倍，这是由它们各自的定义决定的。

8.2.2 计算球对称时空的联络和曲率

前面说过，球对称时空的度规必定可以写成如下形式

ds2 =−A(t,r)dt2 +B(t,r)dr2 + r2dΩ2. (8.18)

然后我们又介绍了计算克里斯托夫联络的一种技巧，下面不妨用这种技巧计算一下与上述

度规 (8.18) 相应的克里斯托夫联络。
首先，辅助计算的作用量为

S =
1
2

∫
dλ
[
−A(

dt
dλ

)2 +B(
dr
dλ

)2 + r2(
dθ
dλ

)2 + r2 sin2 θ(
dϕ
dλ

)2]. (8.19)
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对这个作用量进行变分，可得如下运动方程 (式中 Ȧ ≡ ∂A
∂ t , A′ ≡ ∂A

∂ r , B 与此类似)

d
dλ

(A
dt
dλ

)− 1
2

Ȧ(
dt
dλ

)2 +
1
2

Ḃ(
dr
dλ

)2 = 0

−1
2

A′(
dt
dλ

)2 − d
dλ

(B
dr
dλ

)+
1
2

B′(
dr
dλ

)2 + r(
dθ
dλ

)2 + r sin2 θ(
dϕ
dλ

)2 = 0

− d
dλ

(r2 dθ
dλ

)+ r2 sinθ cosθ(
dϕ
dλ

)2 = 0

− d
dλ

(r2 sin2 θ
dϕ
dλ

) = 0. (8.20)

注意到 t,r,θ ,ϕ 均是世界线参数 λ 的函数，由此即可将这四个方程化成如下标准形式

d2t
dλ 2 +

1
2

Ȧ
A
(

dt
dλ

)2 +
A′

A
dt
dλ

dr
dλ

+
1
2

Ḃ
A
(

dr
dλ

)2 = 0

d2r
dλ 2 +

1
2

B′

B
(

dr
dλ

)2 +
Ḃ
B

dt
dλ

dr
dλ

+
1
2

A′

B
(

dt
dλ

)2 − r
B
(

dθ
dλ

)2 − r sin2 θ
B

(
dϕ
dλ

)2 = 0

d2θ
dλ 2 +

2
r

dr
dλ

dθ
dλ

− sinθ cosθ(
dϕ
dλ

)2 = 0

d2ϕ
dλ 2 +

2
r

dr
dλ

dϕ
dλ

+2cotθ
dθ
dλ

dϕ
dλ

= 0.

从中可以读出所有非零的联络系数，为

Γt
tt =

1
2

Ȧ
A
, Γt

tr = Γt
rt =

1
2

A′

A
, Γt

rr =
1
2

Ḃ
A

Γr
rr =

1
2

B′

B
, Γr

tr = Γr
rt =

1
2

Ḃ
B
, Γr

tt =
1
2

A′

B

Γr
θθ =− r

B
, Γr

ϕϕ =−r sin2 θ
B

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r
, Γθ

ϕϕ =−sinθ cosθ

Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1
r
, Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cotθ . (8.21)

下面计算里奇曲率张量，利用里奇张量的定义式

Rµν = Rρ
µρν = ∂ρΓρ

νµ −∂νΓρ
ρµ +Γρ

ρσ Γσ
νµ −Γρ

νσ Γσ
ρµ . (8.22)

利用 (8.21) 式给出的联络系数，经过一个略微繁琐但却直接的计算，可以得到

Rtt =
A′′

2B
+

A′

rB
− A′

4B

(A′

A
+

B′

B

)
− B̈

2B
+

Ḃ
4B

( Ȧ
A
+

Ḃ
B

)
Rrr =−A′′

2A
+

B′

rB
+

A′

4A

(A′

A
+

B′

B

)
+

B̈
2A

− Ḃ
4A

( Ȧ
A
+

Ḃ
B

)
Rθθ = 1−

( r
B

)′− r
2B

(A′

A
+

B′

B

)
Rϕϕ = sin2 θRθθ . (8.23)

以及

Rtr = Rrt =
Ḃ
rB

. (8.24)
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里奇张量的其它分量都是零。另外，由 (8.23) 式容易得到

Rtt/A+Rrr/B =
1

rB

(A′

A
+

B′

B

)
. (8.25)

8.3 施瓦西解

8.3.1 真空爱因斯坦方程

前面提到过，施瓦西解是描述一个球对称星体的外部时空，从而它描述的是没有物质

分布的真空部分，这时候相应的爱因斯坦场方程可以简化。为了看清楚这种简化，我们首

先把标准形式的爱因斯坦场方程 Rµν − 1
2 gµνR = 8πGTµν 进行指标缩并，进而得到 (注意是

四维时空)−R = 8πGT，其中 T = T µ
µ , 由此就可以把四维时空的爱因斯坦方程改写成如下

形式

Rµν = 8πG(Tµν −
1
2

gµνT ). (8.26)

对于没有物质分布的真空部分，有 Tµν = T = 0, 从而即有如下真空的爱因斯坦方程

Rµν = 0. (8.27)

这绝对不意味着，在真空中时空一定是平坦的，时空如果要平坦，则必须满足更严格的条

件 Rµνρσ = 0, 而不只是里奇张量等于零。

8.3.2 施瓦西解

下面我们求解球对称时空的真空爱因斯坦方程。首先，根据 (8.24) 式和真空方程的
Rtr = 0，我们有

Ḃ = 0. (8.28)

也即是说，球对称时空度规 (8.18) 里的函数 B 其实并不依赖于时间 t，而仅仅是 r 的函

数，可以写作 B(r)。

其次，根据真空方程的 Rtt = Rrr = 0, 我们有 Rtt/A+Rrr/B = 0, 进而由 (8.25) 式可以
得到

A′

A
+

B′

B
= 0, (8.29)

由此可知 (ln(AB))′ = 0, 积分即得

AB = f (t), (8.30)

式中 f (t) 为 t 的某个待定函数。进一步，将 (8.29) 式代入 (8.23) 式的 Rθθ 分量，并利用

真空方程的 Rθθ = 0，即可以得到

Rθθ = 1−
( r

B

)′
= 0. (8.31)
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积分，即可得到

B(r) =
(
1+

c
r

)−1
, (8.32)

式中 c 为积分常数。结合 (8.32) 式和 (8.30) 式，即有

A(t,r) = f (t)
(
1+

c
r

)
. (8.33)

上面的求解过程没有用到 Rtt = Rrr = 0, 而只用到了 Rtt/A+Rrr/B = 0，所以我们实际

上还要检验比方说 Rrr = 0 是否满足？代入 (8.32) 式和 (8.33) 式不难发现，的确满足！看
起来这是一个巧合，因为方程的数目似乎比变量的数目要多。但这其实不是巧合，而是微

分同胚不变性 (或者说广义协变性) 的必然结果。由于微分同胚不变性，我们必然有恒等
式 DµGµν = 0, 这个恒等式确保了在前面的求解已经完成后必然自动地有 Rrr = 0。

所以球对称的真空解必定具有如下度规

ds2 =− f (t)
(
1+

c
r

)
dt2 +

(
1+

c
r

)−1dr2 + r2dΩ2.

将时间变量重新定义为
√

f (t)dt → dt 即可以吸收掉函数 f (t)，进而将球对称真空解写成

ds2 =−
(
1+

c
r

)
dt2 +

(
1+

c
r

)−1dr2 + r2dΩ2. (8.34)

我们看到，球对称的真空解必定是一个度规不依赖于时间的静态时空，更准确地说是球对

称时空的度规必定由上式给出，这个结论也称作伯克霍夫定理。注意上述这个解在 r = 0

处是奇异的，好在我们本来关心的也是球对称星体的外面，从而不会取 r = 0。

伯克霍夫定理的一个推论是，对于一个质量均匀分布的空心球壳，其空腔内部的时空

必定是平坦时空。这是因为，首先空腔内部满足真空爱因斯坦方程，其次，系统有球对称

性。所以空腔内部的时空度规必定由上面的 (8.34) 式描述。最后，由于 r = 0 的球心也在

空腔内部，所以这时候 (8.34) 式中的待定常数 c 必定等于零，否则 r = 0 处的时空就奇异

了！如此一来，空腔内部的时空度规就必定是平坦度规。或者说，质量均匀分布的球壳空

腔内部必定没有引力场！这个结论在牛顿引力理论中当然是人们熟知的。

为了看清楚 (8.34)式中常数 c的物理含义，我们注意到在牛顿近似中 g00 =−(1+2Φ)，

而对于一个球对称的星体，牛顿万有引力势 Φ = −GM
r , 其中 M 为星体的总质量。将牛顿

近似的这个结论与 (8.34) 式中的 g00 = −
(
1+ c

r

)
进行比较，即可知 c = −2GM。从而解

(8.34) 可以重写成

ds2 =−
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1dr2 + r2dΩ2. (8.35)

这就是著名的施瓦西解，它描述一个质量为 M 的球对称星体的外部时空。

虽然我们是一次性同时讲述施瓦西解和伯克霍夫定理，但在历史上伯克霍夫定理当然

出现在施瓦西解之后，施瓦西最初解方程的时候额外假设了 A,B 不依赖于时间 t，是伯克

霍夫解除了这一条假设。

伯克霍夫定理告诉我们，即使引力源在收缩、膨胀、甚至沿着径向在振荡，只要它保

持球对称性，那它外部的时空度规就必定是不依赖于时间的 (8.34) 式。简言之，并没有球
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对称的引力波 (通常所说的球面波并不一定是球对称的，球对称引力波还要求波的极化方
向也保持球对称)！在电磁学中，我们也有一个类似的结论，即真空中保持球对称性的电场
必定是库伦场，没有球对称的电磁波。这些结论和下面的事实密切相关，即在多极矩展开

中，电磁辐射的领头阶是偶极辐射，没有零极辐射，类似的，引力辐射的领头阶是四极辐

射，没有零极辐射，甚至也没有偶极辐射。能量动量的零极矩就是质量，偶极矩就是角动

量，因此引力波没有零极辐射和伯克霍夫定理密切相关，而没有偶极辐射则和爱因斯坦方

程存在具有非零角动量的旋转解 (即所谓克尔解) 密切相关。并且这些事实也和所谓的黑
洞无毛定理（也叫黑洞三毛）相关，所谓的黑洞无毛即是说四维时空中的无论什么黑洞都

可以由三个参数（即“三根毛”）唯一确定，这三个参数即是质量、电荷、以及角动量。其

它毛正好对应引力辐射的四极或者四极以上的高极矩（或者电磁辐射的偶极以及偶极以上

的高极矩），而这些高极矩是存在引力辐射的，因此在黑洞形成过程中，这些高极的毛都

辐射掉了，最后只剩下不会辐射的三根毛。

从上述解中可以看到，2GM 具有长度量纲，可以理解为某种引力半径，称作施瓦西半

径，记为 rg

rg ≡ 2GM. (8.36)

利用 rg，施瓦西解就可以写成

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
dt2 +

(
1−

rg

r

)−1dr2 + r2dΩ2. (8.37)

对于太阳，其施瓦西半径 rg ∼ 3km, 这与太阳半径相比是一个非常微小的量。实际上，对
于各种典型的天文学客体，其施瓦西半径 rg 与物质分布半径 (简称半径)R 的比值 rg/R 大

约为，10−9(地球)、10−6(太阳)、10−4(白矮星)，以及 10−1(中子星)，总的来说都是一个小

量，这就是后文的一些微扰计算中常常把含 rg 的项看作微扰小量的原因。

通过重新定义径向变量 r → ρ,

r = ρ
(
1+

rg

4ρ
)2
. (8.38)

我们也可以把施瓦西解 (8.35) 写成如下各向同性的形式

ds2 =−
(1− rg

4ρ )
2

(1+ rg
4ρ )

2
dt2 +

(
1+

rg

4ρ
)4
(dρ2 +ρ2dθ 2 +ρ2 sin2 θdϕ 2). (8.39)

8.4 粒子在施瓦西时空中的运动

本节我们主要研究粒子 (包括有质量的粒子和无质量的光子) 在施瓦西时空中的运动。
通过这个研究，我们将推导出光线在球对称引力场中的偏折公式，至于它和天文观测的比

较则是我们在第三章讲述等效原理的时候就已经讲过了的。我们还将推导出行星绕太阳运

动时由于广义相对论效应所带来的近日点进动，尤其是，我们将计算出水星的近日点进动

并和天文观测进行比较，在历史上，这双方的吻合也是对广义相对论理论的经典检验之一。
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8.4.1 粒子在球对称时空中的运动

有质量粒子

(8.20) 式实际上已经得到了粒子在球对称时空中的测地线方程 (只需取参数 λ 为有质
量粒子的固有时参数或者无质量粒子的仿射参数)。比方对于有质量粒子，这时候 λ = τ。
而对于施瓦西解，注意到最终时空是静态的，即 Ȧ = Ḃ = 0，所以这组方程简化为

d
dτ

(A
dt
dτ

) = 0 (8.40)

−1
2

A′(
dt
dτ

)2 − d
dτ

(B
dr
dτ

)+
1
2

B′(
dr
dτ

)2 + r(
dθ
dτ

)2 + r sin2 θ(
dϕ
dτ

)2 = 0 (8.41)

− d
dτ

(r2 dθ
dτ

)+ r2 sinθ cosθ(
dϕ
dτ

)2 = 0 (8.42)

− d
dτ

(r2 sin2 θ
dϕ
dτ

) = 0. (8.43)

另外，对于有质量粒子，其四维速度与自身的内积等于 −1，从而必有

A(r)(
dt
dτ

)2 −B(r)(
dr
dτ

)2 − r2(
dθ
dτ

)2 − r2 sin2 θ(
dϕ
dτ

)2 = 1. (8.44)

方程 (8.40) 和方程 (8.43) 的解为

A
dt
dτ

= ε, r2 sin2 θ
dϕ
dτ

= l. (8.45)

式中 ε 和 l 均为常数。记粒子的四维速度矢量为 uµ = dxµ

dτ , 由于 A dt
dτ = −g00u0 = −u0, 所

以 −u0 = ε 为守恒量所反映的，正是粒子的能量守恒，具体来说守恒量 ε 是每单位质量的
能量。而 r2 sin2 θ dϕ

dτ = gϕϕ uϕ = uϕ , 因此 uϕ = l 所反映的，正是粒子环绕竖直轴的角动量

守恒，l 就是每单位质量的角动量，之所以有角动量守恒，当然是因为系统有球对称性。

另外，方程 (8.42) 的解可以取为 θ(τ) = π
2 , 即粒子实际上是在黄道面上运动。将这些

结果代入方程 (8.44), 可以得到

ε2

A
−B(r)

( dr
dτ
)2 − l2

r2 = 1. (8.46)

取 θ(τ) = π
2 , 并将这个方程对径向坐标 r 求导，即可以自动满足方程 (8.41)。因此，(8.41)

式无需再独立求解，而我们最终需要进一步处理的方程仅仅只有方程 (8.46)。不难发现这
个方程可以重写成如下形式

1
2
( dr

dτ
)2

+Veff(r) = 0, (8.47)

式中

Veff(r) =
1

2B

(
1+

l2

r2

)
− ε2

2AB
. (8.48)

在数学形式上，我们可以将 (8.47) 理解为，一个总能量为零的非相对论性的牛顿质点在一
个 Veff(r) 的一维势场中运动，其中 τ 可以理解为时间。
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很多时候，我们仅仅关心粒子在黄道平面上的运动轨道，这时候我们可以利用 dϕ
dτ = l

r2，

以及利用 dr
dτ /

dϕ
dτ = dr

dϕ 消去固有时参数 τ，进而将 (8.47) 式比上 (dϕ
dτ )

2，即可以得到粒子的

轨道方程

( dr
dϕ
)2

+
1
B

(r4

l2 + r2)− ε2

l2
r4

AB
= 0. (8.49)

给定 A(r) 和 B(r)，原则上我们只要将这个式子积分，就能求出轨道方程 r(ϕ)。
实际上，人们常常应用如下技巧，即引入变量代换 u = 1/r，从而 dr

dϕ =− 1
u2

du
dϕ , 代入上

面的轨道方程，即有

( du
dϕ
)2

+
1
B

( 1
l2 +u2)− ε2

l2
1

AB
= 0. (8.50)

当然，有时候人们关心粒子运动的坐标时 t 与 r 之间的关系 t(r)，那这时候就可以利

用 A dt
dτ = ε，以及 dr

dτ /
dt
dτ = dr

dt 来消去固有时参数 τ，并得到 t(r) 所满足的微分方程。

光子

如果我们考察的不是一个有质量粒子，而是一个无质量的光子。这时候测地线方程当

然是一样的，只需将固有时参数 τ 替换为仿射参数 λ。唯一不同的是，方程 (8.44) 应该替
换成如下类光四矢量条件

A(r)(
dt
dλ

)2 −B(r)(
dr
dλ

)2 − r2(
dθ
dλ

)2 − r2 sin2 θ(
dϕ
dλ

)2 = 0. (8.51)

这时候当然也有能量守恒和角动量守恒，取光子在黄道平面 θ = π/2 内运动，相应的

能量守恒和角动量守恒即为 A dt
dλ = ε, r2 dϕ

dλ = l。相应的，方程 (8.46) 就应该替换成

ε2

A
−B(r)

( dr
dλ
)2 − l2

r2 = 0. (8.52)

这个方程可以重写为

( dr
dλ
)2

+
1
B

( l2

r2

)
− ε2

AB
= 0. (8.53)

它可以类似地看作为一个牛顿粒子在一个一维势场中的运动。

当然，更多时候，我们更关心的，其实是光子在黄道平面上的轨道方程，为此我们只

需利用 dr
dλ /

dϕ
dλ = dr

dϕ 消去仿射参数 λ，即可以得到

( dr
dϕ
)2

+
r2

B
− (

ε
l
)2 r4

AB
= 0. (8.54)

很显然，光子的轨道仅仅依赖于两个守恒量的比值 ε/l。为了看清楚这个比值的几何含义，

我们取 r → ∞, 这时候时空几何将趋于平坦的闵可夫斯基几何，即 A → 1, B → 1，从而上

述轨道方程趋于 ( dr
dϕ
)2 ≃ (

ε
l
)2r4, (8.55)
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Figure 8.1: 从无穷远处入射的光子具有瞄准参数 rϕ ≃ b = l/ε.

积分，即可得 1 ≃ ε
l rϕ ⇔ rϕ ≃ l/ε。如图 (8.1) 所示，这意味着 b = l/ε 为无穷远处入射的

光子被引力场散射时的瞄准参数。

引入新变量 u = 1/r，从而 dr
dϕ =− 1

u2
du
dϕ , 代入上面的轨道方程 (8.54)，即有( du

dϕ
)2

+
1
B

u2 − 1
b2

1
AB

= 0. (8.56)

与有质量粒子的轨道方程 (8.50) 相比，光子的轨道方程仅仅依赖于瞄准参数 b, 也就是仅
仅依赖于 l 与 ε 的比值，而不依赖于 l 或 ε 本身。这是因为，对于光而言，其仿射参数 λ
的选取并不唯一，而是可以相差一个重标度，在仿射参数的重标度之下 A dt

dλ = ε 当然也要
重标度，类似的 l 也要重标度，因此对于光，其 ε 和 l 本身都不是物理的，但是，这两者

的比值是物理的，不依赖于仿射参数的选取。

8.4.2 光线偏折再回顾

前面在讨论等效原理的相关章节中，我们已经说过，等效原理的一个预言是，光线在

引力场中会被散射，从而发生偏折。我们也说过，如果把光看成一个有质量的小颗粒，那

么即使根据牛顿的引力理论，也能计算出光线在引力场中的一个偏折量。问题是，广义相

对论计算出来的光线偏折量是牛顿理论的 2 倍。下面我们就来推导，这个 2 倍到底是怎么

来的。

为此，我们在轨道方程 (8.56)中代入具体的施瓦西解，即 AB= 1以及 B−1 = 1− 2GM
r =

1− rgu, 从而即有光线在施瓦西解中的轨道方程( du
dϕ
)2

+u2 − rgu3 =
1
b2 . (8.57)

它在 r → ∞, 从而 u → 0 处的渐近解就是我们已经知道的 u ≃ 1
b ϕ。

下面我们来近似求解轨道方程 (8.57)，为此，我们将这个方程再求导一次，即有

d2u
dϕ 2 +u =

3
2

rgu2. (8.58)

将球形星体的存在看作一个微扰，即将右边的 3
2 rgu2 看作微扰项。首先，我们忽略这一项，

从而相应的方程即是标准的谐振子方程 d2u
dϕ 2 +u = 0, 这个方程的标准解即是 u = 1

b sinϕ(系
数由 u → 0 的渐近解确定), 或者说 b = r sinϕ , 很显然这描述的是直线前进的光线。为了反
映微扰项的影响，我们设完整的解为 u = 1

b sinϕ +u1，其中 u1 为微扰带来的修正。代入方

程 (8.58) 并保留一阶微扰近似，即有

d2u1

dϕ 2 +u1 ≃
3
2
(rg/b2)sin2 ϕ . (8.59)
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这个方程的解为

u1 ≃
rg

b2 (1−
1
2

sin2 ϕ)⇔ u ≃ 1
b

sinϕ +
rg

b2 (1−
1
2

sin2 ϕ). (8.60)

如图 (8.2) 所示，为了求出光线在引力场中的偏折量 ∆ϕ，我们取 r → ∞, 即 u → 0，从

而有

1
b

sinϕ(r = ∞)+
rg

b2

(
1− 1

2
sin2 ϕ(r = ∞)

)
≃ 0. (8.61)

这个方程有两个根，其中一个是非物理的，另一个近似是 sinϕ(r = ∞)≃−rg/b，注意这是

Figure 8.2: 光线偏折.

一个小量，所以这个解告诉我们：当光线从无穷远处入射进来的时候，ϕ(r = ∞)≃−rg/b，

而当光线出射到无穷远处去的时候 ϕ(r = ∞)≃ π + rg/b，所以，光线的偏折角 ∆ϕ 为

∆ϕ ≃ 2rg/b = 4GM/b. (8.62)

这就是广义相对论给出的光线偏折公式，这个结果恰恰是牛顿结果的 2 倍。对于太阳，当

我们代入太阳质量，并取 b 为太阳半径，即可以得到星光从太阳边缘掠过时的偏折量，大

约为 1.75′′。

8.4.3 水星近日点进动

类似的分析也可以应用于有质量粒子，当然，一个重要的区别是，光线并没有束缚轨

道，因此只需分析散射问题，但是，有质量粒子是有束缚轨道的，就好比行星绕太阳的运

动，实际上我们通常对这些束缚轨道更感兴趣。

为了分析有质量粒子围绕球对称星体的轨道运动，我们在轨道方程 (8.50)中代入具体
的施瓦西解，即 AB = 1 以及 B−1 = 1− 2GM

r = 1− rgu, 从而即可得到

( du
dϕ
)2

+
( 1

l2 +u2)(1− rgu
)
=

ε2

l2 . (8.63)

重新整理一下，或者也可以写成( du
dϕ
)2

+u2 −
rg

l2 u− rgu3 =
ε2 −1

l2 . (8.64)
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为了简单起见，引入记号 rg/l2 ≡ 2σ(即 GM/l2 ≡ σ), ε2 −1 ≡ 2E，则上式即是( du
dϕ
)2

+u2 −2σu− rgu3 = 2E/l2. (8.65)

现在，让我们回顾一下标准的牛顿力学中的粒子在万有引力场中的运动，这时候，我

们有能量守恒方程

1
2
(dr

dt

)2
+

l2

2r2 −
GM

r
= E. (8.66)

式中 E 为单位质量的非相对论性粒子的总能量，l 和上面一样是每单位质量的角动量。当

然，我们还有角动量守恒方程 dϕ
dt = l

r2。完全类似于前面的操作可以消去时间变量 t，并进

行变量代换 u = 1/r，最后我们可以得到( du
dϕ
)2

+u2 −2σu = 2E/l2. (8.67)

这就是广义相对论的 (8.65) 式在牛顿力学中的对应物。从这个对应可以清楚地看到，广
义相对论中定义的 E = (ε2 −1)/2 就是单位质量粒子非相对论性总能量在相对论中的推广,
特别的，这个能量是扣除了自由粒子静止能量的。

为了求解方程 (8.67)，我们将它再次对 ϕ 求导，即可得

d2u
dϕ 2 +u = σ . (8.68)

这是一个谐振子方程，其通解可以写成

u0 = σ(1+ ecos(ϕ −ϕ0)), (8.69)

式中 e 和 ϕ0 为两个积分常数。为方便起见，人们常常选 ϕ0 = 0。所以，(8.67) 式的解必
定具有如下形式

u0 = σ(1+ ecosϕ), (8.70)

反代入 (8.67) 式，可得 e 满足

σ2(e2 −1) = 2E/l2. (8.71)

(8.70) 式所描写的就是极坐标下的一个标准的二次曲线，e 就是它的离心率，对于椭

圆轨道 (束缚轨道)，e < 1，从 (8.71) 式可以看出，这相当于要求 E < 0。所以在牛顿力学

中，E < 0 对应束缚轨道，E ≥ 0 对应的即是散射轨道。

给定单位质量粒子的角动量 l 和能量 E, 我们就能确定轨道参数 σ 和 e。但是，在天

文学上，椭圆轨道的 e 不难观测，反而是 E 和 l 难以直接确定，为了用天文学上更容易观

测的量来表达椭圆方程中的参数 σ，我们注意到，在近日点，r 最小，u0 最大，从而对应

ϕ = 0。对于束缚的椭圆轨道，假设半长轴为 a(这是天文学上容易观测的量)，则近日点的
距离为 a(1− e)，从而由 (8.70) 式，可得

1
a(1− e)

= σ(1+ e)⇒ σ =
1

a(1− e2)
. (8.72)
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下面，回到完整的广义相对论轨道方程 (8.65),与牛顿力学的方程 (8.67)相比，我们发
现左边多了一个 −rgu3 项，完全类似于光线偏折情形的讨论，我们把这一项看作对牛顿引

力的一个微扰，从而即可以用微扰论的方法来求解 (8.65)。具体来说，我们设 u = u0 +u1，

其中 u0 = σ(1+ ecosϕ) 即为上面的牛顿解，而 u1 是微扰修正，将这个假设代入轨道方程

(8.65)，展开到微扰的一阶项，即可得

−sin(ϕ)
du1

dϕ
+ cos(ϕ)u1 =

rgσ2

2e
(1+ ecosϕ)3. (8.73)

上述方程左边关于 u1 是线性的，而右边的驱动项则是 1,cosϕ ,cos2 ϕ ,cos3 ϕ 这四者的
一个线性组合，注意没有 sinϕ 项。为了比较左右两边，不失一般性地，我们可以设

u1 = α +β · cosϕ + γ · cos2 ϕ +δ ·ϕ sinϕ , (8.74)

特别的，u1 中不可能包含 ϕ cosϕ 这样的项，因为这样的项对方程 (8.73)左边的贡献和右边
的驱动项根本无法匹配起来。将上面的假设代入方程 (8.73)并比较左右两边 1,cosϕ ,cos2 ϕ ,cos3 ϕ
这四项的组合系数，就可以定出 α,β ,γ,δ，它们当然都是 rg 的一阶小量，特别的，δ =

rg
3
2 eσ2。从而，在各组合项领头阶近似上，我们可以把完整的解 u = u0 +u1 近似成

u ≃ σ(1+ ecosϕ + rg
3
2

eσϕ sinϕ)

≃ σ
{

1+ ecos
[
(1− 3

2
rgσ)ϕ

]}
(8.75)

从最后的结论我们可以看到，每次粒子的径向坐标 (比方说近日点坐标) 达到其在 ϕ = 0

时的同样值，它的角度 ϕ 都得转过 2π/(1− 3
2 rgσ) ≃ 2π +3πσrg(注意 rg 是小量), 也即是

说，这个角度相对于 2π 角往前进动了

∆ϕ ≃ 3πσrg = 6π
(GM

l

)2
. (8.76)

这就是束缚粒子轨道的近日点在引力场中每个周期进动的角度，如图 (8.3) 所示。

Figure 8.3: 近日点进动.

由于是束缚轨道，利用 (8.72) 式，我们也可以将上述结果表示成

∆ϕ ≃ 3πσrg = 6π
GM

a(1− e2)
= 6π

GM
a(1− e2)c2 . (8.77)
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在上式最后一个等号中，我们通过量纲分析恢复了光速 c。对于水星绕太阳运动，这个大

小大约是每周期 0.1035′′, 或者每世纪 42.98′′(42.98 弧秒)。这个值远比实际上观测到的水
星近日点的总近动值 (大约是每世纪 570′′) 要小。这是因为，对水星近日点进动作用最大
的不是广义相对论效应，而是其它行星对水星的影响，特别是金星、木星和地球的影响，

它们三个加起来的贡献约占总观测量的百分之九十一。但是，在历史上，人们发现水星近

日点进动的观测量在扣除了其它行星的影响之后，依然有大约每世纪 43′′ 的值无法用其它

已知理论解释，而这个值正好可以成功地用广义相对论效应来解释。正因为如此，我们才

常说，水星近日点进动是广义相对论的一个经典检验。





9. 黑洞基础

米歇尔和拉普拉斯曾经论证，天体的引力可以大到连光都无法逃逸，因此这样的天体

可能是看不见的。这就是人类最早对黑洞的想象，当然他们的论证依赖于牛顿力学，尤其

是它假设光是一种有质量的粒子，因此这个论证在细节上当然是不对的。正确的论证需

要用到广义相对论，尤其是从施瓦西解中，我们可以论证当星体的半径小于其施瓦西半径

rg = 2GM 时，它就会成为一个黑洞。所以，广义相对论允许黑洞的存在，然而理论允许

并不等于黑洞真的会存在，因为如何论证星体的半径真的可以小于其施瓦西半径是一个问

题，从而论证黑洞真的会存在是一个远为复杂的问题，对此，我们推迟到后面的章节再进

行一些讨论。本节先讨论施瓦西解如何描述一个被允许存在的黑洞，称作施瓦西黑洞。

关于黑洞，最重要的一件事情也许是存在一个事件视界，本章将以施瓦西黑洞为例，

详细讨论黑洞视界的方方面面。

本章要讨论的第二个问题是一组性质非常好的坐标系，称作克鲁斯卡坐标。用克鲁斯

卡坐标来描述施瓦西解就称作施瓦西解的克鲁斯卡延拓。除了施瓦西解的延拓之外，我们

还会使用统一的办法讨论 Reissner-Nordstrom 黑洞 (RN 黑洞) 的克鲁斯卡延拓。

本节要讨论的第三个问题有关于时空的整体结构，尤其是因果结构。我们将讨论，如

何在不破坏因果结构的情况下，像画地图一样，将整个时空画在一张图上。这样的时空地

图即是由彭罗斯和卡特引入的彭罗斯图。本节将详细讨论平坦的闵可夫斯基时空的彭罗斯

图，以及施瓦西黑洞和 RN 黑洞的彭罗斯图。
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9.1 黑洞视界

9.1.1 视界的定义

事件视界

首先写出施瓦西解，

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
dt2 +

(
1−

rg

r

)−1dr2 + r2dΩ2. (9.1)

用上一章的记号即是 A(r) =
(
1− rg

r

)
, B(r) =

(
1− rg

r

)−1, 从而 AB = 1。显然，函数 A(r) 在

r = rg 处是一个一阶零点，即在 rg 附近，有

A(r)∼ (2κ) · (r− rg)+ ... (9.2)

显然，在这里 κ = 1/(2rg) = 1/(4GM)，注意它和前面章节中出现的符号 κ 不是同一个东
西。

在上一章中，我们都是假设星体的半径大于甚至远大于其施瓦西半径 rg = 2GM, 然后
施瓦西解描述的是星体的外部时空，所以在上一章中，恒有 r > rg。现在，我们假设星体

的半径小于 rg，甚至极端一点，我们假设星体是 r = 0 处的一个质点，然后问，现在施瓦

西解描述的时空有何奇异之处？

最显眼的一个奇异之处，从 (9.1) 式可以看到：当 r > rg 时，gtt = −
(
1− rg

r

)
< 0, 而

grr =
(
1− rg

r

)−1
> 0, 所以，t 是时间坐标，而 r 是空间坐标，这和我们的预期一致。但是，

当 r < rg 时却有，gtt > 0, 而 grr < 0，所以，这时候实际上 r 变成了时间坐标，而 t 变成

了空间坐标。即是说，在 r = rg 处，时间和径向空间互换了！

值得注意的是，这种时空互换并不意味着观察者在穿过 r = rg 处的球面往中心掉落时

其时钟会变成米尺而米尺会变成时钟。不会有这种戏剧性的事件发生，之所以我们有这种

错觉，是因为我们选择了施瓦西 (t,r) 坐标的原因，这个坐标在 r = rg 处是奇异的, 因为
gtt(rg) = 0,grr(rg) = ∞, 所以这个坐标可以覆盖 r < rg 的区域，也可以覆盖 r > rg 的区域，

但却不能同时覆盖两者，如果你让它同时覆盖这两者，那就会产生上面的错觉。后文我们

将会讨论能够同时覆盖两个区域的时空坐标。

但是，在经典物理中，时间和空间性质有根本性的不同，空间是可以前进也可以后退

的，但是时间却是单向的！这就说明，对于施瓦西解描述的时空而言，一旦过了 r = rg 处

的球面，身处 r < rg 的区域，则由于 r 方向变成了时间方向，因此沿着 r 方向走只可能有

两种选择 (这两种选择互为对方的时间反演)：要么 r 减少的方向为时间前进方向，这时所

有粒子都单向地朝着 r 减少的方向前进，直至 r = 0 的时间终点，这就是黑洞，这时 r < rg

的区域就叫黑洞区域; 要么 r 增加的方向为时间前进方向，这时候 r = 0 就变成了时间起

点，所有粒子都从这里出发单向地朝 r = rg 的球面前进，然而穿过这个球面跑到外面的区

域，这就是所谓的白洞！当然，白洞通常被认为不是物理的，因为黑洞可以由恒星发生引

力坍缩而形成，但却并没有形成白洞的物理机制。

为了将施瓦西解和黑洞的定义 (光无法逃逸) 联系起来，我们考察光在施瓦西时空中
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的运动，由上一章的式子 (并代入 AB = 1)，( dr
dλ
)2

+
1
B

( l2

r2

)
− ε2

AB
= 0

⇒
( dr

dλ
)2

+A(r)
( l2

r2

)
− ε2 = 0. (9.3)

在 r = rg 处，由于有 A(rg) = 0，所以显然 dr
dλ |rg =±ε, 这说明在跟着光子一起运动的参考

系看来，r = rg 处并没有什么特殊的地方，因为光子在此处的径向速度很正常。所以，从

跟着光子一起运动的参考系来看，光子 (其它物质粒子也一样) 可以正常地穿过 r = rg 的

球面。

下面，我们从空间无穷远处的静止观察者的角度来看 r = rg 处。从 (9.1) 式可以看到，
对于无穷远处的静止观察者而言，时间 t 其实就是其经历的固有时。结合上一章的式子
dt
dλ = ε

A 和上面的 (9.3) 式，可以得到

(dr
dt

)2
+A2[A 1

r2
l2

ε2 −1
]
= 0.

所以，在 r = rg 附近，有
( dr

dt

)2 ∼ A2 ∼ (2κ)2(r− rg)
2。也即是说，在无穷远处的静止观察

者看来，光子在 rg 附近会运动得越来越慢，甚至在 r = rg 处，光速会减小到零，所以，无

穷远处的静止观察者无法看到光穿越 r = rg 这个球面。不仅无法看到光穿越它，类似的分

析同样告诉我们，无穷远处的静止观察者也无法看到任何物质粒子穿越 r = rg 这个球面。

由于看不到光穿越 r = rg，所以 r < rg 的区域对于无穷远处的静止观察者而言当然是黑暗

的，光无法从这个区域逃逸到无穷远处去，这就是黑洞！r = rg 处的球面随着时间演化在

时空中扫过的柱形世界面就称作黑洞事件视界！它就是无穷远处的静止观察者能够看到的
时空区域的边界，越过边界就是黑洞区域。

反过来也一样，无穷远处的观察者并不能看到外面的粒子真正掉进黑洞区域，在无穷

远处的观察者看来，当粒子不断接近视界面时，其速度会越来越缓慢，直至无限趋近于零，

因此他并不能看到粒子真正掉进去，只能看到粒子越来越慢越来越接近 r = rg 的视界面,
在无穷远处的观察者看来，粒子需要无穷长的时间才能真正到达视界面。

视界面还有另外一种定义，为了说清楚这种定义 (对于施瓦西解)，不妨考察一簇由方
程 f (r) = c 所描述的超曲面 (c 为这一簇超曲面的参数)，其中 f (r) 是径向坐标的某个函

数，比方说如果 f (r) = r− rg，那么视界面就对应 c = 0。这样的超曲面簇自然有一个余法

向量 nµ ,

nµ = ∂µ f (r). (9.4)

比方说对于 f (r) = r− rg，在 (t,r,θ ,ϕ) 的坐标系中

nµ = (0,1,0,0), (9.5)

即是说，它只有径向分量 nr = 1，其余分量都是零。这个余法向量在视界面上是一个类光

向量，因为，

gµνnµnν = grr(∂r f (r))2 =
(
1−

rg

r

)
(∂r f (r))2, (9.6)
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这个表达式限制在 r = rg 的视界面上显然为零，满足 (gµνnµnν)|rg = 0。

从上面的计算可以看出，在视界面的外面，即 r > rg 时，余法向量类空，即满足

gµνnµnν > 0，这表示沿着 f (r) = c 超曲面的法向是一个空间方向，沿着这个方向可以

前进也可以后退。但是，在视界面以内，即 r < rg 的黑洞区域，余法向量类时，即满足

gµνnµnν < 0, 这表示这时候 f (r) = c 超曲面的法向是一个时间方向，因此有单向性，对于

黑洞，只能沿着法向朝 r 减小的方向前进。因此，人们也称黑洞区域的 f (r) = c 超曲面为

单向膜，而黑洞事件视界，就是单向膜区开始的那个超曲面。
所以，黑洞存在一个事件视界面，它其实有非常特殊的性质。但是 (9.1)式的 (t,r,θ ,ϕ)

坐标系无法仔细地考察这些性质，因为这个坐标系在 r = rg 处是奇异的，它的 gtt |rg = 0 而

grr|rg = ∞。这些奇异性导致，比方说，时空上的余切向量 nµ = (0,1,0,0) 在视界面上的对

偶向量为零，即 nµ |rg = 0(因为 grr|rg = 0)，类似的，切向量 ξ = ∂t , 即 ξ µ = (1,0,0,0) 在视

界面上的对偶向量也为零 (因为 gtt |rg = 0)。一个非零向量的对偶向量却是零，这当然是病
态的，这种病态源自于 (t,r) 坐标在 r = rg 处的奇异性。

后文将会讨论一些在视界面上也定义良好的其它坐标系，比如说后文将要研究的近视

界几何中的 (V,U) 光锥坐标系，以及后面将要详细讨论的克鲁斯卡坐标系。

无限红移面

施瓦西黑洞的事件视界还有一层含义，和引力红移有关。为了看清楚这一层含义，让

我们回想一下第三章中对引力红移的讨论。根据第三章中的相关讨论可以知道，在一个静

态时空中，位于 xE 位置的信号发射者发射电磁波的频率 νE，和位于 xR 位置的信号接收

者接收到的电磁波频率 νR 之间满足如下关系

νR

νE
=
(g00(xR)

g00(xE)

)−1/2
.

对于施瓦西时空，即是

νR

νE
=
(1− rg

rR

1− rg
rE

)−1/2
.

特别的，如果信号接收者位于空间无穷远处，则有

νR = νE

√
1−

rg

rE
. (9.7)

很显然，无穷远接收者接收到的信号频率 νR 要比发射频率 νE 低，在从发射地传播到接收

地的过程中，信号频率向更低频移动了，这就是所谓的引力红移，因为低频信号就是” 更
红” 的信号。

从 (9.7) 式容易看出，如果信号发射者越靠近黑洞视界，则对于无穷远处的接收者而
言，它发出的信号就红移得越厉害。换句话说，在无穷远观察者看来，一件事物越接近视

界面，则它的频率就红移得越低，它的时间过程看起来就越慢，最后，当事物无限接近视

界面时，在无穷远观察者看来，它的频率就无限接近于零了，称之为发生了无限红移，当

然，与此同时，它的时间过程看起来也无限变慢，正由于这样的无限变慢，因此在无穷远

观察者看来，一个粒子要想真正达到视界面，需要无穷长的时间！
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无穷远观察者永远也不会看到一个粒子真正掉进黑洞之中！他只会看到它越来越红越

来越慢，越来越接近视界面，因此施瓦西黑洞的事件视界同时又是所谓的无限红移面。

当然，对于更一般的黑洞，比如后面的章节中要讲述的克尔黑洞，无限红移面与事件

视界就不是完全重合的一回事了。

9.1.2 近视界几何

为了搞清楚黑洞视界的性质，不妨将注意力集中在 r = rg 的视界附近，根据前面的分

析，在视界附近 A(r)∼ (2κ)(r− rg), 因此施瓦西解可以近似为 (称作近视界几何)

ds2 ∼−(2κ)(r− rg)dt2 +(2κ)−1(r− rg)
−1dr2 + r2

gdΩ2. (9.8)

重新定义径向坐标 ρ，使得 dρ = (2κ)−1/2(r− rg)
−1/2dr，积分即

ρ = (2κ)−1/22(r− rg)
1/2 ⇔ ρ2 = 4rg(r− rg). (9.9)

黑洞视界 r = rg 对应于 ρ = 0。利用这个新的径向坐标 ρ, 就可以将近视界几何重写成

ds2 ∼−κ2ρ2dt2 +dρ2 + r2
gdΩ2. (9.10)

不妨忽略角度部分，仅仅考察径向和时间向这个 1+1 维的时空，从而近视界几何为

ds2 =−κ2ρ2dt2 +dρ2. (9.11)

这样一个 1+1维时空又称作 Rindler时空。所以，施瓦西黑洞的近视界几何是一个 Rindler
时空。

为了搞清楚 Rindler 时空的本质，引入新的坐标 V,U ,

V = ρeκt , U =−ρe−κt , (9.12)

不难验证，在 (V,U) 坐标之下，Rindler 时空度规正好是

ds2 =−dV dU. (9.13)

但这正是平坦的 1+1 维闵可夫斯基时空，为了看清这一点可以令 V = T +X , U = T −X ,
从而使得度规变成标准的 ds2 = −dT 2 + dX2, 换言之，V,U 也是平坦的 1+ 1 维闵可夫斯

基时空的光锥坐标。由于我们是研究近视界几何得到上面的式子，所以它清楚地说明了黑

洞视界面附近的时空并没有奇异性，它就是很正常的时空，所有的奇异性都来自于原来的

(t,r) 坐标。

当然，从 (9.12) 式可以看出，严格来说，Rindler 时空只是闵可夫斯基时空的四分之
一，也就是 V > 0,U < 0 的那四分之一，如图 (9.1) 所示 (右侧满足 X > |T | 的那四分之
一)。

为了看清楚原来位于 ρ = 0 处的黑洞视界在新的 (V,U) 坐标下如何描述，我们根据

(9.12) 式, 得

VU =−ρ2, U/V =−e−2κt . (9.14)
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Figure 9.1: 施瓦西黑洞的近视界几何，红线表示位于黑洞外面 (r > rg) 一个恒定 r 处的一

个观察者.

由 VU =−ρ2 可见，ρ = 0 现在对应 V = 0 或 U = 0 这两个坐标轴，在图 (9.1) 中也就是
与竖直轴成 45 度角的那两条斜线，这就是对黑洞视界的新的描述，注意，现在的 (V,U)

坐标即使在视界面上也同样定义良好。

当然严格来说，U = 0,V > 0 半轴对应的才是黑洞视界，而 V = 0,U < 0 半轴对应的

实际上是我们延拓出来的白洞的视界，后文会进一步进行相关讨论。

从 U/V = −e−2κt 可见，t 等于常数的曲面现在对应 (V,U) 坐标系中过原点的一条斜

率为常数的直线。特别的，V = 0 对应 t =−∞, 而 U = 0 对应 t = ∞。也就是说，在这种描
述下，视界与 t =±∞ 的超曲面重合，对此的物理解释是，从无穷远处的静止观察者看来
(还记得吗？t 是这种观察者的固有时)，粒子要花无限长的时间才能到达视界。

将角度部分也包括进来，那么近视界几何即是

ds2 =−dV dU + r2
gdΩ2. (9.15)

假设把这个度规限制在 U = 0,V > 0 的黑洞视界面这个三维超曲面上，我们得到的度规即

是

ds2|U=0 = r2
gdΩ2 = r2

g(dθ 2 + sin2 θdϕ 2), (9.16)

很显然，这是一个退化的度规，它没有 dV 2 项，也没有 dV dθ 以及 dV dϕ 这样的交叉项。
换言之，视界面上的度规是退化的，其号差可以示意性地记为 0++, 其中 ++ 对应 dθ 2

和 dϕ 2 之前的正定度规，0 表示 dV 相关项的退化。一个具有 0++ 号差的超曲面就称之

为一个类光超曲面，类光主要指沿着这个超曲面的度规退化方向走 ds2 = 0，这当然也就

是类光。所以，黑洞的事件视界是一个类光超曲面！
完全类似的讨论可以知道，白洞视界面也是一个类光超曲面，总之，V = 0 和 U = 0

的两个超曲面都是类光超曲面。

以 U = 0的类光超曲面为例，给定其上一点，其切空间的三个独立切向量为 ∂V ,∂θ ,∂ϕ ,
根据与坐标无关的数学语言，⟨∂µ ,∂ν⟩= gµν , 从而不难得出

⟨∂V ,∂V ⟩|U=0 = 0, ⟨∂V ,∂θ ⟩= ⟨∂U ,∂ϕ ⟩= 0. (9.17)
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也即是说，切向量 ∂V 是类光向量！并且 ∂V 这个切向量与整个切空间都正交，所以它其

实也是 U = 0 的类光超曲面的法向量！类似的，∂U 是 V = 0 的类光超曲面的类光切向量，

当然也是其法向量。这正是类光超曲面的特殊之处，它的类光切向量也正是其法向量。

有一个定理告诉我们，所有的类光超曲面都可以看成是由类光测地线铺成的，证明可

以参见 E. Witten 的经典综述文章 Light Rays, Singularities, and All That，附录 E。这
篇文章有中文译本，叫《光线、奇点，以及其它》，是由我们一些人翻译的，网上能搜到。

从上面对黑洞视界的这个描述也能清楚地看到，U = 0,V > 0 的黑洞视界是由给定 θ ,ϕ 值
的类光测地线生成的，V 就是这些类光测地线的仿射参数！V = 0 的视界面也有类似结论。

9.1.3 基林 (Killing) 视界

从施瓦西解的表达式 (9.1) 容易看出，这个解的度规表达式在如下 t 平移的单参微分

同胚变换下保持不变

t → t + c, (9.18)

其中平移量 c 为任意常数。注意，广义相对论虽然允许任意的微分同胚变换，但是，一

般来说，度规表达式在微分同胚变换下是要变的。因此，t 平移对于施瓦西解来说是特殊

的，它是施瓦西解的一个对称性，而不仅仅是像其它微分同胚变换一样只是广义相对论理

论 (也就是场方程) 的对称性，它的对称从方程延伸到了解。
很明显，t 平移可以用如下切向量场 ξ 生成，

ξ = ∂t . (9.19)

这样的对应于度规对称性的切向量场，就称作基林 (Killing) 向量场，后面的章节中会进
一步深入讨论基林 (Killing) 向量场以及它们和时空对称性的关系。总之，施瓦西解有一
个基林向量场 ξ = ∂t。

很显然，这个基林向量场满足

⟨ξ ,ξ ⟩= ⟨∂t ,∂t⟩= gtt =−(1−
rg

r
). (9.20)

显然，ξ 在 r > rg 处是类时的，特别的，ξ 在空间无穷远处是类时的，是无穷远处的一个
类时基林向量场，在无穷远处 ξ 归一化为 ⟨ξ ,ξ ⟩|∞ =−1。但是，在 r < rg 处，ξ 类空！特
别的，在 r = rg 的视界面上，ξ 类光，满足 ⟨ξ ,ξ ⟩|rg = 0。为了考察基林向量 ξ 在视界面
上的行为，下面我们来考察它在近视界几何光锥坐标 (V,U) 中的表达式。

假设在近视界几何中考察一个位于给定 ρ 位置的粒子随时间的演化，不妨设时间平
移了一个 c 吧，即 t → t + c。则根据 (9.12) 式，有

V →Veκc, U →Ue−κc. (9.21)

由于V,U 也是平坦时空的光锥坐标，所以这个式子的含义其实就是一个洛伦兹推动 (boost),
也即是说，在 (V,U) 坐标中看来，这个粒子的时间演化其实是一个洛伦兹推动 (boost)。
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取 c = δ t 为无穷小时间平移，则从 (9.21) 式容易看出，

δV = κV δ t, δU =−κUδ t. (9.22)

从而即可以得到基林向量场 ξ 在 (V,U) 坐标中的表达式，为

ξ = ∂t =
∂V
∂ t

∂
∂V

+
∂U
∂ t

∂
∂U

= κ
(

V
∂

∂V
−U

∂
∂U

)
. (9.23)

用 (V,U) 坐标的分量形式来表达即是

ξ µ = κ
(
V,−U

)
. (9.24)

特别的，对于 (V,U) 坐标的原点，V = U = 0, 从而 ξ = 0, 这样的点称为基林分岔点 (bi-
furcation point)，当然，如果加上角度部分的坐标，那这样的点实际上就是一个两维球面，
称作分岔球。很显然，这里整个 V = 0 或 U = 0 的视界面都是由分岔球上所发出的类光测

地线扫出的。

在 U = 0 的视界面上，基林向量 ξ µ = κ
(
V,0
)
，由于近视界度规为 −dV dU , 所以这显

然是 U = 0 视界面的一个类光切向量，同时，因为 U = 0 的视界面为类光超曲面，所以这

时 ξ µ 也为这个超曲面的类光法向量。类似的，在 V = 0的视界面上 (此时 ξ µ = κ
(
0,−U

)
)，

基林向量 ξ 也是一个类光切向量，当然也是类光法向量。

如果一个类光超曲面以一个基林向量为类光法向量，则我们就称之为一个基林视界，

所以，施瓦西黑洞的事件视界面同时也是基林视界。

再强调一下，所谓的基林视界，其一般定义是，首先它是一个类光超曲面，其次，其
类光法向量 (也是一个切向量) 刚好是一个基林向量 (不妨一般性地记为 Kµ)，当一个超曲
面同时满足这两点时，就称之为一个基林视界。所以，从定义来看，基林视界和事件视界

的定义是相互独立的，两者并不一定重合。不过，对于施瓦西黑洞而言，其事件视界正好

也是其基林视界！而且相应基林向量为在无穷远处类时的 ξ，即 K = ξ。

实际上，霍金和卡特曾经证明过一个定理：在稳态时空中，事件视界就是类时基林视
界。当然，这里的类时指的是这个基林向量场在空间无穷远处类时！施瓦西时空就是这个
定理的一个典型例子。

根据前面提及的 E.Witten 文章里的定理，作为一个类光超曲面，基林视界当然也是
由类光测地线铺成的，不防记这些类光测地线的切向量场为 lµ，它满足如下测地线方程

lµDµ lν = 0. (9.25)

lµ 当然是一个类光切向量，因此它也是基林视界的法向量场, 因此在基林视界上，它必定
和同样作为法向量场的基林向量场 Kµ 成比例，即存在函数 χ(x)，使得

Kµ = χ(x)lµ . (9.26)

注意 lµ 只在基林视界上有定义，从而这个式子也只在基林视界上成立。
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从而根据 (9.25)式，不难得到，在基林视界上，Kµ 满足方程 KµDµKν = χ(x)lµDµ(χ(x)lν)=

χ(x)(lµ∂µ χ(x))lν = (lµ∂µ χ(x))Kν , 记式中的 lµ∂µ χ(x) = w(x)，即有方程

KµDµKν = w(x)Kν . (9.27)

这个方程的本质其实依然是测地线方程，不过测地线的参数不是仿射参数而已，这个式子

当然也只在基林视界上成立。

稍后我们将证明，对于施瓦西黑洞的视界面 (以及类似的一类球对称黑洞)，如果取基
林向量 K = ξ = ∂t，则必定有 w(x) =±κ, 这里的 κ 也就是前面引入的 1/(2rg) = 1/(4GM)。

换言之，对于施瓦西黑洞的视界面 (以及类似的一类球对称黑洞)，我们有

ξ µDµξ ν =±κξ ν . (9.28)

这个结果依赖于 ξ 的归一化，因为如果将 ξ 替换成 cξ，那上式中的 κ 就应该替换成 cκ。
这里是取 ξ = ∂t，因此是将 ξ 的模长平方在空间无穷远处归一为负一，即 ⟨ξ ,ξ ⟩|∞ = −1。

而之所以有正负号的不确定性，是因为如果将 ξ 替换成时间反演版的 −ξ , 那 w(x) 就将变

成 −w(x), 而对于施瓦西黑洞而言，ξ = ∂t 和它的时间反演是地位平等的，都可以作为类

时基林向量场。值得说明的是，通常人们称方程 (9.28) 中的 κ 为表面引力，因此本章前
面引入的 κ = 1/(2rg) 当然就是施瓦西黑洞视界上的表面引力。

下面，我们来证明定义了表面引力的 (9.28) 式。由于这个式子只定义在基林视界上，
所以要证明它显然只需要考察基林视界附近的情况，从而只需研究近视界几何就足够了！

为此，首先注意到，在 (V,U) 坐标中，近视界几何的度规是平凡的 −dV dU，从而可知在

这个坐标中，联络系数都等于零，从而在 (V,U) 坐标中协变导数就等于普通的导数。所以

在基林视界附近我们有

ξ µDµξ ν = ξ µ∂µξ ν

= κ
(

V
∂

∂V
−U

∂
∂U

)
κ
(
V,−U

)
= κ2(V,U). (9.29)

所以，在 U = 0 的基林视界上 (此时 ξ ν = κ
(
V,0
)
), 我们有

ξ µDµξ ν = κ2(V,0)= κξ ν . (9.30)

而在 V = 0 的基林视界上 (此时 ξ ν = κ
(
0,−U

)
), 我们有

ξ µDµξ ν = κ2(0,U)=−κξ ν . (9.31)

这就证明了 (9.28) 式。
不仅如此，在后面的章节中我们还将证明，对于任意时空的任意基林视界，只要它可

以由其分岔球上的类光测地线扫出，则 (9.27) 式中的 w(x) 的平方 (w2) 沿着整个基林视界
都必定为常数！从而在基林视界上 w(x) 只能和一个常数 (就记作 κ) 相差正负号，所以可
以一般地记 w(x) =±κ, 进而一般性地将方程 (9.27) 重写作

KµDµKν =±κKν . (9.32)
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对于类时基林视界，通常还要求 Kµ 满足归一化条件 ⟨K,K⟩|∞ =−1。注意，这个方程和上

一段证明的结论的区别在于，这个方程的成立条件要广泛得多，而上一段只是它在施瓦西

视界情形的特例。

9.1.4 表面引力与霍金温度

黑洞视界是一个物质有去无回的单向膜区开始的地方。然而，1974 年，霍金发现，在
考虑了量子效应以后，黑洞也能往外辐射，它有一个非零的温度，这就是霍金温度。

为了推导出霍金温度的表达式，设想在空间无穷远处，将一个量子场 ϕ(x) 与黑洞耦
合，设想量子场与黑洞达成了热平衡，温度为 TBH , 温度的负一次方记作 β = 1/TBH (假设
取玻尔兹曼常数 kB = 1 的单位制)。记量子场的哈密顿量为 H, 则量子场的配分函数为

Z = Tr
(
e−βH). (9.33)

人们可以用路径积分的方法计算这个配分函数，为此，我们需要将时间延拓为欧氏时间 tE

t →−itE , (9.34)

并将这个欧氏时间紧致化为一个周长为 h̄β 的圆周，也就是要进行如下的周期等同

tE ∼ tE + h̄β . (9.35)

然后在这个时间紧致化了的欧氏时空中对量子场进行欧氏路径积分，结果就是上面的配分

函数。

很显然，要推导出霍金温度的公式，就是要确定上面周期等同的 β 具体为多少？为
此，让我们来考察上述欧氏化对近视界几何的影响。

延拓到欧氏时间 tE 以后，近视界几何的 Rindler 度规就变成了

ds2 = κ2ρ2dt2
E +dρ2. (9.36)

现在，我们定义变量 θE = κtE，并将之理解成一个角度变量，那么上面的度规就成为

ds2 = ρ2dθ 2
E +dρ2. (9.37)

很显然，如果 θE 以 2π 为周期，那这个度规就是两维欧氏平面的极坐标度规，特别的，径
向坐标 ρ = 0 的原点没有任何奇异性。而如果 θE 不以 2π 为周期，而是其它的某个周期，
那上面这个度规描述的就是一个圆锥面，ρ = 0就是这个圆锥的顶点，它当然是奇异的，这

种奇异性也称作锥形奇异性。但是，ρ = 0 对应的是黑洞视界，它并不是一个时空奇异的

地方。因此，为了消除锥形奇异性，我们只能取 θE 的周期为 2π，也即是

κtE ∼ κtE +2π ⇔ tE ∼ tE +2π/κ. (9.38)

所以，tE 的紧化周期 h̄β 必须为 2π/κ, 也即是

β =
2π
h̄κ

⇔ TBH =
h̄κ
2π

. (9.39)
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如果恢复玻尔兹曼常数，即是

TBH =
κ
2π

h̄
kB

. (9.40)

以上就是著名的霍金温度，它由表面引力决定，表达式中 h̄ 的存在意味着，这个温度

完全是一个量子效应，在经典物理的层次上，一个黑洞是没有什么温度概念的。另外，值

得说明的是，霍金温度之下施瓦西黑洞与量子场的热平衡其实是不稳定的，因为施瓦西黑

洞会吸收物质，从而使得质量增加 (即能量增加)，但是温度却降低 (注意 κ ∝ 1/M), 进而
使得能量会进一步向施瓦西黑洞传输，也就是说，施瓦西黑洞具有负比热。

9.2 克鲁斯卡延拓

9.2.1 克鲁斯卡延拓的一般原理

假设我们考察如下球对称时空

ds2 =− f (r)dt2 +
1

f (r)
dr2 + r2dΩ2, (9.41)

如果用之前的记号即是考察 A(r) = f (r),B(r) = 1/ f (r) 的球对称时空，施瓦西时空是其特

例。按照前面的分析，黑洞视界必定对应函数 f (r) 的零点 (如果 f (r) 没有零点，那相应

的时空就不存在黑洞)。假设 f (r) 在 r = rh 处有一个零点，即在 rh 附近，有

f (r)∼ (2κ)(r− rh)+ ... (9.42)

式中 2κ 为泰勒展开的系数。很显然，在这个零点位置，(t,r) 坐标是奇异的，因此它不能

同时覆盖 r < rh 的区域和 r > rh 的区域。下面我们来寻找能够同时覆盖这两个区域的一组

坐标系。

为此，我们将 (9.41) 式的度规改写成如下形式

ds2 =− f (r)
(
dt +

dr
f (r)

)(
dt − dr

f (r)

)
+ r2dΩ2. (9.43)

定义新的径向坐标 r∗，使得 dr∗ = dr
f (r)，也即

r∗ =
∫ dr

f (r)
, (9.44)

显然，函数 f (r) 的零点就对应这个积分表达式的极点。下面，定义新的坐标 v,u

v = t + r∗, u = t − r∗, (9.45)

从而可以将度规 (9.43) 重写成

ds2 =− f (r)dvdu+ r2dΩ2. (9.46)

很明显，v,u 为两个类光坐标。值得注意的是，(v,u) 坐标在 f (r) 的零点 r = rh 处依然是奇

异的，因为 (v,u) 坐标下的度规 (9.46) 在这个零点处是病态的 (有 gvu(rh) = 0)。
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当然, (9.45) 式也可以重写成

v+u = 2t, v−u = 2r∗. (9.47)

先将注意力集中在 v−u = 2r∗ 上，它也即是

v−u = 2
∫ dr

f (r)
. (9.48)

现在考察这个积分表达式的极点 (也就是 f (r) 的零点) 所控制的一个邻域，并在这个邻域
上将极点的积分分离出来，即写成

v−u =
∫ [ 1

κ(r− rh)
+g(r)

]
dr

=
1
κ

ln |r− rh

rh
|+G(r), (9.49)

式中 g(r) 表示分离出极点以后的一个不含极点的被积项, G(r) 是它的积分，当然由于被积

函数没有极点，所以 G(r) 一定是一个在这个邻域上光滑的函数。由 (9.49) 式，即有

eκ(v−u) = |
(r− rh

rh

)
|eκG(r). (9.50)

下面来改进我们的类光坐标，将之变成类似于近视界几何中的那种光锥坐标 (V,U)，

使之在 r = rh 处不再奇异。首先，根据上面的 (9.50) 式，我们有，当 r < rh 时 (黑洞或者
白洞区域)

eκ(v−u) =−
(r− rh

rh

)
eκG(r). (9.51)

对于黑洞区域，由于粒子总是朝着视界里面一去不复返的 (即走向未来)，所以它应该处于
这种 (V,U) 坐标的未来部分，反之白洞区域则应该处于过去部分，比方说，黑洞区域和白

洞区域可以分别处于光锥坐标 (V,U) 的第一象限和第三象限，即上部 (未来) 和下部 (过
去)。为此我们可以进行如下操作：我们可以在 r < rh 的邻域上定义新的坐标 V,U 如下

V =±eκv, U =±e−κu, (9.52)

从而使得 (利用了 v+u = 2t)

VU =−
(r− rh

rh

)
eκG(r), U/V = e−κ(v+u) = e−2κt . (9.53)

很显然，(9.52) 式定义的两种可能性的确分别覆盖了 (V,U) 坐标系的一、三象限。

同样根据上面的 (9.50) 式，我们有，当 r > rh 时 (外部区域)

eκ(v−u) =
(r− rh

rh

)
eκG(r). (9.54)

当然，这个黑洞和白洞外部的区域只可能占据剩下来的二、四象限了 (也即左右两侧)。为
此我们需要进行如下操作：我们可以在 r > rh 的邻域上定义新的坐标 V,U 如下

V =±eκv, U =∓e−κu, (9.55)
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以使得

VU =−
(r− rh

rh

)
eκG(r), U/V =−e−κ(v+u) =−e−2κt . (9.56)

很显然，(9.55) 式定义的两种可能性的确分别覆盖了 (V,U) 坐标系的二、四象限。

从 (9.53) 式和 (9.56) 式可以看到，r = rh 的视界面正好对应 V = 0 或 U = 0 的两个

坐标轴，并且它正好分别和 t =±∞ 的超曲面重合，总之，这些都非常类似于前面在研究
近视界几何时所得到的结论。

不难验证，无论 r > rh 还是 r < rh，均有

dV dU =−κ2VUdvdu = κ2(r− rh

rh

)
eκG(r)dvdu. (9.57)

从而能够将时空度规 (9.46) 重写为

ds2 =− rh

κ2
f (r)

r− rh
e−κG(r)dV dU + r2dΩ2. (9.58)

式中的变量 r 应该理解为通过反解 VU = −
( r−rh

rh

)
eκG(r) 式所得到的关于变量 VU 的表达

式。很明显，在这个式子中， f (r) 的零点被分母上的 r− rh 消去了，从而度规在 r = rh 处

不再病态，因此 (V,U) 坐标系在 r = rh 处不奇异。

总之，(9.52)式和 (9.55)式给出 V,U 的四种可能定义，它们分别覆盖 (V,U)坐标系的

四个象限，但是在每一个象限里面，与 V,U 对应的 v,u 的取值范围都是 (−∞,+∞), 所以用
v,u 坐标来看的话，每一个象限都是一个完整的时空，四片完整的时空拼合在一起就构成

整个大的由 (V,U) 坐标描述的时空。而从 (v,u) 所描写的一个象限延拓到完整的 (V,U) 所

描写的四个象限的过程，就叫做克鲁斯卡延拓，(V,U) 坐标有时也称作克鲁斯卡坐标，如
图 (9.2) 所示。值得强调的是，克鲁斯卡坐标在 r = rh 的视界面上是定义良好的，没有奇

Figure 9.2: 施瓦西黑洞的克鲁斯卡延拓。图中 U,V 轴对应 r = rh 的黑洞视界，红线是

r = 0 处的时空奇性，绿线表示 r 为常数的超曲面，而蓝线表示 t 为常数的超曲面。

异性。



156 Chapter 9. 黑洞基础

举例来说，比如对于 V =+eκv, U =−e−κu 所描述的第四象限 (即右侧的四分之一)，
它对应的当然是 r > rh 的黑洞外部时空，V = 0 或 U = 0 的事件视界将它和黑洞以及白洞

内部分隔开来，当然，严格来说 U = 0,V > 0半轴对应的才是黑洞视界，因为它处于 (V,U)

坐标系的未来部分，是所谓的未来事件视界。而 V = 0,U < 0 半轴对应的视界是白洞视界，

因为它处于 (V,U) 坐标系的过去部分，是过去事件视界。

根据上面这个分析，我们就容易知道，黑洞视界所分隔的一、四象限中，第四象限对

应黑洞外部，第一象限所描述的则是黑洞内部 (即上部的四分之一)。类似的，白洞视界所
分隔的三、四象限中，第四象限是白洞外部，而第三象限是白洞内部 (即底部的四分之一)。
所以，正如我们所期望的，在 (V,U) 坐标中，处于未来的第一象限描述的是黑洞内部，而

处于过去的第三象限描述的则是白洞内部，而第四象限和第二象限所描述的则是黑洞和白

洞的共同外部区域。至于第二象限和第四象限这两个外部区域之间是什么关系，我们稍后

再作分析。

上述时空延拓过程的奇妙之处在于，你可以从爱因斯坦方程在某个时空区域的一个解

开始，通过变换坐标进行延拓，得到一个更大的时空区域上的解。注意，对于新坐标所描

述的更大时空区域，你无需再次求解爱因斯坦场方程，因为延拓来的度规一定会满足它。

之所以有这么一个奇妙的性质，其原因在于两个因素的共同作用：首要的因素是，爱因斯

坦场方程是广义协变的，其成立不受坐标变换的影响。其次，场方程解出来的度规的各分

量均是实解析函数，这意味着，在一个开集上的度规足以决定整个更大的时空区域的度规。

基林视界

(9.41) 式描写的球对称时空显然有一个基林向量场 ξ ,

ξ = ∂t . (9.59)

很容易计算出这个基林向量场的模长平方，为

⟨ξ ,ξ ⟩= gtt =− f (r). (9.60)

一般来说，r → ∞ 时 f (r)→ 1，所以 ξ 在空间无穷远处是类时的。假设 f (r) 仅在 r = rh

处有唯一一个零点，由于经过零点 f (r) 要变号，所以很显然，r > rh 时均有 f (r)> 0，因

此这时 ξ 均类时。而 r < rh 时有 f (r) < 0，所以这时 ξ 类空。当然，在 r = rh 的视界面

上 ξ 类光。从而视界面同时也是基林视界。
不妨将注意力限制于 (V,U) 坐标的右侧四分之一 (第四象限)。设想在基林向量 ξ 的

作用之下，t 坐标平移一个无穷小量 δ t，则根据 (9.45) 式，有

δv = δu = δ t. (9.61)

进而根据 V =+eκv, U =−e−κu，有

δV = κV δv = κV δ t, δU =−κUδu =−κUδ t. (9.62)

从而即可以得到基林向量场 ξ 在克鲁斯卡坐标中的表达式，为

ξ = ∂t = κ
(

V
∂

∂V
−U

∂
∂U

)
. (9.63)
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不难验证，其它象限求出来的最终表达式是一样的。这个结论在形式上完全和近视界几何

所得出来的一样。特别的，V =U = 0 是一个分岔球。

9.2.2 施瓦西黑洞的克鲁斯卡延拓

奇点

对于施瓦西解， f (r) = (1− rg
r )，所以度规在 r = 0 处也是奇异的。前面提到过，对于

施瓦西黑洞而言，r = 0 对应的是时间的一个终点，注意，不是空间的终点，因为在 r < rg

区域，时间和径向空间互换了。因为 r = 0 是时间终止的地方，所以此处的奇异性和视界

面处的度规奇异性有根本性的不同，具体来说，视界面的度规奇异性是坐标奇异性，换一

个坐标这种奇异性就可能被消除，比方说在克鲁斯卡坐标中视界所对应的 U = 0 或 V = 0

就没有什么奇异性。但是，r = 0 处的奇异性是真正的施瓦西时空的奇异性，称作时空奇
性。

这种时空奇性反映为无穷大的时空曲率，换言之，反映为黎曼曲率张量在 r = 0 处的

发散。计算表明，对于施瓦西解，有

Rρσ µνRρσ µν =
12r2

g

r6 , (9.64)

所以在 r = 0 处黎曼曲率张量的确是发散的，这种发散不依赖于坐标系的选择！这个计算

同时也表明，在 r = rg 的视界面处，时空曲率其实是正常的，并没有发散。所以黑洞视界

并没有任何时空奇性，它的特殊之处不在于奇异性，而在于，从时空整体的因果结构来说

黑洞视界比较特殊。

施瓦西解的克鲁斯卡延拓

下面来考察具体的施瓦西时空的克鲁斯卡延拓。对于施瓦西解而言 f (r) = (1− rg
r ), 所

以

2
1

f (r)
=

2r
r− rg

=
2rg

r− rg
+2. (9.65)

与 (9.49) 式比较，即知 rh = rg，κ = 1/(2rg), g(r) = 2, 从而

G(r) = 2r. (9.66)

由此当然就可以定义克鲁斯卡坐标，根据 (9.58) 式，在这个坐标中施瓦西时空的度规就成
为

ds2 =−
rg

κ2
1
r

e−2κrdV dU + r2dΩ2. (9.67)

另外，根据 (9.53) 式，

VU =−
(r− rg

rg

)
e2κr. (9.68)

特别的，对应时空奇性的 r = 0 现在成为

r = 0 ⇔VU = 1. (9.69)



158 Chapter 9. 黑洞基础

它对应 (V,U) 坐标系中位于一、三象限内的一条双曲线，其中在第三象限 (也即白洞区域)
内的部分描述的是时间的一个起始之处，而位于第一象限 (也即黑洞区域) 内的部分描述
的是时间的一个终止之处。所以，在克鲁斯卡坐标系中，VU = 1 描述的是时空在一、三象

限内的边界，边界之外时空是不存在的！显然，施瓦西解的时空奇性是类空的。整个施瓦
西黑洞的克鲁斯卡延拓如图 (9.3) 所示。注意，由于我们没有画出角度部分的坐标，所以

Figure 9.3: 施瓦西黑洞的克鲁斯卡延拓。图中 V = T +R, U = T −R, 请注意 V −U 坐标

系的象限划分和 T −R 坐标系的象限划分的不同。

其实这个图中的每一个点都代表一个两维球面，面积为 4πr2。

可以看到，在克鲁斯卡图的上部，任何一个类时或者类光的曲线 (切线与竖直轴的夹
角小于等于 45 度) 只要过了视界面那条直线就休息逃离上部四分之一的区域，只能撞到
r = 0 的时空奇性上，所以上部四分之一的区域就是黑洞区域。

而在下部四分之一区域，注意到时间的单向性，可以看到任何一个类时或者类光曲线

都会穿过视界逃离这个区域，这个区域和黑洞区域相对，就叫做白洞区域。

克鲁斯卡图可以直观地显示一些很微妙的事情，比如如图 (9.4) 所示的，某 A 掉进黑

洞，某 B 在视界外面固定 r 距离处观察这一过程。B 当然是通过接收 A 发出的光信号而

观察他的，这些光信号就是图中所示的与 V 轴平行的那些线段，它们均与竖直轴成 45 度
夹角。如图所示，A 在 PA 点发出的信号将在 PB 点到达 B，这个时候的时间 t 是 t = 1, 接
着，A 在 QA 点发出的信号将在 QB 点到达 B，这个时候的时间 t 是 t = 100, 而 A 在 RA 点

发出的信号将在 RB 点到达 B，这个时候的时间 t 是 t > 1000, 很显然，随着 A 越来越靠近

视界面，t 将趋于 ∞, 即 B 永远也不能看到 A 真正掉进黑洞，只能看到他不断接近视界面。

但是，在 A 本身看来，他掉进黑洞的事件当然发生了，而且发生在 A 的有限固有时之内。

有一个问题是，克鲁斯卡延拓以后的施瓦西时空还能被进一步延拓吗？回答是，不能

够了，克鲁斯卡延拓就是施瓦西时空的最大延拓。

这里有一个简单的方法来判断一个时空是否能被进一步延拓：那就是观察时空中的测

地线，看它们在哪里终止。假如你能跟着一条测地线跑到其固有时参数或者仿射参数的无

穷值处，那这时候你也就跑到时空的无穷远处去了。假如相反，测地线在一个固有时参数

(或者仿射参数) 的有限值处终止了，不能进一步继续延伸了，那这时候就一定有如下事情
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Figure 9.4: 某 A 掉进黑洞，某 B 在视界外固定 r 处观察他。

之一发生：要么这条测地线遇到了时空奇性，要么它遇到了坐标奇性。假设只是遇到了坐

标奇性，那换一个更好的坐标系，测地线就还能继续延伸，这时候我们就说时空能被这个

更好的坐标系延拓。而假如测地线遇到的是时空奇性，那我们就做不了什么了，它就真的

无法进一步延伸了。所谓的最大延拓，指的是，任何在固有时参数 (或者仿射参数) 的有限
值处终止的测地线所遇到的都是时空奇性的那种延拓。

不难检验，施瓦西解的克鲁斯卡延拓的确是最大延拓！

爱因斯坦-罗森桥

前面提到过，在克鲁斯卡延拓中，黑洞和白洞外面的区域一共有两片，分别对应 (V,U)

坐标系的第二象限和第四象限 (即左侧的四分之一和右侧的四分之一)。这两个区域都在空
间无穷远处渐近平坦，但是这两个渐近平坦的区域通过黑洞和白洞连接起来了。从图 (9.3)
中可以清楚的看到，第四象限 (右侧) 的观察者其实无法向第二象限 (左侧) 的观察者发射
信号，因为任何这样的信号都会掉进黑洞，并不可避免地终止在时空奇性上。然而，我们

不禁想知道，连接这两个区域的空间几何到底是怎么样的呢？

为此，我们不妨考察克鲁斯卡时空在 t = 0时的纯空间部分，很显然，这就是一条穿过

原点的水平轴, 它在右侧四分之一的部分和在左侧四分之一的部分均对应黑洞的外部，空
间度规均为

ds2 =
(
1−

rg

r

)−1dr2 + r2dΩ2, (9.70)

并且 r > rg，这两个区域通过 U =V = 0 的原点连接起来，但是 U =V = 0 的原点其实代

表一个半径 r = rg 的两维球面。所以完整的 t = 0 空间几何其实是两片渐近平坦的空间在

r = rg 的两维球面处粘合在一起，如图 (9.5)所示。图中上面和下面的两片分别代表克鲁斯
卡图中左右两侧的两个渐近平坦区。连接两片渐近平坦时空的粘合区 (也就是图中的“喉
咙”部分) 就称作爱因斯坦-罗森桥，它就是所谓的时空虫洞的一种。

我们可以通过在近视界几何的探讨中引入的坐标 ρ2 = 4rg(r− rg) 来更清楚地考察爱

因斯坦-罗森桥。不过具体的处理有所不同，为了避免混淆，这里我们将把 ρ 记为 z。下

面我们取 θ = π/2，从而 dΩ2 = dϕ 2, 而空间变成两维的，由极坐标 (r,ϕ) 表示。当这样处
理以后，(9.70) 式描写的空间几何 (现在是两维)，就可以看作平坦的三维空间 (取柱坐标
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Figure 9.5: 爱因斯坦-罗森桥，图中我们已经取 θ = π/2，因此两维球面变成一个圆周，而

dΩ2 = dϕ 2。

(r,ϕ ,z)) 中的由下式描述的三维超曲面

z2 = 4rg(r− rg). (9.71)

我们很容易验证度规的确是对的，为此首先注意到平坦三维空间的度规为 dr2 + r2dΩ2 +

dz2, 其次，注意到 zdz = 2rgdr, 从而 dr2 +dz2 =
(
1+ 4r2

g
z2

)
dr2 =

(
1− rg

r

)−1dr2, 所以这张三
维超曲面上的诱导度规的确是 (9.70) 式。

下面只需在三维平坦空间中示意性地画出 (9.71) 式所描写的这张二维超曲面，显然，
结果就是图 (9.5)。

进一步，在克鲁斯卡坐标中，如果定义 V = T +R, U = T −R (从而 VU = T 2 −R2), 然
后取一些固定时间 T 的空间切片来考察 (如图 (9.6))，就可以看到虫洞的打开和关闭过程
(如图9.7)。 在图 (9.6) 中，我们取定了 A,B,C,D,E 五个固定时间 T 的空间切片，与之相

Figure 9.6: 取定 A,B,C,D,E 五个空间切片。

应的，在图 (9.7) 中，我们示意性地画出了随着时间演化，虫洞在黑洞视界后面打开最后
又关闭的示意图。T =−1 时虫洞开始打开，T = 1 时虫洞关闭。
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Figure 9.7: 与 A,B,C,D,E 五个空间切片相对应的虫洞打开和关闭过程示意图。

ER=EPR?

首先解释一下黑体字的小标题：ER代表的就是 Einstein-Rosen bridge，即刚刚讲述的
爱因斯坦-罗森桥，也即时空虫洞。而 EPR 代表的是 Einstein-Podolosky-Rosen paradox,
即 EPR 佯谬也就是通常所谓的量子纠缠。所以，这个标题的字面含义就是，时空虫洞等
价于量子纠缠。

为了进一步理解这个小标题，下面我们作一点解释说明。

前面提到过，在施瓦西解的克鲁斯卡延拓中，位于左侧四分之一区域的观察者并不能

发送信号给位于右侧四分之一区域的观察者。但是，这两个观察者的确有一种方式通信，

那就是两者都跳进黑洞里，然后在各自终结于时空奇性之前在黑洞视界后面相互通信，甚

至在黑洞里彼此遇到。

但是，以上这一段话真有物理含义吗？毕竟，我们知道位于克鲁斯卡图底部四分之一

的白洞其实很可能只有数学含义，因为并没有什么物理过程可以产生白洞。同样的，假设

右侧四分之一的那一片宇宙是物理的话，那克鲁斯卡图左侧四分之一的那一片宇宙也可能

只有数学含义，它可能完全源于我们的数学延拓，而不描写任何真正的物理现实。如果真

是这样的话，那上一段话当然就没什么真正的物理含义。

然而，的确有一种可能的物理方式实现在黑洞视界后面相互通信。

为了说明这一点，我们不妨设想克鲁斯卡图的左右两侧描写的不是两片相互独立的宇

宙，而是近似描写同一个宇宙的两个相距遥远的区域。从而，克鲁斯卡图里的黑洞就可以

近似成为分别位于这两个相距遥远区域的两个黑洞，它们在视界后面通过爱因斯坦-罗森
桥相互连接。近似来说，爱因斯坦场方程当然允许这样的双黑洞解存在，因为近似描写它

们的克鲁斯卡延拓的确是爱因斯坦场方程的解。

现在，位于这两个相距遥远区域的观察者就只要跳进各自区域的黑洞就能实现视界后

面的通信了！因为他们的黑洞在视界后面有爱因斯坦-罗森桥相连接。
什么情况下两个相距遥远的黑洞可以通过爱因斯坦-罗森桥相连接呢？近些年来对量

子引力的研究暗示了一个答案，那就是，如果这两个黑洞之间有很强的量子纠缠，那么它

们的视界后面就可能存在爱因斯坦-罗森桥，这就是小标题所谓的 ER=EPR.
ER=EPR 在多大程度上成立是远未清楚的一个问题。但如果它能推向极端，那也许

意味着任何量子纠缠之间都有时空虫洞相连接，只不过通常这种虫洞是微观上的微型虫

洞。当然，这种推论很可能已经走得太远了。
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9.2.3 Reissner-Nordstrom 黑洞的克鲁斯卡延拓

除了施瓦西黑洞以外，类似的处理也可以应用于 Reissner-Nordstrom黑洞 (RN黑洞),
也就是所谓的带电的球对称黑洞。它的度规也有如下形式

ds2 =− f (r)dt2 +
1

f (r)
dr2 + r2dΩ2, (9.72)

式中 f (r) 为

f (r) = 1− 2GM
r

+
e2

r2 , (9.73)

其中 M 为黑洞的质量，e2 由黑洞所携带的电荷和磁荷决定，并且这里我们假定 e2 不太

大。这是引力场与电磁场耦合系统的一个解，不过具体的求解过程我们推迟到后面的章节

中来处理，本章我们只是简单地给出这个解。

很显然 (9.73) 式给出的函数 f (r) 有两个零点，分别记为 r+,r−(设 r+ > r−), 它们由下
式给出

r± = GM±
√
(GM)2 − e2. (9.74)

进而可以将函数 f (r) 重写成

f (r) =
1
r2 (r− r+)(r− r−). (9.75)

很显然，RN 解也有一个基林向量场 ξ = ∂t，并且 r = r± 的超曲面均为它的基林视界，因

为 ⟨ξ ,ξ ⟩|r± = 0！同样容易看清的是，r− < r < r+ 的区域发生了时空互换，从而使得这个

区域为单向膜区，r = r+ 为单向膜区开始的地方，称作外视界，它也就是 RN 黑洞的未来
事件视界，而 r = r− 为单向膜区结束的地方，称作内视界，它其实是 RN 解的柯西视界。
关于柯西视界的定义，我们稍后会有一个简单的讨论，更详细的讨论请参阅 E. Witten 的
综述文章 Light Rays, Singularities, and All That，中文译本叫《光线、奇点，以及其它》。

根据上面的讨论，容易得到

2
1

f (r)
=

2r2

(r− r+)(r− r−)

=
2r2

+

(r+− r−)(r− r+)
+

2r2
−

(r−− r+)(r− r−)+2

=
1

κ+(r− r+)
+

1
κ−(r− r−)

+2, (9.76)

式中 κ± 分别为内外视界上的表面引力，由下式给出

κ± =
r±− r∓

2r2
±

. (9.77)

由于现在有两个极点 (而不是一个)，所以与 (9.49) 式比较，在每个极点控制的邻域内都有
一个 g(r) 函数和相应的 G(r) 函数，不妨分别记作 g±(r) 和 G±(r)。而且，在每个极点所

控制的邻域内我们都要引入一组 (V,U) 光锥坐标，不妨记作 (V±,U±)。
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为了给出 V±,U± 的具体定义，我们将上一段的讨论与 (9.49) 式比较，即可知，在
rh = r+ 的邻域内 (从而 r > r−)，g+(r) = 1

κ−(r−r−)
+2, 积分得出

G+(r) =
1

κ−
ln
(r− r−

r−

)
+2r. (9.78)

相应的，有

eκ+(v−u) = |
(r− r+

r+

)
|eκ+G+(r). (9.79)

类似的，在 rh = r− 的邻域内 (从而 r < r+), 有 g−(r) = 1
κ+(r−r+)

+2，积分得出

G−(r) =
1

κ+
ln |
(r− r+

r+

)
|+2r =

1
κ+

ln
(r+− r

r+

)
+2r. (9.80)

从而有

eκ−(v−u) = |
(r− r−

r−

)
|eκ−G−(r). (9.81)

注意，这两个邻域有一个交叠区，即 r− < r < r+ 的单向膜区。

对于 rh = r+ 的邻域，接下来的一切讨论都和 (9.2.1) 小节中给出的一样。比如我们可
以定义 V+,U+ 以使得

U+V+ =−
(r− r+

r+

)
eκ+G+(r). (9.82)

与 (9.79) 比较可知，(V+,U+) 可以分成四片，对于 r− < r < r+，取

V+ =±eκ+v, U+ =±e−κ+u, (9.83)

它覆盖 (V+,U+) 坐标系的一、三象限 (即上部和下部)。而对于 r > r+, 则取

V+ =±eκ+v, U+ =∓e−κ+u, (9.84)

它覆盖 (V+,U+) 坐标系的二、四象限 (即左侧和右侧)。
但是，对于 rh = r− 的邻域，接下来的讨论会和 (9.2.1)小节在细节上有点出入。这是因

为上一段已经把 r− < r < r+ 的交叠区定义在 (V+,U+)坐标系的一、三象限了，而 (V−,U−)

坐标当然是要和 (V+,U+) 坐标拼接成一个整体的，为了能拼接起来，则 r− < r < r+ 的交

叠区在 (V−,U−) 坐标系中也必须定义在一、三象限。所以，当 r− < r < r+ 时，我们需要

定义

V− =±eκ−v, U− =±e−κ−u. (9.85)

进而当然，0 < r < r− 的区域就只能在 (V−,U−) 坐标系的二、四象限。所以，当 0 < r < r−
时，需要定义

V− =±eκ−v, U− =∓e−κ−u. (9.86)
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与 (9.81) 式比较，即有

U−V− =
(r− r−

r−

)
eκ−G−(r), (9.87)

注意，前面没有负号！

代入 κ+/κ− =−r2
−/r2

+, κ−/κ+ =−r2
+/r2

−，以及 G±(r) 的表达式，即可以将 (9.82) 式
和 (9.87) 式重新表达成

U+V+ =−
(r− r+

r+

)( r−
r− r−

)r2
−/r2

+e2κ+r

U−V− =
(r− r−

r−

)( r+
r+− r

)r2
+/r2

−e2κ−r.

从这两个式子不难看出，在单向膜区的边界，当 r → r− 时，U+V+ → ∞, 所以 r = r− 在

(V+,U+) 坐标系一、三象限的无穷远处。类似的，当 r → r+ 时，U−V− → ∞，所以 r = r+
也在 (V−,U−) 坐标系一、三象限的无穷远处。

另外，从上一段的第二个式子，我们还能得到，r = 0 处的时空奇性满足

r = 0 ⇔U−V− =−1, (9.88)

当然，这是位于 (V−,U−) 坐标系二、四象限 (即左右两侧) 的一条双曲线。这说明，与施
瓦西黑洞不同，RN 黑洞的时空奇性是类时的。

Figure 9.8: RN 黑洞的两种克鲁斯卡坐标卡。

RN 解的两种 (V,U) 坐标称作两种坐标卡，(V+,U+) 坐标卡如图 (9.8) 左图，其中位
于底部的第三象限是白洞区，而位于上部的第一象限是黑洞区。而 (V−,U−) 坐标卡如图

(9.8) 右图，其中位于底部第三象限的是黑洞区，而位于上部第一象限的是白洞区。注意，
(V−,U−) 坐标卡的二、四象限 (即左右两侧) 是有限的，时空奇性的 U−V− =−1 是其边界，

所以和 (V+,U+)坐标卡不同，(V−,U−)坐标卡的二、四象限不是两个渐近平坦的时空区域。

但是，由于单向膜区是交叠区，同时被两个坐标卡所覆盖，所以这两个坐标卡其实是

要拼接起来的，比方说，像图 (9.8) 所暗示的那样，将右边的 (V−,U−) 坐标卡拼接在左边

(V+,U+) 坐标卡的下方。但是，(V−,U−) 坐标卡同样可以拼接在 (V+,U+) 坐标卡的上方。

这导致一个结果，即我们可以交错地拼接两种坐标卡，进而将时空无穷地延拓下去。这是

RN 解与施瓦西解的又一个不同，即它的克鲁斯卡延拓可以无穷无尽地永远进行下去。
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9.2.4 Eddington-Finkelstein 坐标

实际上，如果仅仅是想消除视界面位置的坐标奇异性，那除了克鲁斯卡坐标以外，还

有一种更简单的坐标也能做到这一点，那就是爱丁顿-芬克斯坦 (Eddington-Finkelstein)坐
标。下面以施瓦西时空为例来讲述这种坐标。

在通常的坐标系中，施瓦西黑洞的时空度规为

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
dt2 +

(
1−

rg

r

)−1dr2 + r2dΩ2.

即 f (r) =
(
1− rg

r

)
, 从而

r∗ =
∫ dr

f (r)
= r+ rg ln |

(r− rg

rg

)
|. (9.89)

这个坐标有时候也称作乌龟坐标。正如我们已经知道的，有了 r∗ 以后，进而就能定义类

光坐标 u = t − r∗, v = t + r∗，但是正如前面提过的 (v,u) 坐标在视界面处依然是奇异的。

爱丁顿-芬克斯坦的想法是，不同时引入 u,v, 而只引入一半，即只引入 v 或者只引入

u,只引入 v就称作内行爱丁顿-芬克斯坦坐标，只引入 u就称作外行爱丁顿-芬克斯坦坐标。
以内行爱丁顿芬克斯坦坐标为例，它即是将原来的 (t,r) 坐标变换成 (v,r) 坐标，这时

候

dt = dv−dr∗ = dv−
(
1−

rg

r

)−1dr, (9.90)

消去施瓦西度规中的 dt2 项，即可以得到内行爱丁顿-芬克斯坦坐标下的度规，为

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
dv2 +2dvdr+ r2dΩ2. (9.91)

特别的，在 r = rg 的视界面上，这个度规变成

ds2|rg = 2dvdr+ r2dΩ2, (9.92)

这是一个定义良好的度规，没有任何病态，只是相当于在视界面上 (v,r) 变成了类光坐标。

所以，内行爱丁顿-芬克斯坦坐标在 r = rg 处没有奇异性！

所以，(v,r) 坐标的好处是，r 可以从视界外一直延拓到视界内，直到最终碰到 r = 0

处的时空奇性。很显然，原来的基林向量场 ξ = ∂t 在 (v,r) 坐标中就变成了

ξ = ∂v. (9.93)

不妨来分析一下 (v,r) 坐标中的径向类光测地线，根据 (9.91)，这时候有

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
dv2 +2dvdr = 0. (9.94)

这个方程的一个解是

v = constant, (9.95)



166 Chapter 9. 黑洞基础

这描述的是内行类光测地线。另一个解由下式描写

dv
dr

= 2
(
1−

rg

r

)−1dr, (9.96)

积分即得

v = 2r+2rg ln |
(r− rg

rg

)
|+ constant. (9.97)

这描述的是外行类光测地线，注意，由于绝对值的符号问题，它要分成视界外和视界内两

部分来讨论。

那么在 r = rg 的视界面上，径向外行类光测地线是什么呢？很显然，由 (9.92) 式，这
时候径向类光测地线方程变成了

ds2|rg = 2dvdr = 0, (9.98)

因此 r = rg 本身变成了径向外行类光测地线！这与前面所说的，视界面是一个类光超曲面

是吻合的。

我们可以用芬克斯坦图来画出这些径向类光测地线。所谓芬克斯坦图就是以 (t∗,r) 为

坐标的图 (9.9)，其中纵坐标

t∗ = v− r. (9.99)

在芬克斯坦图中，内行类光测地线由 t∗+ r = v = constant 描述，因此和竖直轴成 45 度夹

Figure 9.9: 内行坐标的芬克斯坦图。红线是内行类光测地线，蓝线是外行类光测地线。由
于光锥的倾斜，在视界之内，外行测地线实际上并不指向外。

角, 在图 (9.9) 中以红线表示。在图中，外行类光测地线以蓝线表示。很显然，外行类光测
地线的行为在视界内外有很大不同。在视界外，外行测地线的确是向外行走的。

然而，在视界之内，光锥强烈地向着 r = 0 的奇点方向倾斜了，这导致视界内的外行

类光测地线实际上根本不向外行走，而是同样朝向 r = 0 的奇点方向，并在有限时间 t∗ 之
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内撞上奇点。分界线就是 r = rg 的这条外行类光测地线，它完全沿着视界面，在芬克斯坦

图中是竖直蓝线。

图 (9.9) 中内行类光测地线和外行类光测地线夹角处的小圆锥就是未来光锥，任何有
质量粒子的世界线都只能从光锥之内穿过。现在，我们立即就能理解黑洞为什么叫黑洞了：

因为从图 (9.9) 中很清楚地能看到，你只要进入黑洞，就再也出不来了。因为视界之内的
未来光锥都是向着奇点倾斜的，你被俘获了！不过，从图 (9.9) 中也可以看出，在掉进黑
洞的人本身看来，视界面并没有什么特殊的地方，这个人在穿过视界时不会感觉到任何异

常，只是它向外发送的信号再也到不了无穷远处的观察者了。

当然，也可以引入外行爱丁顿-芬克斯坦坐标，即 (u,r) 坐标，这个坐标系中的度规是

ds2 =−
(
1−

rg

r

)
du2 −2dudr+ r2dΩ2. (9.100)

除了 u,v 这两个记号的差别之外，更要注意的是，这个度规和前面内行坐标下度规的区别，

即现在的 −2dudr 项前面有个负号，而内行坐标下的相应项是 2dvdr, 没有负号。

Figure 9.10: 外行坐标的芬克斯坦图。红线是内行类光测地线，蓝线是外行类光测地线。由
于光锥向外倾斜，在视界之内，内行测地线实际上并不指向内。

外行坐标的芬克斯坦图如图 (9.10)所示。很显然，这描写的是一个白洞，而不是黑洞，
因为粒子只能从视界内出来，而不可能从视界外跑进视界之内。

为什么原来的施瓦西坐标 (t,r) 既可以描述黑洞也可以描述白洞，而爱丁顿-芬克斯坦
坐标的 (v,r) 坐标就只能描写黑洞，(u,r) 坐标就只能描写白洞呢？原因在于，原来的施瓦

西坐标 (t,r) 是时间反演对称的，即其度规在 t →−t 的变换之下是不变的，因此它描述白

洞和黑洞都同样成立。而根据 v,u 的定义可知，在 t →−t 的时间反演之下，将有 v →−u

以及 u →−v。很容易验证，(v,r) 坐标在时间反演之下，其度规并不保持不变，实际上度

规 (9.91) 在时间反演之下就变成了度规 (9.100)，所以爱丁顿-芬克尔斯坦坐标破坏了时间
反演对称性，因此只能分别描述黑洞和白洞，并且黑洞的时间反演就是白洞。
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9.3 彭罗斯图

如何在保持一个时空因果结构的前提下将整个时空的“地图”画在一个有限的纸张区

域上呢？显然，为此就要将时空的无穷远变成有限，结果表明在闵可夫斯基号差的流形上，

无穷远比人们想象的要更为有趣一些。这是因为，人们可以沿着空间方向走向无穷，也可

以沿着类时方向走向无穷，甚至还可以沿着类光方向走向无穷，而这三种无穷每一种都有

不同的结构。如何直观地用“地图”显示这些无穷的结构呢？这就是本节要讨论的内容。

9.3.1 外尔变换

变无穷为有限的一个基本方法是通过所谓的外尔变换，其定义是：给定一个时空 M

和一个度规场 gµν(x), 我们可以构建一个新的度规场 g̃µν(x) 如下

g̃µν(x) = Ω2(x)gµν(x), (9.101)

式中 Ω(x) 是一个非零的光滑函数。上述变换就叫做时空度规的外尔变换，在广义相对论

的文献中有时也称之为共形变换，它和共形场论中的共形变换有密切联系但并不完全是一

回事。

很明显，外尔变换相当于把时空距离在每一个局部上都做了一个伸缩，Ω(x)就是伸缩

因子。不过，这种局部伸缩是保角的，具体来说即是，如果有两个切向量场 X µ 和 Y µ , 记
⟨X ,Y ⟩g = gµνX µY ν , 记 ⟨X ,Y ⟩g̃ = g̃µνX µY ν , 则

⟨X ,Y ⟩g̃√
⟨X ,X⟩g̃⟨Y,Y ⟩g̃

=
⟨X ,Y ⟩g√

⟨X ,X⟩g⟨Y,Y ⟩g
, (9.102)

这很容易直接验证。当然，这个结果默认了切向量场 X µ 和 Y µ 均不类光。对于类光向量

场 Zµ , 我们有

⟨Z,Z⟩g = 0 ⇔ ⟨Z,Z⟩g̃ = 0. (9.103)

即是说，类光向量在外尔变换以后的度规下依然类光。类似的，一个类时向量在变换以后

的度规下依然类时，而类空向量在变换以后的度规下也依然类空。所以，外尔变换保持时

空的局部光锥结构。换言之，外尔变换保持时空的因果结构。

变无穷为有限的关键技巧就在于通过合适的伸缩因子 Ω(x) 将无穷收缩到有限。为了

将无穷收缩到有限，伸缩因子 Ω(x, t) 必须满足如下条件

Ω(x, t)→ 0, 当|x| → ∞ 和 (或)|t| → ∞. (9.104)

因此，“无穷”可以等同于这样的时空点 x = (x, t), 它使得 Ω(x, t) = 0。这些“无穷”点并

不存在于原来的时空之中，但是可以额外添加到时空图上，作为时空的边界 (这些边界本
身不是时空的一部分)，这样的操作称之为时空的共形紧化。

外尔变换和测地线

不仅如此，还可以证明，一条类光测地线在外尔变换后的新度规下依然是一条类光测

地线。(由于外尔变换改变了时空距离，所以一条类时测地线在变换之后不一定依然是类
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时测地线，当然，由于外尔变换保持时空的因果结构，类时曲线在变换之后将依然是类时

曲线。)
为了证明上述结论，我们先来计算一下克里斯托夫联络在外尔变换之下的变换关系，

Γµ
ρσ [g̃] =

1
2

g̃µν(∂ρ g̃νσ +∂σ g̃νρ −∂ν g̃ρσ )

=
1
2

Ω−2gµν(∂ρ(Ω2gνσ )+∂σ (Ω2gνρ)−∂ν(Ω2gρσ )
)

= Γµ
ρσ [g]+Ω−1(δ µ

σ DρΩ+δ µ
ρ Dσ Ω−gρσ DµΩ

)
(9.105)

式中，在最后一行因为 Ω 是一个标量函数，所以我们可以将普通导数替换成协变导数。
现在，考察一条原度规之下的类光测地线，它满足如下两个方程

d2xµ

dλ 2 +Γµ
ρσ [g]

dxρ

dλ
dxσ

dλ
= 0,

gρσ
dxρ

dλ
dxσ

dλ
= 0. (9.106)

利用第一个方程，我们有，在外尔变换之后的度规下

d2xµ

dλ 2 +Γµ
ρσ [g̃]

dxρ

dλ
dxσ

dλ
= Ω−1(δ µ

σ DρΩ+δ µ
ρ Dσ Ω−gρσ DµΩ

)dxρ

dλ
dxσ

dλ
(9.107)

但是，对于类光测地线，由于 gρσ
dxρ

dλ
dxσ

dλ = 0, 所以上式等号右边的最后一项自动为零。进
而可以将上式重写成

d2xµ

dλ 2 +Γµ
ρσ [g̃]

dxρ

dλ
dxσ

dλ
= 2

dxµ

dλ
1
Ω

dΩ
dλ

. (9.108)

但最后的这个方程其实同样是测地线方程，只不过参数 λ 不再是仿射参数，可以通过选择
一个合适的参数变换 λ (λ̃ ) 来抵消掉最后这个方程右边的项，从而得到一个以合适的 λ̃ 为
仿射参数的标准的测地线方程。

因此，外尔变换的确将一条类光测地线变成一条类光测地线！

外尔曲率张量

外尔变换会改变黎曼曲率张量和里奇曲率张量，但是可以证明 (计算比较繁琐，这里
从略)，可以组合出一个在外尔变换之下保持不变的曲率张量，称作外尔曲率张量，记作
Cρσ µν , 其定义为

Cρσ µν = Rρσ µν −
2

D−2
(
gρ[µRν ]σ −gσ [µRν ]ρ

)
+

2
(D−1)(D−2)

Rgρ[µgν ]σ .

式中 D 表示时空的维数。由定义，外尔曲率张量其实就是从黎曼曲率张量中去除所有可

能的非零收缩，所以，外尔曲率张量所有可能的收缩都为零！另外，外尔曲率张量有和黎

曼曲率张量同样的指标对称性！所谓的外尔曲率张量在外尔变换下保持不变，指的是

Cρ
σ µν [g̃] =Cρ

σ µν [g]. (9.109)

如果一个时空的外尔曲率张量等于零，则我们就称之为共形平坦的。
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9.3.2 闵可夫斯基时空的彭罗斯图

下面来考察 3+1 维闵可夫斯基时空的共形紧化，并讲述其彭罗斯图。闵可夫斯基时

空的度规是

ds2 =−dt2 +dr2 + r2dΩ2. (9.110)

下面引入类光坐标 u,v

u = t − r, v = t + r. (9.111)

当然由于 r ≥ 0, 所以还要满足

v ≥ u. (9.112)

进而将时空度规写成

ds2 =−dudv+
(u− v)2

4
dΩ2. (9.113)

下面来了关键的一步。注意到以上类光坐标的取值范围都是 (−∞,+∞)，所以我们可

以利用 tan 函数，将坐标的取值范围变成有限，具体来说即是引入新的类光坐标 Ũ ,Ṽ

u = tan(Ũ), v = tan(Ṽ ) (9.114)

显然 Ũ ,Ṽ ∈ (−π
2 ,

π
2 ), 并且满足

Ṽ ≥ Ũ . (9.115)

在这个新的坐标中，度规为

ds2 =
1

(2cosŨ cosṼ )2

[
−4dŨdṼ + sin2(Ũ −Ṽ )dΩ2]. (9.116)

注意，当我们趋于闵可夫斯基时空的边界时，即 Ũ ,Ṽ →±π
2 时，这个度规是发散的，反映

了时空距离在“无穷”处是发散的。

为了进行共形紧化，我们选择伸缩因子为

Ω(x) = 2cosŨ cosṼ , (9.117)

则可以得到外尔变换以后新的度规

ds̃2 = Ω2(x)ds2 =−4dŨdṼ + sin2(Ũ −Ṽ )dΩ2. (9.118)

这个新的度规和原来的度规有相同的因果结构，但是现在，一切时空距离都是有限的。

彭罗斯图就是这个外尔变换之后新的时空的“地图”(它和原来的时空有相同的因果
结构)，图中我们只标示 Ũ ,Ṽ 坐标，不标示角度部分坐标，因此彭罗斯图中的每一个点都

代表一个半径为 sin(Ũ −Ṽ ) 的两维球面。
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Figure 9.11: 闵可夫斯基时空的彭罗斯图。

为了画出彭罗斯图，我们取竖直方向为时间方向，水平方向为空间方向，当然，光线

都是沿着与竖直方向成 45 度夹角的方向行进。这意味着 Ũ ,Ṽ 的光锥坐标轴都是与竖直方

向成 45 度夹角的。如果定义 Ṽ = T +R,Ũ = T −R, T 是竖直轴, R 是水平轴，则 Ṽ ≥ Ũ 意

味着整个彭罗斯图只可能占据右侧 R ≥ 0 的那半边。

如图 (9.11) 所示，现在我们将 Ω(x) = 0 的共形边界画到彭罗斯图上，也就是将闵可

夫斯基时空的“无穷”在彭罗斯图上画出来。闵可夫斯基时空有几种不同的无穷：

首先，类空无穷，通常记作 i0。它即是取 t 有限，取 r → ∞。很显然，这相当于 u,v

坐标的 u →−∞, v → ∞, 换成 Ũ ,Ṽ 坐标即是

Ũ =−π
2
, Ṽ =

π
2
, (9.119)

显然，这在彭罗斯图上是水平轴上的一个点。

其次，过去类时无穷 i−, 以及未来类时无穷 i+。它们即是取 r 有限，取 t →±∞。用
u,v 坐标即是 u →±∞,v →±∞。换成 Ũ ,Ṽ 坐标即是

Ũ =±π
2
, Ṽ =±π

2
, (9.120)

显然，这在彭罗斯图上是竖直轴上方的一个点 (i+) 和下方的一个点 (i−)。
第三，过去类光无穷，记作 I −。它即是取 t →−∞,r → ∞, 并让 t + r 有限。在 u,v 坐

标中即是，v 有限，u →−∞。换成 Ũ ,Ṽ 坐标即是

Ũ =−π
2
, |Ṽ | ̸= π

2
. (9.121)

这是彭罗斯图下方的一条斜边。

第四，未来类光无穷，记作 I +。它即是取 t → ∞,r → ∞, 并让 t − r 有限。在 u,v 坐

标中即是，u 有限，v → ∞。换成 Ũ ,Ṽ 坐标即是

|Ũ | ̸= π
2
, Ṽ =

π
2
. (9.122)
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这是彭罗斯图上方的一条斜边。

在彭罗斯图中，所有的类时测地线，如果一直向两端延伸下去，都会起于 i−, 终止于
i+。所有的类光测地线，如果一直延伸下去，都会起于 I −, 终止于 I +。注意彭罗斯图左

边那条竖直的直线，它并不是时空的边界，而仅仅是 r = 0 的坐标原点，为了说明这一点，

我们在图 (9.11) 中用红线画出了一条类光测地线，它开始于 I −, 然后到达 r = 0 的竖直

线，之后继续前进，返回 r > 0 处，最终到达 I +。

彭罗斯图是将四维时空用一张两维图来表示，因此会忽略两个维度，人们通常让这未

标示的两个维度为球坐标的角度部分，从而使得彭罗斯图上的每一个点代表一个两维球

面。这意味着彭罗斯图通常是用来处理球对称时空，或者说有 SO(3) 对称性的时空。这是

一些最简单的时空，通常也是最重要的。

正如我们已经看到的，闵可夫斯基时空有两个位于未来类时无穷和过去类时无穷的边

界点，尤其是同时还有两个类光边界。在量子场论中，这导致人们自然地问如下关于零质

量粒子场 (比如引力场) 的散射问题：即在 I − 上给定渐近态，让它演化，然后在 I + 上

读出最终的渐近态。这类问题密切地牵涉到散射 S 矩阵的定义。

以上论点也可以推广到渐近平坦时空，所谓渐近平坦是指在类空和类光方向分别渐

近趋于 i0 和 I ± 的时空。i0 是一个点因此无法利用，然而由于渐近平坦时空有类光边界

I ±，所以同样能考察零质量粒子场 (比如引力场) 的散射问题，同样能定义散射 S 矩阵。

尤其是考虑到渐近平坦时空的量子引力，这时候微分同胚不变性将使得理论不存在局域的

可观测量，任何可观测量都要用两个渐近边界 I ± 上的渐近态来定义，这就使得渐近平坦

时空量子引力的可观测量必定为散射 S 矩阵。

但是正如后面的章节中会讨论的，如果宇宙学常数为负，那时空将不是渐近平坦的而

是渐近 AdS(Anti de-Sitter) 的，这种时空在类时的方向上没有共形边界，而在类光和类空
方向上的边界结合在一起了，从而有唯一一个共形的渐近边界 I (与 i0 是一个点不同，也

与 I ± 分成两片不同)。I 本身是类时的 (它的法向量类空)，这时候人们就可以在这个渐
近边界 I 上定义共形场论，这个共形场论的关联函数 (而不是散射 S 矩阵) 才是原来渐近
AdS 时空的可观测量，这也就是所谓的 AdS/CFT 对应，CFT 就是共形场论 (conformal
field theory)。

但是如果宇宙学常数为正，那时空将渐近 dS(de-Sitter), 这种时空在类空的方向上没
有渐近边界，而类光和类时方向上的边界结合在一起了，在这种情况下，这些共形边界本

身是类空的 (法向量类时)，与 AdS/CFT 不同，这时候如何定义原来渐近 dS 时空的可观
测量是一件尚没有研究清楚的问题，甚至还能不能定义可观测量都不太清楚。

关于 AdS 时空和 dS 时空，以及关于它们的彭罗斯图，我们将在后面的章节中再具体
讨论。

9.3.3 施瓦西时空的彭罗斯图

克鲁斯卡时空的彭罗斯图

正如前文解释的，最好的展示一个时空因果结构的方式就是画出其彭罗斯图。下面我

们来讨论施瓦西时空的彭罗斯图。当然，施瓦西时空的完整结构要用克鲁斯卡延拓来展示，
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所以我们将要讨论的其实是克鲁斯卡延拓以后的施瓦西时空的彭罗斯图。

首先，我们回忆一下克鲁斯卡坐标 V,U，它们的取值范围都是 (−∞,+∞)。和前面讨

论闵可夫斯基时空时所做的一样，我们可以利用 tan 函数来将坐标的无穷转换成有限，具

体来说即是引入新的坐标,

U = tanŨ , V = tanṼ . (9.123)

当然 Ũ ,Ṽ ∈ (−π
2 ,

π
2 )，注意现在并没有 Ṽ ≥ Ũ 的限制，所以最终的彭罗斯图将同时占据左

右两侧，左右对称，而不是只有右侧的部分！有了这个坐标以后，进而就能将克鲁斯卡度

规 (9.67) 重写成

ds2 =
1

(cosŨ cosṼ )2

[
−

rg

κ2
1
r

e−2κrdṼ dŨ + r2(cosŨ cosṼ )2dΩ2
]
. (9.124)

Figure 9.12: 施瓦西时空的彭罗斯图。上部代表黑洞区域，下部代表白洞区域，上下部两
条水平的波浪线代表时空奇性。右侧是黑洞外部的一个渐近平坦区域，左侧是另一个渐近

平坦区域。和克鲁斯卡图中一样，过原点的两条 45 度斜线代表视界。

取共形因子 Ω(x) = cosŨ cosṼ，进而就能将上述度规外尔变换成如下形式

ds̃2 = Ω2(x)ds2 =−
rg

κ2
1
r

e−2κrdṼ dŨ + r2(cosŨ cosṼ )2dΩ2. (9.125)

完全类似于闵可夫斯基时空情形，我们也可以讨论这个时空在无穷远处满足 Ω(x) = 0 的

共形边界。但是，除了共形边界以外，克鲁斯卡时空还有两个边界，那就是满足 UV = 1

的时空齐性，很显然

UV = 1 ⇔ tanŨ tanṼ = 1 ⇔ Ũ +Ṽ =±π
2
. (9.126)

这在以 Ũ ,Ṽ 为坐标的彭罗斯图上是上部和下部的两条水平线，通常画成波浪线以代表时

空奇性。整个彭罗斯图如图 (9.12) 所示。
彭罗斯图 (9.12) 有两个渐近平坦区域，因此它有类光边界 I ± 和类光边界 I ′±。从

彭罗斯图中，我们可以给出黑洞的更好定义，所以黑洞区域，就是指无法发送信息到未来

类光无穷 I + 和 I ′+ 的区域，也就是彭罗斯图的上部。黑洞区域的边界就称作未来事件

视界，记为 H +。
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类似的，可以定义白洞区域为无法接收到来自过去类光无穷 I − 和 I ′− 的信息的区

域，也就是彭罗斯图的下部。白洞区域的边界就是过去事件视界，记作 H −。

重要的是，为了定义黑洞，我们需要知道整个时空的因果结构，尤其是需要利用到未

来类光无穷。并没有直接利用时空在某给定时刻的空间截片 Σ 来定义黑洞区域的方式，至
少任何这样的定义都不是一个良定义。这件事意味着，其实一个观察者无从真正地知道它

是否在黑洞区域内，除非他知道时空的整个未来演化。

黑洞的形成：弱宇宙监督

卡鲁斯卡延拓以后的施瓦西解包含一些非物理的东西，比如白洞区域就是非物理的，

真实的施瓦西时空不是先有一个白洞区域，然后接着一个黑洞区域。真实的黑洞通常是

由非常大质量的恒星发生引力坍缩所形成的。所以真实黑洞的因果结构并不由彭罗斯图

(9.12) 所刻画。
为了得到一个真实黑洞的彭罗斯图，原则上就必须得研究恒星的引力坍缩，这当然比

求解施瓦西解要复杂一些，所以我们放到后面的章节中再进行。实际上，为了推导出真实

黑洞的彭罗斯图，我们可以考虑如下一个假想的引力坍缩过程：我们假想一个均匀填充满

光子的薄层球壳，球壳里面是真空，假设所有的光子都正在以光速朝着 r = 0 的球心飞行，

因此这个球壳正在以光速向内坍缩！很显然，在所有的光子都汇聚到 r = 0 点时 (甚至在
此之前)，由于光子能量密度的高度集中，时空会形成一个黑洞。所以这就是一个物质发生
引力坍缩进而形成黑洞的假想例子。

但这个假想例子很容易精确描述，首先，根据伯克霍夫定理的推论，虽然球壳本身在

以光速运动，但球壳里面所包围的空腔一定保持为平坦的真空，所以空腔里面的时空由图

(9.13) 中最左边那幅平坦时空彭罗斯图的阴影部分描写 (请读者想想为什么空腔里面对应
阴影部分？)。其次，根据伯克霍夫定理，球壳外面的时空必定由施瓦西解所描述，所以球
壳外部的时空必定由图 (9.13) 中间那幅施瓦西时空彭罗斯图的阴影部分描写。最后，将这
两个阴影部分分别裁剪下来，并在以光速运动的球壳位置拼接起来，就得到了最终的彭罗

斯图，也就是图 (9.13) 中最右边那幅图。

Figure 9.13: 裁剪并拼接两个彭罗斯图的阴影部分，以得到真实黑洞的彭罗斯图。

所以，球对称引力坍缩形成的黑洞必定具有图 (9.13) 中最右边那幅彭罗斯图，图中与
竖直方向成 45 度角的那条斜线段同样代表黑洞视界。但是现在这个视界是从左边的 r = 0

处开始的，所以视界面积并不是恒定不变的 4πr2
g, 而是从零开始逐渐增加到这个稳定值。

当然，以上是一个假想的例子，对于真实的球对称引力坍缩，坍缩星体的表面必定走

的是类时世界线，所以真实的球对称引力坍缩的彭罗斯图大体如图 (9.14) 所示。注意，从
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Figure 9.14: 球对称引力坍缩的彭罗斯图。

这个彭罗斯图可以看到，真实的黑洞并没有一个白洞区域。

从真实黑洞的彭罗斯图中可以看到，黑洞有一个重要的性质，即它的时空奇性必定被

一个未来事件视界所包围。这意味着，黑洞的时空奇性对无穷远处的观察者完全不能产生

影响。如果一个时空奇性不被未来事件视界包围，从而能够对无穷远处的观察者产生影响，

比如克鲁斯卡时空中白洞里面的时空奇性，那这种时空奇性就称作裸奇性。

爱因斯坦场方程允许存在裸奇性的解，比如克鲁斯卡时空中的白洞，再比如宇宙大爆

炸开始时的时空奇性。其实，如果施瓦西解中的质量 M < 0，那就会有裸奇性。这时候，施

瓦西度规可以写成

ds2 =−
(
1+

2G|M|
r

)
dt2 +

(
1+

2G|M|
r

)−1dr2 + r2dΩ2. (9.127)

很明显这时候根本不存在视界！但是，r = 0 处的时空奇性依然存在。可以按照讨论闵可夫

斯基时空类似的方式讨论这个时空的彭罗斯图，即先引入类光坐标 v,u, 再引入 Ṽ ,Ũ，最

终得到的彭罗斯图如图 (9.15) 所示。很显然，r = 0 处的时空奇性 (图中的波浪线) 并没有

Figure 9.15: M < 0 的施瓦西解的彭罗斯图。

被一个未来事件视界包围，从而在 I + 上可以看到这个奇性，所以称之为裸奇性。
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但 M < 0 显然是非物理的！实际上，人们常常相信广义相对论中的裸奇性都是非物理

的 (宇宙大爆炸开始时的时空奇性是一个例外)。实际上，有一个所谓的弱宇宙监督猜测，
说的就是这件事情：

弱宇宙监督猜测：假设物质满足所谓的主能量条件，并假定度规场和物质场都具有一
般性的、光滑的初始条件，那么渐近平坦时空中将不会演化形成裸奇性。

这里所谓的主能量条件是对物质场能量动量张量的一个物理限制，要求物质场能动张

量满足某种正定性，具体内容我们也许会在后面的章节中介绍。而所谓的初始条件，就是

定义在时空的一个空间截片 Σ 上的初始数据，利用场方程我们可以让这些初始数据向着
未来不断演化。

假如弱宇宙监督是正确的，那如图 (9.16) 所示的那种引力坍缩就是不可能的！实际

Figure 9.16: 自动形成裸奇性的引力坍缩。

上，这幅图本身也有误导人的地方，因为一旦裸奇性形成，你就不知道从奇性中将冒出什

么东西，因此这个时候实际上不可能决定场位形在图中虚线所示的光锥内部的演化。这意

味着，我们的动力学演化过程必须终止于虚线位置，不能再进一步朝着未来演化了。

弱宇宙监督猜测还没有得到证明，而只有一些数值模拟的支持。并且弱宇宙监督意味

着我们没有机会直接观测到时空奇性处发生了什么，因为它们都被未来事件视界包围起来

了。而时空奇性的地方正是我们预期量子引力会起重要作用的地方，因此弱宇宙监督也意

味着我们很可能失去了一个直接观测量子引力效应的机会。

宇宙大爆炸开始时的时空奇性的确是裸奇性，但是由于它处于时间的开端处，而不是

在时空动力学演化的未来自动形成的，所以它并不破坏弱宇宙监督猜测。很可能，我们最

终对量子引力的证据要从对宇宙开端的观测中去寻找。

9.3.4 RN 解的彭罗斯图

对于带电的 RN 解，我们有两种克鲁斯卡坐标卡 (V+,U+) 和 (V−,U−)，应此可以分别

引入 (Ṽ+,Ũ+) 和 (Ṽ−,Ũ−)

V± = tanṼ±, U± = tanŨ±. (9.128)

(Ṽ+,Ũ+) 坐标卡的彭罗斯图如图 (9.17) 左图，(Ṽ−,Ũ−) 坐标卡如右图。图中字母 W 用于

标示白洞区域，字母 B 用于标示黑洞区域。注意，图中的时空奇性是类时的。将这两种坐
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Figure 9.17: RN 解两种坐标卡的彭罗斯图。

标卡的彭罗斯图沿着重叠区 (也就是单向膜区) 交替地拼接起来，就得到 RN 解完整的彭
罗斯图，如图 (9.18) 所示。

RN 解的彭罗斯图揭示了内视界 r = r− 的含义。为此，考虑定义在空间截片 Σ 上的初
始数据，如图 (9.19) 所示。Σ 称作一个柯西面。然后，我们利用场方程将柯西面上的初始
数据朝前演化。

然而，一旦我们遇到图中的类时时空奇性，这种演化就不再可能了，因为还需要额外

知道场在时空奇性处的信息。因此，从图 (9.19) 中容易看到，Σ 上的初始数据不能演化到
超出内视界 r = r− 之外，进而 r = r− 处的类光超曲面就称作柯西视界。柯西视界之外的

时空不能由柯西面上的初始数据完全决定。

柯西视界通常被认为是不稳定的。为了理解这一点，让我们考察两个观察者 A 和 B,
如图 (9.19)所示，观察者 A一直待在黑洞外面，并以恒定的频率向黑洞里面发射信号，观
察者 B 掉进了黑洞里面，在那里他接收 A 发出的信号。但是，正如图中所示，当 B 靠近
柯西视界时，信号将变得越来越密集。也即是说，信号在柯西视界处无限蓝移了。这意味

着，黑洞外面渐近区域的一个小扰动就会在柯西视界上造成一个发散的扰动，从而外面的

任何一个小微扰都会使得柯西视界变得不稳定。

柯西视界的这种不稳定，意味着上面 RN 解彭罗斯图的很多部分，包括类时的时空奇
性，都是非物理的！一种可能性是，扰动会使得 r = r− 处的柯西视界变成时空奇性。实际

上，柯西视界的不稳定性正是如下强宇宙监督猜测所预言的：

强宇宙监督猜测：对于满足适当能量条件的物质，一般性的初始条件将不会导致出现
柯西视界，与之相关的，类时的时空奇性也不会形成。也就是说，整个时空都可以由柯西

面上的初始数据演化决定！这样的时空也称作整体双曲时空。所以强宇宙监督猜测相当于

说，物理的时空都是整体双曲的。

注意，强宇宙监督猜测既不弱于但也不强于弱宇宙监督猜测 (不要被名字误导)，两个
猜测虽然相关，但逻辑上是相互独立的。
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1. 本章对克鲁斯卡延拓的处理是受知乎@非对称虫洞的专栏文章的启发，这篇文章叫
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Figure 9.19: 初始数据定义在空间截片 Σ 上，但是这些数据不能演化超过 r = r− 位置的柯

西视界 (图中用红线标示)。当然完整的 RN 解即有未来柯西视界也有过去柯西视界。





10. 带电黑洞与极端黑洞等等

10.1 RN 带电黑洞

10.1.1 Einstein-Maxwell 方程

本章主要是处理上一章遗留的一些问题。尤其是，我们要具体解出带电的球对称引力

场解，也就是 RN 解。为此需要将电磁场耦合到引力场上，也就是研究弯曲时空中的电磁
场方程。首先，由于克里斯托夫联络是一个对称联络，因此不难验证弯曲时空中的电磁场

张量 Fµν 可以写成

Fµν = DµAν −DνAµ = ∂µAν −∂νAµ . (10.1)

由最右边的表达形式不难验证如下恒等式

∂ρFµν +∂µFνρ +∂νFρµ = 0. (10.2)

在弯曲时空中，这个式子表面看似不协变，其实可以利用克里斯托夫联络是对称联络的性

质改写成如下明显协变的形式

DρFµν +DµFνρ +DνFρµ = 0. (10.3)

但后文我们用得更多的是前面那个看似不协变的表达。

进一步，弯曲时空中的电磁场作用量 Sem 可以写成

Sem =−1
4

∫
d4x
√
|g|FµνFµν . (10.4)
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根据最小作用量原理对 Aµ 进行变分，即可以得到弯曲时空中的电磁场方程

DµFµν = 0. (10.5)

注意，和 (10.2) 式不同，这个方程必须用协变导数。
注意到 DµFµν = ∂µFµν +Γµ

µρFρν +Γν
µρFµρ，由于 Γν

µρ 关于 µ,ρ 对称，而 Fµρ 关于 µ,ρ
反对称，所以等号右边最后一项自动为零。再根据第四章中得出的结果 Γµ

µν = 1√
|g|

∂ν
√
|g|,

进而不难有 DµFµν = ∂µFµν +Γµ
µρFρν = 1√

|g|
∂µ
(√

|g|Fµν)。从而弯曲时空中的电磁场方程
可以写作

∂µ
(√

|g|Fµν)= 0. (10.6)

方程 (10.2) 和方程 (10.6) 就是弯曲时空中的 Maxwell 方程。
为了代爱因斯坦场方程，我们需要求出弯曲时空中的电磁场能量动量张量。首先回

忆起物质场能动量张量的定义 δSem = 1
2
∫

d4x
√
|g|T µνδgµν。为了将电磁场作用量对度规

变分，我们利用 δ (FµνFµν) = δ (gµρgνσ FµνFρσ ) = (δgµρ)FµνF ν
ρ +(δgνσ )FµνFµ

σ , 再利用
δgµν = −gµρgνσ δgρσ , 不难进一步得到 δ (FµνFµν) = −2δgµνFµ

ρFνρ(注意电磁场张量 F

两指标的反对称性)。进而不难算出 Sem 对度规场 gµν 的变分，从而得到

T µν = Fµ
ρFνρ − 1

4
gµνFρσ Fρσ . (10.7)

这和第二章中给出的平坦时空中的结果吻合。

第八章已经看到，爱因斯坦场方程可以写成

Rµν = 8πG(Tµν −
1
2

gµνT ). (10.8)

注意到，对于电磁场能动张量，根据 (10.7) 式，有

T = gµνT µν = 0. (10.9)

从而电磁场与引力场耦合的爱因斯坦场方程可以写作

Rµν = 8πGTµν . (10.10)

10.1.2 RN 解

RN 解即是前面所述的爱因斯坦-麦克斯韦方程的球对称解。从第八章的讨论可以知
道，球对称时空的度规必定可以写成如下形式

ds2 =−A(t,r)dt2 +B(t,r)dr2 + r2dΩ2. (10.11)

容易算得
√

|g|=
√

ABr2 sinθ。
球对称性意味着电磁场张量的独立非零分量只可能为 Ftr 和 Fθϕ。由 0 = ∂θ Ftr +∂tFrθ +

∂rFθ t = ∂θ Ftr, 即知 Ftr 独立于 θ，同理它也独立于 ϕ。即 Ftr 仅仅只能是 t,r 的函数。类似
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的，取 t,θ ,ϕ 三个指标，用恒等式 (10.2)，即知 Fθϕ 独立于时间 t，同理它也独立于 r。所

以 Fθϕ 只能是 θ ,ϕ 的函数。
进而 F tr = gttgrrFtr =−Ftr/(AB)。进而由场方程 ∂t(

√
|g|F tr) = 0 得

∂t
( r2
√

AB
Ftr
)
= 0, (10.12)

再由场方程 ∂r(
√
|g|F tr) = 0 又可得

∂r
( r2
√

AB
Ftr
)
= 0. (10.13)

由这两个结果即有

Ftr =
Qe

4πr2

√
AB, (10.14)

式中 Qe 为一个常数。

类似的，Fθϕ = gθθ gϕϕ Fθϕ = Fθϕ/(r4 sin2 θ)。进而由场方程 ∂θ (
√
|g|Fθϕ ) = 0 得

∂θ
( Fθϕ

r2 sinθ
)
= 0, (10.15)

又由场方程 ∂ϕ (
√
|g|Fθϕ ) = 0 得

∂ϕ
( Fθϕ

r2 sinθ
)
= 0. (10.16)

由这两个结果即有

Fθϕ =
Qm

4π
sinθ , (10.17)

式中 Qm 为一个常数。

到此为止，电磁场的场方程就已经解完了，下面就要进一步求解爱因斯坦场方程。为此

需要具体算出电磁场的能量动量张量。由 Ttt = grrFtrFtr− 1
4 gtt
(
2FtrFtrgttgrr+2Fθϕ Fθϕ gθθ gϕϕ),

并代入上面的 (10.14) 式和 (10.17) 式，可得

Ttt =
1
2
[
(

Qe

4π
)2 +(

Qm

4π
)2] A

r4 . (10.18)

同理可以算得

Trr =−1
2
[
(

Qe

4π
)2 +(

Qm

4π
)2] B

r4

Tθθ =
1
2
[
(

Qe

4π
)2 +(

Qm

4π
)2] 1

r2

Tϕϕ = sin2 θTθθ . (10.19)

能动量张量的非对角分量都等于零，尤其是 Ttr = 0。另外，由 Ttt 和 Trr 的表达式容易看出

Ttt/A+Trr/B = 0. (10.20)
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第八章已经计算了度规 (10.11) 对应的里奇张量，结果如下

Rtt =
A′′

2B
+

A′

rB
− A′

4B

(A′

A
+

B′

B

)
− B̈

2B
+

Ḃ
4B

( Ȧ
A
+

Ḃ
B

)
Rrr =−A′′

2A
+

B′

rB
+

A′

4A

(A′

A
+

B′

B

)
+

B̈
2A

− Ḃ
4A

( Ȧ
A
+

Ḃ
B

)
Rθθ = 1−

( r
B

)′− r
2B

(A′

A
+

B′

B

)
Rϕϕ = sin2 θRθθ . (10.21)

以及

Rtr = Rrt =
Ḃ
rB

. (10.22)

里奇张量的其它分量都是零。另外，由 (10.21) 式容易得到

Rtt/A+Rrr/B =
1

rB

(A′

A
+

B′

B

)
. (10.23)

下面的推导完全类似于第八章。首先，由 Ttr = 0 可得 Rtr = 0, 进而根据 (10.22) 式知
函数 B 独立于时间 t, 即

Ḃ = 0. (10.24)

其次，由场方程 Rµν = 8πGTµν 易有 Rtt/A+Rrr/B = (8πG)(Ttt/A+Trr/B), 进而由 (10.20)
式和 (10.23) 式，可得 (A′

A
+

B′

B

)
=
(

ln(AB)
)′
= 0. (10.25)

所以 AB = f (t), f (t) 为 t 的某函数，即

A(t,r) =
1

B(r)
f (t), (10.26)

所以球对称度规为

ds2 =− 1
B(r)

f (t)dt2 +B(r)dr2 + r2dΩ2. (10.27)

重新定义时间，使得
√

f (t)dt → dt, 进而吸收掉 f (t)，从而可知，即使考虑到与电磁场的

耦合，球对称时空也有某种推广的伯克霍夫定理，即它的度规必定为

ds2 =−A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dΩ2. (10.28)

注意式中函数 A,B 均只依赖于 r，不依赖于时间 t，而且满足

AB = 1. (10.29)

考虑到上述结果，再根据场方程 Rθθ = (8πG)Tθθ，即可得到

Rθθ = 1−
( r

B

)′
= (8πG)

1
2
[
(

Qe

4π
)2 +(

Qm

4π
)2] 1

r2 . (10.30)
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定义

e2 =
G
4π

(Q2
e +Q2

m). (10.31)

进而可将上面方程重写成

1−
( r

B

)′
=

e2

r2 . (10.32)

积分即得 B(r) = 1/(1+ c
r +

e2

r2 )，进而 A(r) = 1+ c
r +

e2

r2。与牛顿近似比较，可知常数 c =

−2GM。所以，最终的解为

A(r) = 1/B(r) = 1− 2GM
r

+
e2

r2 . (10.33)

正是上一章给出的 RN 解。而电磁场张量的 (10.14) 式和 (10.17) 式就成为

Ftr =
Qe

4πr2 , Fθϕ =
Qm

4π
sinθ . (10.34)

这描述的是一个静止的带电荷 Qe 和磁荷 Qm 的粒子。

以上推导过程说明了，Einstein-Maxwell 方程的球对称解是唯一的，必定为 RN 解，
这就是 Einstein-Maxwell 方程的伯克霍夫定理。但这里其实有一点小小的漏洞，因为有
一个例外，即除了 RN 解之外，Einstein-Maxwell 方程还允许一个球对称解，即具有几何
AdS2×S2 并带适当电通量的解。不过，正如后文我们将要看到的，这个解可以作为 RN 解
的某种极限而出现。至于以上推导的小漏洞到底出在哪里，后文我们讲到这个解的时候就

可以看到了。

10.2 极端黑洞

超极端黑洞

正如我们已经知道的，RN 解有内外两个视界 r±

r± = GM±
√
(GM)2 − e2, (10.35)

它们对应于函数 f (r) = A(r) = 1− 2GM
r + e2

r2 的两个零点。但要让这两个零点存在，显然要

求 |e|< GM, 这也就是我们上一章具体分析的情况。
而如果 |e|> GM，那函数 f (r) 将不存在零点，相应的 RN 解也就不存在视界。但是，

r = 0 处的时空奇性依然存在，那这就变成一个裸奇性，正如上一章所说，这是非物理的。

这种非物理的 RN 解有时候也称作超极端黑洞。
不妨设一个超极端黑洞仅仅带电荷，即 Qm = 0, 那这时候超极端的条件 |e| > GM 相

当于要求 Q2
e/(4π)> GM2。但这意味着库伦排斥力超过了万有引力，因此这种黑洞很可能

无法通过恒星的引力坍缩等物理机制形成。所以，我们通常认为这种超极端黑洞是不存在

的。
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极端黑洞

所谓的极端黑洞，就是满足如下条件的 RN 黑洞

|e|= GM. (10.36)

很显然，这时候内外视界合并了，r+ = r− = GM，所以极端黑洞并没有一个单向膜区。相

应 RN 度规变成

ds2 =−
(
1− GM

r

)2dt2 +
(
1− GM

r

)−2dr2 + r2dΩ2. (10.37)

由于 r+ = r−, 所以极端黑洞的 κ± = 0, 即它的表面引力为零。进而根据霍金温度公式
知，极端黑洞的温度为零，所以极端黑洞并不会霍金辐射。这一点和前面关于超极端黑洞

不存在的论证是一致的，否则如果极端黑洞辐射的话，由于它会同等地辐射正反粒子，所

以其电荷会保持不变，但是因为辐射，其质量却会减少，那它就会成为一个超极端黑洞，

而超极端黑洞我们相信是不存在的。

实际上，在超引力理论中，人们的确可以证明 |e| ≤ GM，这通常被称作 Bogomolnyi
能限，Bogomolnyi 能限饱和的黑洞就是极端黑洞，它通常受一定的超对称性保护，从而
不会霍金辐射。

回到极端黑洞。在克鲁斯卡延拓中，现在 r = GM 变成了一个双极点 (double pole),
而不是单极点。但是稍微小心点的话，克鲁斯卡延拓还是可以类似地进行，这时候对于

r > GM 和 0 < r < GM 两个区域需要定义两种不同的坐标卡，最后要交错地将两种坐标卡

在 r = GM 处拼接起来。彭罗斯图也可以类似地讨论，最后得到的彭罗斯图如图 (10.1) 所
示。

Figure 10.1: 极端黑洞的彭罗斯图。

相比于正常的 RN 黑洞，极端黑洞有一些不同的性质。比方说，考察视界外 r = ρ 处
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的某点到视界 r = r+ 的固有空间距离。对于正常的 RN 黑洞，有

s =
∫ ρ

r+

√
grrdr =

∫ ρ

r+

dr√
(1− r+/r)(1− r−/r)

< ∞. (10.38)

这是一个有限的距离。但是，对于极端黑洞

s =
∫ ρ

GM

dr
1−GM/r

= ∞. (10.39)

所以，视界外的点到极端黑洞视界的固有距离是无穷大。然而，类时或者类光测地线却可

以在有限固有时或有限仿射参数值之内到达这个视界。

下面我们来考察极端黑洞的近视界几何，我们将会发现结果和正常 RN 黑洞近视界的
Rindler 几何有很大不同。为了进行这种考察，我们记

R = GM, (10.40)

并设

r = R+η , (10.41)

式中 η ≪ R 为近视界的小量。将这些假设代入极端黑洞的度规 (10.37), 即可以得到

ds2 =−η2

R2 dt2 +R2 dη2

η2 +R2dΩ2. (10.42)

式中前两项是两维反德西特 (Anti-de Sitter, AdS) 时空 Poincare patch 的度规，最后一
项描写一个固定半径 R 的两维球面。这样的几何就记作 AdS2 ×S2。在这里，我们发现了

AdS 时空作为极端黑洞的近视界几何而出现了，实际上，马达西那 (Juan Maldacena) 就
是通过考察弦论中一些极端黑膜的近视界极限发现 AdS/CFT 对应的。

以上近视界几何本身也就是 Einstein-Maxwell方程伯克霍夫定理的那个例外解，很清
楚，之所以这个解没有包含在原来对 RN 解的推导过程之中，是因为其两维球面部分和其
余的时空坐标完全分离了，这一点与前面的球对称时空度规假设有根本性不同。而且，这

个解当然不是渐近平坦的。

上述近视界几何的度规 (10.42) 可以写成另一种常见形式，为此引入新的坐标 z,

z = R2/η . (10.43)

则可以将 (10.42) 式改写成

ds2 = R2
(−dt2 +dz2

z2

)
+R2dΩ2. (10.44)

这相当于将 AdS2 表示成了 (t,z) 平面的上半平面 (取 t 轴为水平轴)，很明显，z = 0(也就
是 t 轴) 是 AdS2 空间的共形边界，显然这个边界是类时的。
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多黑洞解

下面考虑仅仅带电荷的极端黑洞，即假设磁荷 Qm = 0, 不妨将电荷简记为 Q。从而电

磁张量仅有 Ftr =
Q

4πr2 , 即电磁势

At =
Q

4πr
. (10.45)

这样的极端黑洞满足条件 Q2/(4π) = GM2。假设我们考虑两个这样的极端黑洞，电荷分别

为 Q1 > 0,Q2 > 0, 质量分别为 M1,M2, 那极端条件将意味着

Q1Q2/(4π) = GM1M2. (10.46)

这就意味着两个黑洞之间的库伦排斥力刚好与万有引力相平衡。因此，我们容易想到，也

许多个这样的极端黑洞放在一起，最后的解也是稳定的。

但是，多个极端黑洞的解当然不会有球对称性，为了证明这样的解存在我们需要重新

求解爱因斯坦-麦克斯韦方程。下面我们给出求解方法。
首先，我们要改写一下单个极端黑洞的解 (10.37), 我们将注意力集中在视界之外的几

何，为此定义新的径向坐标 ρ

ρ = r−GM. (10.47)

进而就能将极端 RN 解 (10.37) 重写成

ds2 =−H(ρ)−2dt2 +H(ρ)2(dρ2 +ρ2dΩ2) 其中 H(ρ) = 1+
GM
ρ

. (10.48)

另外，电磁势现在显然可以写成 (注意到极端条件 Q = M
√

4πG)

At =
1√

4πG

(
1−H(ρ)−1). (10.49)

假如将三维空间坐标记作 x，则不难看出 ρ = |x|, 而 dρ2 +ρ2dΩ2 = (dx)2。

受上一段的启发，我们假设多黑洞解具有如下形式，

ds2 =−H(x)−2dt2 +H(x)2(dx)2. (10.50)

以及电磁势

At =
1√

4πG

(
1−H(x)−1). (10.51)

式中 H(x) 是某个待定的函数。将这个假设代入爱因斯坦-麦克斯韦方程 (主要是里奇张量
的计算比较冗长一些，但也不难)，即可以发现，非常凑巧，麦克斯韦方程和爱因斯坦场方
程均简化为如下方程

∇2H(x) = 0. (10.52)
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式中 ∇2 为三维空间的拉普拉斯算符。如果我们要求 |x| → ∞ 时 At → 0, 那么这个方程的
一般解可以写成

H(x) = 1+
N

∑
a=1

GMa

|x−xa|
, (10.53)

式中 xa 为一组任意给定的常矢量。

所以我们最终找到了爱因斯坦-麦克斯韦方程的一组解，它描述 N 个满足极端条件

Qa = Ma
√

4πG 的极端黑洞，它们分别位于任意的空间位置 xa。这些极端黑洞并不相对运

动，因为它们之间的库伦排斥力和万有引力刚好平衡了。

10.3 带宇宙学常数的黑洞

完全类似于前面求解 RN 黑洞的过程，我们也可以求解带宇宙学常数的球对称解。依
然假定物质场是电磁场，整个系统还是爱因斯坦-麦克斯韦系统，不过现在假定宇宙学常数
Λ 非零。

现在的爱因斯坦场方程为 Rµν − 1
2 gµνR+Λgµν = 8πGTµν , 将指标 µ,ν 进行缩并，并

利用 T = 0, 即有 R = 4Λ，进而即可将爱因斯坦场方程重写成

Rµν = Λgµν +8πGTµν . (10.54)

受 RN 解求解过程的启发，现在直接假设球对称时空为

ds2 =− f (r)dt2 + f (r)−1dr2 + r2dΩ2. (10.55)

所以现在可以直接跳到求解过程的最后一步，即求解 Rθθ = Λgθθ +8πGTθθ。根据 (10.21)
式，现在

Rθθ = 1−
(
r f
)′
. (10.56)

而根据 (10.19) 式

Tθθ =
1
2
[
(

Qe

4π
)2 +(

Qm

4π
)2] 1

r2 . (10.57)

所以我们要求解的方程变成

1− (r f )′ = Λr2 +
e2

r2 , (10.58)

积分并利用牛顿近似，即得

f (r) = 1− 2GM
r

+
e2

r2 − 1
3

Λr2. (10.59)

这就是带宇宙学常数的 RN 解。
假设 e = 0, 则 f (r) = 1− 2GM

r − 1
3 Λr2, 这当然就是带宇宙学常数的施瓦西解。记

L2 =
3
|Λ|

. (10.60)
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L 大体可以理解为整个时空的半径。则当宇宙学常数 Λ > 0 时，解为

ds2 =−
(
1− 2GM

r
− r2

L2

)
dt2 +

(
1− 2GM

r
− r2

L2

)−1dr2 + r2dΩ2. (10.61)

这就是所谓的德西特时空中的施瓦西黑洞。很显然，度规各分量中宇宙学常数的那一项

(即 r2/L2 项) 在 r ≪ L 的小尺度上是可以忽略的，但是在 r ∼ L 的宇宙学尺度上，这一项

将起主导作用，并使得时空不再渐近平坦。特别的，当 r ≫ 2GM 时，这个时空的度规渐

近于

ds2 =−
(
1− r2

L2

)
dt2 +

(
1− r2

L2

)−1dr2 + r2dΩ2. (10.62)

这就是德西特时空。所以宇宙学常数大于零时，解渐近于德西特时空，而不是渐近平坦。

另外，根据以上求解过程也容易知道，德西特时空本身当然也是宇宙学常数大于零时真空

爱因斯坦场方程的解。

德西特时空本身在 r = L 处有一个事件视界，在这个视界附近 f (r) ∼ 2
L(L− r), 与

(2κ)(L− r) 比较可知德西特视界的表面引力 κ 为

κ =
1
L
, (10.63)

利用霍金温度公式，可知德西特时空的温度为

TdS =
1

2πL
h̄
kB

. (10.64)

依然假设 e = 0。而当宇宙学常数 Λ < 0 时, 球对称解为

ds2 =−
(
1− 2GM

r
+

r2

L2

)
dt2 +

(
1− 2GM

r
+

r2

L2

)−1dr2 + r2dΩ2. (10.65)

这就是所谓的反德西特时空中的施瓦西黑洞。特别的，当 r ≫ 2GM 时，这个时空的度规

渐近于

ds2 =−
(
1+

r2

L2

)
dt2 +

(
1+

r2

L2

)−1dr2 + r2dΩ2. (10.66)

这就是反德西特时空。所以宇宙学常数小于零时，解渐近于反德西特时空。反德西特时空

本身也是爱因斯坦场方程在宇宙学常数小于零时的真空解。显然，如果不考虑黑洞，反德

西特时空本身并没有视界。

实际上，德西特时空和反德西特时空的对称性比球对称性还要大，它们是所谓的最大

对称空间，关于这一点，我们会在后面的章节中进一步研究，在那里，我们还将讨论这两

个时空的一些常用坐标，以及它们的彭罗斯图。



11. 时空对称性

11.1 基林向量场以及最大对称空间

11.1.1 基林向量场

前面在求解施瓦西解的时候，我们已经看到了对称性的力量，在那里，正因为假设了

时空度规具有球对称性，所以对爱因斯坦场方程的求解可以大大简化。真空爱因斯坦场方

程的平凡解，即平坦的闵可夫斯基时空，更是一个具有很高对称性的例子，实际上，它是

一个所谓的具有最大对称性的例子，它具有洛伦兹变换下的对称性以及时空平移对称性，

两者合起来也称作庞加莱对称性。也即是说，闵可夫斯基时空的度规 ηµν 在庞加莱变换下

保持不变。

任何一个给定的时空都有一个给定的度规场，在广义相对论中这个度规场当然是爱因

斯坦场方程的解，因此人们常常将给定时空记作 (M,g), 其中 M 就表示时空流形，而 g 就

是其上的那个给定度规场 (当然它在不同的局部坐标中有不同的分量形式)。不过，物理文
献中也常常会省略符号 M，而直接称给定的度规场 gµν 为给定时空。进而，更一般的时

空对称性可以定义如下：一个给定时空度规 gµν(x) 在微分同胚变换 ϕ : x → x′ 之下称作不

变的，如果变换以后的度规场 g′µν 对同一时空点 x 的函数依赖与变换之前的 gµν(x) 相同，

即

g′µν(x) = gµν(x) 对任意 x. (11.1)

这样的微分同胚变换 ϕ 就称作等度规变换。
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一个给定时空 gµν(x) 所有的等度规变换构成一个群，称作等度规群，或者时空对称

群。也即是说，假设 ϕ : x → x′ 是一个等度规变换，ϕ ′ : x′ → x′′ 也是一个等度规变换，那么

ϕ 和 ϕ ′ 的函数复合 ϕ ′ ◦ϕ : x → x′′ 必然也是一个等度规变换。另外，id : x → x 的恒等变换

显然是一个等度规变换。而且，对于任何一个等度规变换 ϕ : x → x′，其逆变换 ϕ−1 : x′ → x

显然也是一个等度规变换。等度规变换的这几条性质都可以很容易地根据定义验证。满足

这几条性质的等度规变换的集合就称作构成了一个等度规群，每一个等度规变换都是这个

群里的一个元素，函数的复合运算 ◦ 就称作群的乘法，而恒等变换 id 就称作群的单位元。

很多时候，我们可以考虑无穷小等度规变换 xµ → xµ + εµ(x), 式中 εµ(x) 为无穷小向

量场。根据上面对等度规变换的定义，可知，无穷小等度规变换必然使得变换前后度规

场的无穷小改变量为零，即 δgµν = 0。而根据第四章关于微分同胚变换和李导数的讨论

δgµν =−Lεgµν , 所以对于无穷小等度规变换，必定有

Lεgµν = 0. (11.2)

可以记 εµ(x) = εX µ(x)，式中 ε 为无穷小常数，X µ(x) 为一个正常的向量场，那这也即是

说，每一个无穷小变换都可以由一个正常的向量场生成。因此，无穷小等度规变换所对应

的向量场 X µ 必然满足

LX gµν = DµXν +DνXµ = 0. (11.3)

这样的生成等度规变换的向量场 Xµ 就称作基林向量场！上述方程就称作基林方程，基林

向量场就是满足基林方程的向量场。

实际上，根据第六章对微分同胚群的讨论，可知每一个基林向量场 X = X µ∂µ 都会生

成一个连续的单参微分同胚变换 ϕτ , 只要取 X 为单参变换曲线 (流线) 的切向量，即满足
X = ∂τ。很显然，这些单参微分同胚变换都是等度规变换！

对于任意基林矢量 X，设 ϕτ 为它所生成的单参等度规变换，则有 X = ∂τ。在时空流

形上选取合适的局部坐标，使得参数 τ 为此局部坐标的一个独立坐标分量。从而由李导数
的原始定义，在此局部坐标系中，基林方程变成

0 = LX gµν = ∂τgµν . (11.4)

又由于黎曼曲率张量和里奇张量均由度规张量及其偏导决定，进而有，在此特殊的局部坐

标系中，LX Rρσ µν = ∂τRρσ µν = 0(里奇张量与此类似)，但 LX Rρσ µν 是一个张量，它在一

个特殊的坐标系中为零，就必然在任意坐标系中都为零。也即是说，对于任意基林向量 X，

必定有

LX Rρσ µν = 0, LX Rµν = 0, LX R = 0. (11.5)

假设 X 为基林向量场，Y 也为基林向量场，则 X 与 Y 的任意线性组合 c1X + c2Y 也

必定为基林向量场 (式中 c1,c2 为任意的两个常数)，因为根据李导数的性质有

Lc1X+c2Y gµν = c1LX gµν + c2LY gµν = 0. (11.6)
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也即是说，一个时空所有基林向量场的集合构成一个线性空间。不仅如此，正如后文将要

证明的，它还必定是一个有限维线性空间。

实际上，不仅是构成线性空间，而且基林向量场的集合构成了一个李代数。因为根据

第六章证明的重要代数关系 [LX ,LY ] = L[X ,Y ] 可知，若 X 为基林向量场，Y 也为基林向

量场，则 [X ,Y ] 必定为基林向量场，因为有

L[X ,Y ]gµν = [LX ,LY ]gµν = LXLY gµν −LY LX gµν = 0. (11.7)

所以基林向量场的集合在李括号 [X ,Y ] 下构成一个李代数。这说明，基林向量场生成的等

度规群为一个李群。与微分同胚群是一个无穷维李群不同，由于基林向量场的李代数是有

限维的，所以这个等度规李群也必定为有限维的。

对于任意基林向量 ξρ，根据黎曼曲率张量的定义，我们有

DµDνξρ −DνDµξρ =−ξσ Rσ
ρµν . (11.8)

利用基林方程 Dµξρ =−Dρξµ 即有

DµDνξρ +DνDρξµ =−ξσ Rσ
ρµν . (11.9)

将指标 (µνρ) 进行轮换，可得

DµDνξρ +DνDρξµ =−ξσ Rσ
ρµν

DνDρξµ +DρDµξν =−ξσ Rσ
µνρ

DρDµξν +DµDνξρ =−ξσ Rσ
νρµ .

将这三式的第一式加上第二式再减去第三式，即有

2DνDρξµ =−ξσ
(
Rσ

ρµν +Rσ
µνρ −Rσ

νρµ
)
. (11.10)

利用黎曼曲率张量的代数性质 Rσ
ρµν +Rσ

µνρ +Rσ
νρµ = 0，即可得

DνDρξµ = ξσ Rσ
νρµ . (11.11)

方程 (11.11) 是一个二阶微分方程，它的一个重要推论是，给定 ξµ 和 Lµν ≡ Dµξν 在

时空点 x0 的值，则就决定了 ξµ 在任意时空点 x 的值。为了看清楚这一点，我们取一条任

意的连接 x0,x 两点的曲线，设曲线的参数为 τ，设 v = ∂τ = vρ∂ρ 为这条曲线的切向量，进

而我们可以把二阶微分方程 (11.11) 改写成如下一阶常微分方程组

Dξν

Dτ
≡ vµDµξν = vµLµν

DLνρ

Dτ
≡ vµDµLνρ = vµξσ Rσ

µνρ . (11.12)

进而只要沿着这条连接 x0,x 两点的曲线积分这一组常微分方程，就能由 ξµ 和 Lµν 在 x0

点的初始值得到 ξµ 在点 x 处的值。
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以上结果立即有如下推论：(1). 假如基林向量和它的一阶协变导数在某点均为零，则
此基林向量场在任意时空点都恒等于零。(2). 在一个 D = n 维的时空流形上，由于根据基

林方程 Lµν 的两指标反对称，从而 Lµν 只有 n(n−1)/2 个独立分量，加上 ξµ 有 n 个独立

分量，所以基林向量场只有 n+n(n−1)/2 = n(n+1)/2 个独立的初始值。由于某些初始值

可能没有相应的满足基林方程的基林向量场，从而，n 维时空流形上最多只有 n(n+ 1)/2

个线性独立的基林向量 (从而证明了前面提到的基林向量场所构成的线性空间为有限维)，
换言之，n 维时空的等度规李群最多只有 n(n+1)/2 维。

具有 n(n+ 1)/2 个线性独立基林向量场的时空就称作最大对称时空，或者称作 最大
对称空间。这里所谓的空间是一个数学概念，指的当然就是时空。也就是说，在最大对称
时空中，对于任意 ξµ(x0) = aµ(aµ 为任意向量) 和任意 Lµν(x0) = bµν(bµν 为任意反对称矩

阵)，均存在一个与之相应的基林向量场。

11.1.2 最大对称空间

最大对称空间的定义

最大对称空间的一个例子是闵可夫斯基时空，也就是黎曼曲率张量为零的 n维时空。这

时候，可以选择通常的 n维笛卡尔直角坐标系，使得度规张量为 ηµν =diag{−1,1, ...,1}(diag
表示对角矩阵), 而联络系数均为零。在这种坐标系中，基林向量满足的方程 (11.11) 变成

∂ν∂ρξµ = 0. (11.13)

很显然，这个方程的解为 (取初始位置 x0 = 0)

ξµ(x) = aµ +bµνxν ⇔ ξ µ(x) = aµ +bµνxν , (11.14)

式中 aµ 和 bµν 为常数。代入基林方程，即有

bµν =−bνµ . (11.15)

从而 bµν 的独立分量个数为 n(n−1)/2。

若取系数 bµν = 0, 取无穷小量 εµ = εaµ , 式中 ε 为无穷小量，则等度规变换 xµ →
xµ + εµ 为无穷小时空平移。很显然独立的无穷小时空平移共有 n 个。时空平移对称性意

味着闵可夫斯基时空是均匀的。通过合适地选取一组 aν
(µ) = δ ν

µ，我们可以得到如下 n 个

线性独立的时空平移基林向量场 Pµ = aν
(µ)∂ν = ∂µ，即

Pµ = ∂µ . (11.16)

若取系数 aµ = 0, 取无穷小量 εµν = εbµν，则等度规变换 xµ → xµ + εµ
νxν 为无穷小洛

伦兹变换，独立的无穷小洛伦兹变换有 n(n−1)/2 个。洛伦兹对称性意味着闵可夫斯基时

空关于 x = 0的原点是各向同性的，因为洛伦兹对称性意味着时空绕原点“旋转”对称。通

过合适地选取一组反对称 bρσ
(µ,ν) =−δ ρ

µ δ σ
ν +δ ρ

ν δ σ
µ , 我们可以得到如下 n(n−1)/2 个线性独

立的“旋转”基林向量场 Mµν = bρσ
(µ,ν)xσ ∂ρ , 即

Mµν = xµ∂ν − xν∂µ . (11.17)
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闵可夫斯基时空有 n 个独立的平移对称性，n(n−1)/2 个独立的洛伦兹对称性，从而

一共有 n+n(n−1)/2 = n(n+1)/2 个线性独立的基林向量，从而闵可夫斯基时空为最大对

称时空。简单的计算表明，闵可夫斯基时空 n(n+1)/2 个线性独立基林向量场 Pµ ,Mµν 满

足如下代数关系

[Pµ ,Pν ] = 0, [Mµν ,Pσ ] =−ηµσ Pν +ηνσ Pµ ,

[Mµν ,Mρσ ] =−ηµρMνσ +ηνρMµσ +ηµσ Mνρ −ηνσ Mµρ . (11.18)

闵可夫斯基时空的等度规群称作庞加莱群，上式就是庞加莱群的李代数。

将闵可夫斯基时空的例子涉及的一些概念推而广之，就能搞清楚在一般的时空中，基

林向量场的初始数据 ξµ(x0) 以及 Lµν(x0) 是如何联系到时空的均匀性以及各向同性的。具

体来说：

• 我们定义均匀时空为这样的时空，它具有如下无穷小等度规变换，这些变换可以将
任何给定点 x0 变换到其邻域内的任何其它点。从而均匀时空必然允许如下基林向量

场，这些基林向量场可以在任意给定点 x0 处取遍所有可能值。这也就是说，对于任

何初始值 ξµ(x0) = aµ 都必然存在一个与之相应的基林向量场。显然，这样的线性独

立基林向量场有 n 个，它们就称作 n 个时空平移基林向量场。

• 我们称一个时空关于 x0 点是各向同性的，假如它有如下等度规变换，这些变换保持
x0 点不动，但却可以将 x0 点的任何切向量旋转到 x0 点的任何其它切向量。因此这

样的时空必然具有如下基林向量场，它们满足 ξµ(x0) = 0，但是 Lµν(x0) = Dµξν(x0)

是任意反对称矩阵 (共有 n(n−1)/2 个独立分量)。很显然，这样的线性独立基林向
量场有 n(n−1)/2 个，它们就称作 n(n−1)/2 个绕 x0 点的“旋转”基林向量场。

• 一个既均匀又各向同性的时空就称作一个最大对称时空，很显然，它也即是具有
n+n(n−1)/2 = n(n+1)/2 个线性独立基林向量场的 n 维时空。

这些定义有一些重要的推论，比如：(1). 一个关于任意 x 点均各向同性的时空必定同

时是一个均匀时空。(2). 因此，一个关于每一点均各向同性的时空必定是一个最大对称时
空。

显然，只有推论 (1)是需要证明的。证明的关键在于表明，两个分别绕 x点和 x+dx点

的“旋转”基林向量的差必定是一个平移基林向量。为此我们取两个分别绕 x0 点和 x0+dx

点的“旋转”基林向量 X µ 和 Y µ , 因为是“旋转”基林向量，所以它们分别满足

X µ(x0) = 0, Y µ(x0 +dx) = 0. (11.19)

特别是

(DµYν)(x0 +dx) ̸= 0. (11.20)

下面，考虑这两个基林向量的差

Zµ(x) = X µ(x)−Y µ(x), (11.21)

显然 Zµ 依然是一个基林向量。



196 Chapter 11. 时空对称性

在 x0 点，我们有

Zµ(x0) = X µ(x0)−Y µ(x0) =−Y µ(x0 +dx−dx). (11.22)

将 Y µ(x) 在 x0 +dx 处展开，即有 (注意 Y µ(x0 +dx) = 0)

Zµ(x0) = dxν∂νYµ(x0 +dx) = dxνDνYµ(x0 +dx) ̸= 0. (11.23)

并且，由于 DDY ∼ Y，即 (11.11) 式，所以 DµZν(x0) = 0, 所以 Zµ(x) 定义了 x0 处的一个

平移基林向量。因此推论 (1) 得证。

最大对称空间与常曲率空间

定理：n 维最大对称空间必然是常曲率空间，也即是说，它的黎曼曲率张量必然取如

下形式

Rρσ µν = K(gρµgσν −gρνgσ µ), (11.24)

式中 K 是一个常数

K =
R

n(n−1)
. (11.25)

换言之，对于任意两个线性独立的切向量 v1,v2，最大对称空间的截面曲率必定为

K(Π) =
Rρσ µνvρ

1 vσ
2 vµ

1 vν
2

⟨v1,v1⟩⟨v2,v2⟩−⟨v1,v2⟩2 = K. (11.26)

也即是说，最大对称空间的任意截面曲率都必定是同一个常数 K, 所以称作常曲率空间。
证明：假设 ξ 是任意一个基林向量场，则根据 (11.5) 式，我们有 Lξ Rρσ µν = 0，按照

李导数的定义式将式子左边展开，即有

ξ λ Dλ Rρσ µν +Rλσ µνDρξ λ +Rρλ µνDσ ξ λ +RρσλνDµξ λ +Rρσ µλ Dνξ λ = 0.

将指标升降一下，再利用一下黎曼曲率张量的代数性质适当交换一下指标，并取定任意时

空点 x0, 这个式子即可以重写成

(Dλ Rρσ µν)ξλ (x0)+
(
Rλ

σ µνδ γ
ρ −Rλ

ρµνδ γ
σ +Rλ

νρσ δ γ
µ −Rλ

µρσ δ γ
ν
)
Dγξλ (x0) = 0.

对于最大对称空间，总有足够多的线性独立基林向量 ξ，使得 ξλ (x0) = aλ 可以为任

意向量，同时使得 Dγξλ (x0) = Lγλ (x0) = bγλ 为任意反对称矩阵。从而上面的式子意味着，

在最大对称空间中，对于任意 aµ 和任意反对称矩阵 bγλ，总有

(Dλ Rρσ µν)aλ +
(
Rλ

σ µνδ γ
ρ −Rλ

ρµνδ γ
σ +Rλ

νρσ δ γ
µ −Rλ

µρσ δ γ
ν
)
bγλ = 0.

而这又意味着，式中 aλ 项前面的系数，以及 bγλ 项前面的系数在将指标 γ,λ 反称化以后，
两者都得为零，从而有

Dλ Rρσ µν = 0, (11.27)
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以及

Rλ
σ µνδ γ

ρ −Rλ
ρµνδ γ

σ +Rλ
νρσ δ γ

µ −Rλ
µρσ δ γ

ν

=Rγ
σ µνδ λ

ρ −Rγ
ρµνδ λ

σ +Rγ
νρσ δ λ

µ −Rγ
µρσ δ λ

ν . (11.28)

将 (11.28) 式的指标 γ 和 ρ 进行缩并，即可得

(n−1)Rλ
σ µν = Rνσ δ λ

µ −Rµσ δ λ
ν . (11.29)

重命名一下指标，并将指标适当升降，即可以写成

(n−1)Rρσ µν = gρµRσν −gρνRσ µ . (11.30)

但根据黎曼曲率张量的代数性质，这个式子关于指标 ρ,σ 也必须反对称，从而有

gρµRσν −gρνRσ µ =−(gσ µRρν −gσνRρµ). (11.31)

缩并指标 ρ 和 µ, 即有

nRσν = gσνR. (11.32)

将这个式子代入 (11.30) 式，即有

Rρσ µν =
R

n(n−1)
(gρµgσν −gρνgσ µ). (11.33)

再代入 (11.27) 式，即有 R 是一个常数！从而定理得证。

还可以证明，最大对称空间具有唯一性，即唯一由截面曲率 K 决定，具体来说即是：

唯一性定理: 假定给定了两个度规 gµν(x) 和 g′µν(x
′), 它们有相同个数的正负本征值

(比方说两者都为闵可夫斯基号差) 且都满足最大对称空间的条件 (11.24), 即

Rρσ µν = K(gρµgσν −gρνgσ µ) (11.34)

R′
ρσ µν = K(g′ρµg′σν −g′ρνg′σ µ). (11.35)

两式中的截面曲率 K 是相同的。则，gµν(x) 和 g′µν(x
′) 必定微分同胚等价，即必定存在微

分同胚变换 x → x′, 使得

g′µν(x
′) = gρσ (x)

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
. (11.36)

证明：证明过程过于技术化，感兴趣的读者可以参见温伯格《引力和宇宙学》第十三
章对称空间第 13.2 节。



198 Chapter 11. 时空对称性

最大对称空间的度规

将最大对称空间满足的条件 (11.24) 式代入外尔曲率张量的定义

Cρσ µν = Rρσ µν −
2

n−2
(
gρ[µRν ]σ −gσ [µRν ]ρ

)
+

2
(n−1)(n−2)

Rgρ[µgν ]σ .,

不难得到，最大对称空间的外尔曲率张量必定为零，即

Cρσ µν = 0, (11.37)

换言之，最大对称空间必定是共形平坦的，即其度规张量必定可以写成

ds2 = Ω2(x)ηµνdxµdxν , (11.38)

式中 Ω(x) 为一个合适的共形因子，ηµν = diag{−1,1, ...,1} 为平坦的闵可夫斯基时空的度
规。

为了确定式 (11.45) 中的共形因子 Ω(x)，方法之一是利用如下引理：

关于外尔变换的引理：在如下外尔变换之下

g̃µν(x) = Ω2(x)gµν(x), (11.39)

克里斯托夫联络的变换关系为 (推导见第九章关于外尔变换的相关讲述)

Γµ
ρσ [g̃] = Γµ

ρσ [g]+ γµ
ρσ (11.40)

式中

γµ
ρσ = Ω−1(δ µ

σ DρΩ+δ µ
ρ Dσ Ω−gρσ DµΩ

)
= δ µ

σ Dρ lnΩ+δ µ
ρ Dσ lnΩ−gρσ Dµ lnΩ. (11.41)

可以直接算得，变换以后的黎曼曲率张量为

Rρ
σ µν [g̃] = Rρ

σ µν [g]+Dµγρ
νσ −Dνγρ

µσ + γρ
µλ γλ

νσ − γρ
νλ γλ

µσ . (11.42)

而里奇张量为

Rµν [g̃] =Rµν [g]− (n−2)(DµDν lnΩ)−gµν(DρDρ lnΩ)

+(n−2)(Dµ lnΩ)(Dν lnΩ)− (n−2)gµν(Dρ lnΩ)(Dρ lnΩ).

进一步，可以得到

R[g̃] =Ω−2
[
R[g]−2(n−1)(DµDµ lnΩ)

− (n−2)(n−1)(Dµ lnΩ)(Dµ lnΩ)
]
. (11.43)

进而可以证明，外尔曲率张量在外尔变换前后保持不变，即

Cρ
σ µν [g̃] =Cρ

σ µν [g]. (11.44)
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上面所有式子中的协变导数以及指标升降都是用度规 g 来定义的。以上所有式子的推导都

是直接的，只是推导过程可能有些繁琐，读者如果没有时间自己验证，把它们记下来备查

也就可以了。

下面将上述引理应用到 (11.45) 式假设的度规，并且为了接下来的操作，我们进一步
取 Ω(x) = 1/ω(x), 即假设最大对称空间的度规为

ds2 = ω−2ηµνdxµdxν . (11.45)

代入上面的引理，并注意到对于平坦度规 ηµν , 相应的联络系数以及曲率均为零，进而即
有 (记 ∂ 2 = ∂ µ∂µ = ηµν∂µ∂ν , 以及 (∂ω)2 = ∂ µω∂µω = ηµν∂µω∂νω),

R = (n−1)
[
2ω∂ 2ω −n(∂ω)2] (11.46)

Rµν = (n−2)ω−1∂µ∂νω +ηµν
[
ω−1∂ 2ω − (n−1)ω−2(∂ω)2]. (11.47)

另一方面，将最大对称空间的条件 (11.24) 进行适当缩并，即有

Rµν = (n−1)Kgµν = (n−1)Kω−2ηµν , R = n(n−1)K. (11.48)

代入上面的 (11.46) 式和 (11.47) 式，即有

2ω∂ 2ω −n(∂ω)2 = nK (11.49)

(n−2)ω−1∂µ∂νω +ηµν
[
ω−1∂ 2ω − (n−1)ω−2(∂ω)2]

=(n−1)Kω−2ηµν . (11.50)

将 (11.49) 式代入 (11.50) 式，即有

∂µ∂νω =
1
n

ηµν∂ 2ω. (11.51)

另外，将 (11.49) 式整理一下，即有

2
n

ω∂ 2ω − (∂ω)2 = K. (11.52)

从 (11.51) 式可以看出，当 µ ̸= ν 时，∂µ∂νω = 0, 所以 ω(x0, ...,xn−1) 可以表示为 n

个待定一元函数之和，即

ω = f0(x0)+ f1(x1)+ ...+ fn−1(xn−1). (11.53)

又，在 (11.51) 式中取 µ = ν = α(注意下面对 α 没有求和)，并代入上式，即有 ∂ 2ω =

ηααn∂α∂α fα(xα), 由于这个式子对任意 α = 0,1, ..,n−1 变量均成立，所以必有 ∂ 2ω 为常
数，不妨记为

∂ 2ω = na, (11.54)

式中 a 为某常数。将这个式子代入 (11.51) 式，即有

∂µ∂νω = aηµν . (11.55)
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积分两次，即得

ω = a
1
2

ηµνxµxν +bµxµ + c. (11.56)

式中 bµ 和 c 均为积分常数。将 (11.56) 式代入 (11.52) 式，即有

K = 2ac−ηµνbµbν . (11.57)

根据上面关于最大对称空间的唯一性定理，只要 K 相同，无论 a,bµ ,c 取什么值，所

得到的最大对称空间都必定微分同胚等价。为此不妨取 bµ = 0,c = 1，则 (11.57) 式要求
K = 2a, 代入 (11.56) 式，因此最终我们可以将最大对称空间的 ω 取作

ω = 1+
K
4

ηµνxµxν . (11.58)

从而最大对称空间的度规必定可以取为如下形式

ds2 =
ηµνdxµdxν

(1+ K
4 ηρσ xρxσ )2

. (11.59)

这个度规最早是黎曼在他那篇伟大的演讲《论几何学之基础假设》中给出的 (当然黎曼处
理的是欧几里德号差的情形)，只不过黎曼当时没有给出推导过程。

从最大对称空间的度规表达式 (11.59) 容易看出，1. 当 K = 0 时, 对应的度规即是平
坦的闵可夫斯基时空度规。2. 当 K > 0 时，对应的最大对称时空就称作 de Sitter 时空。
这时候我们可以记

K =
1
L2 , (11.60)

L 称作 de Sitter 时空半径。这时候度规 (11.59) 与上一章给出的 de Sitter 度规的等价关
系我们会在后面的章节中进一步研究。3. 当 K < 0 时，对应的最大对称时空称作 Anti de
Sitter 时空，这时候可以记

K =− 1
L2 , (11.61)

L 为 Anti de Sitter 时空半径。同样，后面的章节会进一步证明这时候度规 (11.59) 与上一
章给出的 Anti de Sitter 度规等价。

特别的，对于 K =−1/L2，并且假设我们研究的是两维欧几里德号差的情形 (即将度
规 ηµν 替换成 δµν)，记相应的坐标为 xµ = (x,y), 则这时候 (11.59) 式成为

ds2 =
dx2 +dy2

(1− x2+y2

4L2 )2
. (11.62)

这正是第一章中给出来的庞加莱圆盘世界的度规。
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最大对称空间与爱因斯坦场方程

最大对称空间可以作为带宇宙学常数的爱因斯坦场方程的真空解。为了看清楚这一

点，我们首先写出带宇宙学常数的真空爱因斯坦场方程

Rµν −
1
2

gµνR+Λgµν = 0. (11.63)

将指标 µ,ν 进行缩并，即有 R = 2n
(n−2)Λ，代入上式，即有

Rµν =
2

(n−2)
Λgµν . (11.64)

与最大对称空间的 Rµν = (n−1)Kgµν 进行比较，可知，只要取

Λ =
(n−1)(n−2)

2
K, (11.65)

则最大对称空间就是相应真空爱因斯坦场方程的解。(11.65) 式告诉我们，当宇宙学常数
Λ > 0 时，de Sitter 时空是真空爱因斯坦场方程的解，而当 Λ < 0 时，Anti de Sitter 时空
是真空爱因斯坦场方程的解。

11.2 对称性与守恒定律

场的守恒量

在广义相对论中，如果有一个守恒流 Jµ，它满足如下协变守恒方程

DµJµ = 0, (11.66)

则必定有一个相应的守恒荷。

为了看清楚这一点，我们取时空的一个区域 V，如图 (11.1) 所示，假设 Σ1 和 Σ2 分别

为 V 的过去和未来两个类空边界，B 为 V 的类时边界，从而 V 的完整边界 ∂V 可以记为

∂V = Σ1 ∪Σ2 ∪B. (11.67)

假设 Jµ 为满足 DµJµ = 0 的守恒流。则根据第四章中讨论的弯曲时空中的高斯定理，我

们有

0 =
∫

V
dnx
√

|g|DµJµ =
∫

∂V
dn−1x

√
|h|nµJµ

=
∫

Σ1

dn−1x
√

|h|nµJµ +
∫

Σ2

dn−1x
√
|h|nµJµ +

∫
B

dn−1x
√

|h|nµJµ ,

式中 h 为边界 ∂V 上的诱导度规，nµ 为 ∂V 的单位法向量，规定为从 V 的内部指向外侧。

现在，假设没有流穿过 V 的类时边界 B, 即在 B 上有，nµJµ = 0, 则上式的结果可以
表达成

0 =
∫

Σ1

dn−1x
√
|h|nµJµ +

∫
Σ2

dn−1x
√

|h|nµJµ

=−
∫

Σ1

dn−1x
√
|h|nµJµ +

∫
Σ2

dn−1x
√

|h|nµJµ , (11.68)
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Figure 11.1: 弯曲时空中的荷守恒。

式中第二行我们已经将 Σ1 的法向反向使得它顺着 (而不是逆着) 时间方向了，虽然依然是
记作 nµ。假设我们记类空超曲面 Σ 上的荷 Q(Σ) 为

Q(Σ) =
∫

Σ
dn−1x

√
|h|nµJµ , (11.69)

式中 Σ 的法向量 nµ 为顺着时间方向。则 (11.68) 式就可以重新写作

Q(Σ1) = Q(Σ2). (11.70)

特别的，我们可以取 Σ 为任意时刻 t 的整个完整的空间截片，假设在空间无穷远处

Jµ → 0，从而使得在无穷远的 B 处 nµJµ = 0 自动满足，则 (11.70) 式就意味着 Q(Σ) 是一
个不依赖于时间的守恒荷！所以，协变守恒流的存在必然意味着相应守恒荷的存在！

你可能会想，能量动量张量 T µν 也满足协变守恒方程 DµT µν = 0，所以类似的也必定

会有相应的守恒荷。但事实上，情况并非如此，因为对于两个或两个以上指标的张量，我

们有

DµT µν = ∂µT µν +Γµ
µρT ρν +Γν

µρT µρ =
1√
|g|

∂µ
(√

|g|T µν)+Γν
µρT µρ . (11.71)

很显然，相比于单个指标的流 Jµ 的协变散度，上式最右边多出来了一项。这多出来的一

项就使得无法将协变散度 DµT µν 的积分转化为边界上的积分，也即，不再有相应的高斯
定理了！

所以，上面关于守恒荷的推导这时候就不再成立了，因此即使有协变守恒方程 DµT µν =

0，也并不意味着存在相应的守恒荷！也即是说，对于类似于 T µν 这样的高阶张量，协变

守恒和实际存在守恒荷是两回事！

基林向量可以帮助我们克服能量动量张量的上述困难。因为假设时空中存在一个基林

向量场 ξµ , 则我们就可以利用能量动量张量构造如下单个指标的流‘

Jν
ξ =−ξµT µν . (11.72)
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不难验证这是一个守恒流，因为

DνJν
ξ =−(Dνξµ)T µν −ξµDνT µν , (11.73)

利用能量动量张量的协变守恒，并注意到 T µν 是一个对称张量，即有

DνJν
ξ =−(Dνξµ)T µν =−1

2
(Dνξµ +Dµξν)T µν = 0. (11.74)

上式的最后我们利用了基林方程。

进而，利用守恒流 Jν
ξ，我们就可以构造相应的守恒荷

Qξ (Σ) =
∫

Σ
dn−1x

√
|h|nµJµ

ξ . (11.75)

所以，与每一个线性独立的基林向量相对应的，必定有一个守恒荷！特别的，假设基林向

量 ξ 处处类时，即恒有 gµνξ µξ ν < 0, 则相应的守恒荷可以等同为物质场的总能量

E = Qξ (Σ). (11.76)

对于最大对称空间，与它的 n 个平移基林向量相对应的守恒荷可以等同为物质场的能

量和动量，与 n(n−1)/2 个“旋转”基林向量相对应的守恒荷可以等同为物质场的角动量。

粒子的守恒量

以上考察的是物质场的守恒量，如果与引力场耦合的物质是一个粒子，而不是场，则

对守恒量的考察又会有些不同。

考察一个在引力场中自由运动的粒子，其速度矢量为 uµ = dxµ

dτ , τ 为此粒子的固有时
参数或者仿射参数。用坐标无关的数学记号，这个速度矢量即是

u =
dxµ

dτ
∂µ = ∂τ . (11.77)

自由粒子走的是测地线，所以满足如下测地线方程

Duuµ = uνDνuµ = 0. (11.78)

假设时空有基林向量场 ξ , 则可以证明如下量必定为守恒量

Q ≡ ξ ·u ≡ ⟨ξ ,u⟩= ξµuµ . (11.79)

证明如下

d
dτ

(ξ ·u) = dxν

dτ
Dν(ξ ·u) = uνDν(ξ ·u)

= uνuµ(Dνξµ)+ξµuνDνuµ

=
1
2

uνuµ(Dνξµ +Dµξν) = 0. (11.80)

式中第二行我们利用了测地线方程，最后一个等于号利用了基林方程。
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尤其是，当 ξ 为类时基林向量场时，相应的守恒量可以等同为单位质量的粒子在引力
场中的守恒能量, 可以记为 ε

ε ≡−ξ ·u. (11.81)

举例来说，对于如下球对称度规

ds2 =−A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2(dθ 2 + sin2 θdϕ 2). (11.82)

显然有时间平移不变性，以及沿着 ϕ 方向的旋转不变性，相应的基林向量场分别为

ξ = ∂t , kϕ = ∂ϕ . (11.83)

根据上面的结论，必有如下守恒量

ε =−ξ ·u =−⟨∂t ,u⟩=−ut =−gttut = A(r)
dt
dτ

. (11.84)

以及

l = kϕ ·u = ⟨∂ϕ ,u⟩= uϕ = gϕϕ uϕ = r2 sin2 θ
dϕ
dτ

. (11.85)

显然，这两个守恒量正是第八章在研究粒子在球对称时空中运动时所得到的守恒量。

11.3 共形基林向量场

我们知道，等度规变换是一种微分同胚变换，它要求变换前后的度规场保持不变，有

时候我们会放松这个要求，仅仅要求变换前后的度规场相差一个外尔尺度因子。具体来说，

即考虑微分同胚变换 x → x′, 记变换之后的度规场为 g′µν(x), 我们要求

g′µν(x) = Ω2(x)gµν(x). (11.86)

注意，这和直接进行外尔变换有所不同，这里的 g′µν(x) 是微分同胚变换之后的度规场，它

满足

g′µν(x
′) = gρσ (x)

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν
. (11.87)

上面这样的微分同胚变换就称作共形变换 (注意和外尔变换区分开来，虽然文献中也
常常称外尔变换为共形变换，这个地方的术语有点混乱)，它是等度规变换的一个推广，因
为根据上面的定义，等度规变换当然可以看作是一种特殊的共形变换 (即 Ω(x) = 1 的特殊

情况)。一个时空流形所有共形变换的集合就构成了时空的共形变换群，等度规群是共形
变换群的一个子群。

假设一个上面这样的无穷小共形变换由某向量场 X µ 生成，即 x′µ = xµ + εX µ(x)，则

由无穷小微分同胚的定义，有

g′µν(x) = gµν(x)−LεX gµν = gµν(x)− ε
(
DµXν +DνXµ

)
. (11.88)
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另一方面，假设将 (11.86) 式中的共形因子 Ω 按照无穷小量 ε 展开成 (注意对于 ε = 0 的

恒等变换必定有 Ω = 1) Ω(x) = 1+ εσX(x), 则由 (11.86) 式，有

g′µν(x) = gµν(x)+2εσX(x)gµν(x). (11.89)

比较这个式子和上面的 (11.88) 式，即有

DµXν +DνXµ =−2σX(x)gµν(x). (11.90)

或者写成

LX gµν =−2σX(x)gµν(x). (11.91)

这个方程就称作共形基林方程，满足这个方程的向量场 X µ 就称作共形基林向量场。

不难证明，所有的共形基林向量场在向量场的李括号运算下构成了一个李代数，它也

就是时空共形变换群的李代数。为了证明这一点，只需注意到，若 X 为共形基林向量场，

Y 也为共形基林向量场，则必有

L[X ,Y ]gµν = LXLY gµν −LY LX gµν =−2(XσY −Y σX)gµν , (11.92)

只需令 σ[X ,Y ] ≡ XσY −Y σX , 从而 [X ,Y ] 也必定是共形基林向量场。

为了进一步改写共形基林方程，我们将式 (11.90) 中的指标 µ,ν 进行缩并，即有
DµX µ =−nσX(x)(n 为时空的维数), 反代入 (11.90) 式，即得

DµXν +DνXµ =
2
n
(DρXρ)gµν(x). (11.93)

不难发现，基林方程是共形基林方程在 DρXρ = 0 时的特殊情况，因为对基林方程的指标

进行缩并可知满足基林方程就自动满足 DρXρ = 0，从而，任何基林向量场也自动是共形

基林向量场。

以平坦的 n 维闵可夫斯基时空为例子，除了前面讨论过的基林向量 Pµ = ∂µ 和 Mµν =

xµ∂ν − xν∂µ 自动也是共形基林向量以外，它还有如下共形基林向量。

• 首先，由于 xµ 满足共形基林方程 ∂µxν +∂νxµ = 2ηµν , 所以有如下共形基林向量

D = xµ∂µ . (11.94)

它生成的无穷小微分同胚变换为 xµ → xµ +εxµ = eεxµ ,这相当于将坐标进行放缩，所
以 D 称作伸缩变换 (dilatation) 的生成元。

• 此外，还有 n 个共形基林向量 C(m) = (2xmxµ −ηmµxρxρ)∂µ。这是因为向量 C(m) 满足

如下共形基林方程

∂µC(m)
ν +∂νC(m)

µ = 4xmηµν . (11.95)

C(m) 称作特殊共形变换的生成元，通常记 Cµ ≡C(µ)。
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生成元 D 和 Cµ 扩大了时空平移和洛伦兹变换的庞加莱代数。在最终的共形代数中，

除了原来的庞加莱代数关系以外，还得包括如下代数关系

[D,Pµ ] =−Pµ , [D,Cµ ] =Cµ

[Mµν ,D] = 0, [Cµ ,Cν ] = 0

[Mµν ,Cσ ] =−ηµσCν +ηνσCµ

[Pµ ,Cν ] = 2(ηµνD−Mµν). (11.96)

注意算符 D = xµ∂µ 是一个数齐次度的算符，Pµ = ∂
∂xµ 当然齐次度是 −1，因此就有上面

的第一个式子，类似的，Cµ 的齐次度是 +1，因此有第二个式子。第三个式子无非是说 D

本身是一个洛伦兹标量，类似的，第五个式子说的无非是 Cµ 为一个洛伦兹矢量 (和 Pµ 一

样)。真正需要验证的是第四个式子和最后一个式子，而这不难通过直接计算来验证。共形
李代数在共形量子场论 (简称共形场论) 中有关键的重要性。

共形基林向量场与守恒量

对于讨论共形对称性而言，有一类物质场是特殊的，那就是其作用量在度规场的外尔

变换下保持不变的物质场。这种物质场有一个特殊的性质，即其能动张量的指标缩并等于

零，或者说其能动张量的迹为零，即 T µ
µ = 0。为了看清楚这一点，我们考虑一个尺度因

子为 Ω(x) = (1+ εσ(x)) 的外尔变换，因此变换前后度规场的改变量为 δgµν = 2εσ(x)gµν ,
进而变换前后物质场作用量 Sm 的改变量为

δSm =
1
2

∫
dnx
√
|g|T µνδgµν =

1
2

∫
dnx
√
|g|T µν2εσ(x)gµν

=
∫

dnx
√
|g|T µ

µεσ(x). (11.97)

如果物质场作用量在任意外尔变换之下都保持不变，即有 δSm = 0, 那由上式即有

T µ
µ = 0. (11.98)

在第十章中，我们看到了这种物质场的一个典型例子，那就是电磁场。

可以证明，如果存在一个满足 T µ
µ = 0 的守恒能动张量，那么对于每一个共形基林向

量 X µ，都必定存在一个相应的守恒流 Jµ
X

Jµ
X ≡ T µνXν . (11.99)

证明如下 (利用了 DµT µν = 0)，

DµJµ
X = T µνDµXν =

1
2

T µν(DµXν +DνXµ). (11.100)

代入共形基林方程 (11.90)，即有

DµJµ
X =−σX gµνT µν =−σX T µ

µ = 0, (11.101)

最后一个等号利用了 T µ
µ = 0 的假定。
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正如前面讲过的，每一个守恒流都有一个相应的守恒量。因此，如果物质场满足 T µ
µ =

0，那么每一个共形基林向量都有一个相应的守恒量。特别的，在平坦闵可夫斯基时空中，

具有这种性质的物质场就称作共形场。所以，平坦时空的电磁场是一个共形场。

不仅电磁场有这种特殊性，而且作为光子世界线的光线也有相应的特殊性。可以证明，

这时候对于每一个共形基林向量 X , Q = ⟨X ,u⟩ 均沿着光线守恒，这里 u 为光线的切向量，

满足测地线方程以及类光条件 gµνuµuν = 0。证明过程完全类似于前面关于粒子守恒量中

的相关讨论，只是最后需要额外用一下类光条件。

11.4 静态时空与引力红移

这一节我们利用基林向量场来刻画稳态时空和静态时空，并重新回顾静态时空的引力

红移公式。

11.4.1 稳态时空与静态时空

定义：所谓的稳态时空，即存在类时基林向量场 ξ 的时空。稍后我们将解释为什么称
这样的时空为稳态时空。

为了接下来的讨论，下面我们引入一个数学概念，叫做向量场的积分曲线。虽然相关
的内容我们其实已经见过多次了，但是我们还一直没有给出这个数学上的专有名称。我们

知道，对于时空中任何向量场 V = V µ∂µ , 均可以把它看成是某种时空“流体”的流速场，
进而通过积分下面的微分方程就可以得到相应的时空“流线”

dxµ

dτ
=V µ(x(τ)). (11.102)

这些“流线”就称作向量场 V µ 的积分曲线，积分曲线就是那个专门的数学概念。显然，参
数 τ 就是积分曲线的参数，而积分曲线的切向量就是 V，因为

V =V µ(x(τ))∂µ =
dxµ

dτ
∂µ = ∂τ . (11.103)

假设 ξ 为稳态时空的类时基林向量场，设 ξ 积分曲线的参数为 t，从而有

ξ = ∂t . (11.104)

又由于 ξ 类时，所以我们总可以在时空上取到以参数 t 为 x0 的局部坐标，在此局部坐标

中 ξ 所满足的基林方程变成

0 = Lξ gµν = ∂tgµν . (11.105)

换言之，对于稳态时空，我们总可以取到如下局部坐标，使得在此局部坐标中度规场不依

赖于坐标的 0 分量，即 gµν 不依赖于 x0 = t。也即是说，稳态时空总可以使得度规场与时

间坐标无关，这也就是我们称之为稳态时空的原因！

根据上面所述，对于稳态时空，我们总可以取局部坐标 (t,x) = (t,x1,x2,x3), 使得度规
为 (式中 i, j = 1,2,3)

ds2 = gtt(x)dt2 +2gti(x)dtdxi +gi j(x)dxidx j. (11.106)
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注意，上式中的时间空间交叉项 gti(x) 一般来说不等于零。
如果能够进一步取合适的局部坐标，使得上式中的时间空间交叉项等于零，即使得

gti(x) = 0. (11.107)

那这样的稳态时空就称作静态时空。换言之，静态时空必定可以取合适的局部坐标以使得
度规场为如下形式

ds2 = gtt(x)dt2 +gi j(x)dxidx j. (11.108)

实际上，这是对类时基林向量场 ξ 的一个要求，具有上述性质的类时基林向量场就称作超
曲面正交的。所谓超曲面正交，即是指必定存在空间超曲面与这样的类时基林向量场的积
分曲线正交，从而使得度规的时间空间交叉项消失。因此，我们有如下定义：

定义：所谓的静态时空，即存在超曲面正交的类时基林向量场的时空。
施瓦西时空是不是一个静态时空呢？实际上不是的，的确，它有一个基林向量场 ξ = ∂t ,

但这个基林向量场只在黑洞视界之外类时，在视界之内是类空的。所以整体来看，施瓦西

时空并非静态的，但它在视界之外的部分的确是静态的！

注意，稳态时空和静态时空都是时空本身内禀的性质，和具体的局部坐标无关。比方

说，假设有某两维时空，在某局部坐标中其度规可以表达成 ds2 =−t−4dt2 +dx2, t > 0, 这
个度规的 gtt 分量依赖于时间 t，看起来这似乎不是一个稳态时空，但实际上，只要取坐标

变换 t ′ = t−1, x′ = x, 就能把度规表达式变换成 ds2 =−dt ′2 +dx′2, 这当然是一个稳态时空，
而且是静态时空。

11.4.2 静态时空的引力红移

下面我们讨论如何利用类时基林向量场 ξ 来处理静态时空中的引力红移效应。
为此我们首先要讨论一个问题，即时空中一个协变速度为 uµ(满足归一化条件 uµuµ =

−1) 的观察者测量某个物理量 Jµ 的结果是什么。

定义：速度为 uµ 的观察者 O 测量物理量 Jµ，测到的时间分量为

Ju ≡−Ju ≡−Jµuµ . (11.109)

如果是测量能量密度，那测到的结果即是

T uu ≡ Tuu ≡ Tµνuµuν . (11.110)

所谓 O测到的时间分量，即在 O自己的参考系中观测 Jµ 所得到的时间分量。很容易

看到上面的定义是合理的，因为协变速度 uµ 的方向当然就是观察者 O 自身参考系的时间

轴方向，单位向量 uµ 就是这个时间轴的单位向量，所以观察到的 Jµ 的时间分量当然就是

Jµ 向着观察者时间轴的投影，即 Jµ 和单位向量 uµ 的内积。能量密度的定义与此类似。

下面来讨论静态时空中的引力红移。假设静态时空中有两个静态观察者 O1 和 O2, 他
们的速度分别为 uµ

1 和 uµ
2。假定 O1 在时空点 p1 发射一个光子，并被 O2 在时空点 p2 接

收到。光子应该沿一条切向量为 kµ 的类光测地线传播，由于 kµ 可以看作是由光子角频率



11.5 基林视界 209

和空间波矢量所构成的协变向量，所以根据上面的定义，O1 和 O2 测到的光子角频率应该

分别为

ω1 =−(kµuµ
1 )p1 , ω2 =−(kµuµ

2 )p2 . (11.111)

静态时空的时间方向当然就是类时基林向量场 ξ µ 的方向，而由于两个观察者都为静

态，所以他们的协变速度应该都只有时间分量非零，从而 uµ
1 和 uµ

2 应该分别与 ξ µ 成比

例，再注意到协变速度是归一化的向量，即有

uµ
1 =

ξ µ√
−ξ ρξρ

|p1 , uµ
2 =

ξ µ√
−ξ ρξρ

|p2 . (11.112)

根据作类光测地线运动的光子的能量守恒 (因为存在类时基林向量场)，必有

(ξµkµ)p1 = (ξµkµ)p2 . (11.113)

因此我们有

ω1

ω2
=

√
−ξ ρξρ |p2√
−ξ ρξρ |p1

. (11.114)

这就是利用类时基林向量场表达的引力红移公式。

如果取合适的坐标系，进而将静态时空的度规写成 ds2 = gtt(x)dt2 +gi j(x)dxidx j, 也即
是说，类时基林向量场为 ξ = ∂t , 从而

−ξ ρξρ |x =−⟨ξ ,ξ ⟩|x =−⟨∂t ,∂t⟩|x =−gtt(x). (11.115)

代入上面的红移公式 (11.114), 即有

ω1

ω2
=
(gtt(xp1)

gtt(xp2)

)− 1
2 . (11.116)

这正是第三章中导出的引力红移公式。但现在，公式 (11.114)的好处是，它是坐标无关的！
而且，很显然，公式 (11.114) 也可以推广到稳态时空中的稳态观察者。

11.5 基林视界

第九章引入了基林视界的概念，但是只进行了初步的研究，本节我们将进行更系统的

研究。所谓的基林视界，其定义是，首先它是一个类光超曲面，其次，其类光法向量 (也
是一个切向量) 刚好是一个基林向量。当一个超曲面同时满足这两点时，就称之为一个基
林视界。

设有一个基林视界 N , 设与之相应的基林向量为 Kµ。第九章我们证明了 Kµ 在 N

上必定满足如下方程

KµDµKν = w(x)Kν . (11.117)
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如果我们定义标量函数 S(x) = KµKµ , 进而即有 DνS = 2KµDνKµ。利用基林方程 DνKµ =

−DµKν，即有 DνS =−2KµDµKν ,将这个结果限制在超曲面 N 上，并代入上面的 (11.117)
式，即有 DνS|N =−2w(x)Kν |N 。换言之，在超曲面 N 上必有

Kµ = f (x)DµS = f (x)∂µS, (11.118)

式中 f (x) =−1/(2w(x))。另外，由于 Kµ 是 N 的类光法向量，所以超曲面 N 必定满足

如下方程

S(x)|N = (KµKµ)|N = 0. (11.119)

利用 (11.118) 式，不难验证超曲面 N 的类光法向量 Kµ 必定满足所谓的 Frobenius
定理，即满足

K[µDνKρ] = 0. (11.120)

式中 [µνρ ] 表示三个指标的全反对称化。验证上式的一个办法是，首先根据克里斯托夫联
络是一个对称联络验证 K[µDνKρ] = K[µ∂νKρ], 然后再根据 (11.118) 式有 K[µ∂νKρ] = 0。

结合基林方程，也可以将上面这个结果写成 (不难验证下式中的三个指标是全反对称
的)

(
KρDµKν +KµDνKρ −KνDµKρ

)
|N = 0. (11.121)

以 DµKν 去缩并上式，即得在 N 上有 (利用了基林方程)

KρDµKνDµKν =−(DµKν)KµDνKρ +(DµKν)KνDµKρ

=− (DµKν)KµDνKρ − (DνKµ)KνDµKρ =−2(DµKν)KµDνKρ ,

代入 (11.117) 式, 即得

KρDµKνDµKν |N =−2w(x)KνDνKρ |N =−2w2(x)Kρ |N . (11.122)

所以只要 Kρ ̸= 0，就有

w2(x) =−1
2
(DµKν)(DµKν)|N . (11.123)

对于基林视界 N ，由于基林向量场满足方程 (11.11), 所以其基林向量场 Kµ 满足

DνDρKµ = Kσ Rσ
νρµ . (11.124)

另外，Kµ 既是 N 的类光法向量，也是它上面的一个切向量，在 N 上 Kµ 的积分曲线就

是一些扫出整个 N 的类光测地线，N 由这些类光测地线铺成。进而我们有如下引理

引理：沿着 N 上每一条 Kµ 的积分曲线，w2(x) 都是常数。
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证明：任取 N 的一个切向量场 tµ , 利用 (11.123) 式和 (11.124) 式，我们有

tρ∂ρw2 = tρDρw2 =−tρ(DµKν)(DρDµKν)|N

=−tρ(DµKν)Kσ Rσ
ρµν |N

=−(DµKν)RσρµνKσ tρ |N . (11.125)

沿着 Kρ 的积分曲线，因此用 Kρ 代替式中的 tρ，即有

Kρ∂ρw2 =−(DµKν)RσρµνKσ Kρ |N = 0. (11.126)

式中利用了 Rσρµν 关于指标 σ ,ρ 的反对称性。所以，引理得证。
下面我们再引入一个概念，叫分岔基林视界，它是一个基林视界，并且其上所有类光

测地线都是从一个满足 Kµ = 0 的分岔球 (记为 B) 发出的。对于分岔基林视界，我们可以
证明如下定理：

定理：如果 N 是一个分岔基林视界，则 w2(x) 在整个 N 上都是常数。

证明：由于 w2(x) 沿着 N 的每一条类光测地线都是常数，而所有这些类光测地线都

从分岔球 B 发出，因此只要证明 w2(x) 在 B 上是一个常数，就必定有 w2(x) 在整个 N 上

都是常数。另一方面，由于 Kσ |B = 0, 因此根据 (11.125) 式，沿着 B 的任意切向量 tρ，我

们有

tρ∂ρw2 =−(DµKν)RσρµνtρKσ |B = 0. (11.127)

因此这就证明了 w2 在 B 上是一个常数，从而定理得证。

由于上述定理，所以 w(x) 在整个分岔基林视界 N 上必定只能和某个常数 κ 相差正
负号，即有 w(x) =±κ, 代入 (11.117) 式，即有，在分岔基林视界上

KµDµKν =±κKν . (11.128)

常数 κ 就称作表面引力。当然，这个结论我们在第九章中提到过，这里只是给出了具体的
证明。

上述结论的意义在于，由于表面引力决定了霍金温度，所以上述结论就说明了，在整

个分岔基林视界上，霍金温度是一个常数！这可以看作是分岔基林视界的热力学第零定
律，它和黑洞热力学第零定律密切相关，因为很多黑洞 (比如克鲁斯卡延拓下的施瓦西黑
洞) 的事件视界本身是分岔基林视界的一部分，所以分岔基林视界的热力学第零定律也意
味着，在这些黑洞的事件视界上，霍金温度是一个常数，这也就是黑洞的热力学第零定律。





12. 德西特空间与反德西特空间

本章将承接前面的章节，系统地介绍一下德西特以及反德西特空间，包括它们的一些

常用坐标，以及它们的彭罗斯图。

12.1 德西特和反德西特空间的定义

欧几里德号差的最大对称空间

n维欧几里德空间 Rn 是一个曲率为零的最大对称空间。除此之外，n维欧几里德号差

的最大对称空间还有截面曲率为正的 n 维球面 Sn, 以及截面曲率为负的 n 维双曲空间 Hn。

其中 Sn 可以嵌入到 n+ 1 维欧几里德空间 Rn+1 中作为它的一张超曲面。具体来说，

取 zA = (z1,z2, ...,zn+1) 为 Rn+1 的笛卡尔坐标，Rn+1 上有如下平坦的黎曼度规

ds2 = (dz1)2 +(dz2)2 + ...+(dzn+1)2 = δABdzAdzB. (12.1)

则 Sn 可以由下面方程定义

Sn : (z1)2 + ...+(zn+1)2 = L2 ⇔ δABzAzB = L2. (12.2)

式中 L 为 Sn 的半径。Sn 上的黎曼度规可以通过将 Rn+1 的平坦度规限制在超曲面 Sn 上

而诱导得出。

为了证明上面定义的 Sn 的确是一个最大对称空间，我们指出它有如下 (n+1)(n+1−
1)/2 = n(n+1)/2 个基林向量场

MAB = zA∂B − zB∂A, (12.3)
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式中 zA ≡ δABzB = zA。即 Sn 有最大可能数目的线性独立基林向量，从而是最大对称空间。

为了验证 MAB 的确是基林向量场，我们不妨以 M12 = z1∂2 − z2∂1 为例，它生成的无穷小微

分同胚为

z1 → z′1 = z1 − εz2, z2 → z′2 = z2 + εz1. (12.4)

不难看出，在此微分同胚下，有

(z′1)2 +(z′2)2 = (z1 − εz2)2 +(z2 + εz1)2 = (z1)2 +(z2)2. (12.5)

从而 Sn 的超曲面方程 (12.2) 在此微分同胚下保持不变，这说明 M12 是 Sn 的一个切向量。

类似的，可以验证度规 ds2 = δABdzAdzB 在此微分同胚下也保持不变。从而 M12 是 Sn 上的

一个基林向量。完全类似的，MAB 也是 Sn 的基林向量，所以 Sn 是最大对称空间。实际上，

Sn 是截面曲率为 K = 1/L2 的最大对称空间。

容易算得 Sn 的基林向量场满足如下李代数

[MAB,MCD] = δADMBC +δBCMAD −δACMBD −δBDMAC. (12.6)

另一方面，很显然 n 维球面在 Rn+1 的绕坐标原点的任意旋转之下均保持不变，而且欧氏

度规 (12.1) 也在这个旋转之下保持不变。通常记这样的旋转的集合为 SO(n+1), 当然，它
就是 Sn 的等度规群。进而即知，(12.6) 就是 SO(n+1) 的李代数。

为了定义 n 维双曲空间 Hn，我们可以引入 n+ 1 维闵可夫斯基时空 R1,n, 其坐标为
zA = (z0,z1, ...,zn), 相应的度规张量为

ds2 =−(dz0)2 +(dz1)2 +(dz2)2 + ...+(dzn)2 = ηABdzAdzB. (12.7)

式中 ηAB = diag{−1,1, ...,1}。Hn 为 R1,n 中的双曲面，由下式定义

Hn : −(z0)2 +(z1)2 + ...+(zn)2 =−L2 ⇔ ηABzAzB =−L2. (12.8)

Hn 上的黎曼度规可以由 (12.7) 式的度规限制在超曲面 Hn 上而诱导得出。值得注意的是，

虽然 R1,n 是闵可夫斯基号差的，但 Hn 并不是，Hn 的度规其实是欧几里德号差的，即度

规张量的本征值全为正。这是因为，在 Hn 上可以利用 (12.8) 式消去号差为负的变量 z0。

类似于 Sn 在 Rn+1 的空间旋转之下保持不变，Hn 在闵可夫斯基时空 R1,n 的洛伦兹变

换下是保持不变的，换言之，R1,n 的洛伦兹群也是 Hn 的等度规群，通常记作 SO(1,n) (是
四维闵可夫斯基时空的洛伦兹群 SO(1,3) 的推广)。同样类似于 Sn 的情况，不难验证，Hn

有如下 n(n+1)/2 个线性独立基林向量场 (记 zA ≡ ηABzB)

MAB = zA∂B − zB∂A. (12.9)

它们满足的李代数是

[MAB,MCD] = ηADMBC +ηBCMAD −ηACMBD −ηBDMAC. (12.10)

因此，Hn 也为最大对称空间，实际上，Hn 的截面曲率为 K =−1/L2。
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德西特 (de Sitter) 空间和反德西特 (Anti-de Sitter) 空间

下面我们可以引入 n 维德西特空间 (dSn) 和反德西特空间 AdSn 了。

dSn 其实是 Sn 的推广，是将 Sn 某一个分量的号差由正改成负而得来 (因此 dSn 是闵

可夫斯基号差的)。因此，dSn 可以嵌入 n+1 维闵可夫斯基时空 R1,n 中 (即把 Rn+1 某一

个分量的号差改成负的)。具体来说，设 R1,n 的坐标为 zA = (z0,z1, ...,zn), 相应的度规张量
为

ds2 =−(dz0)2 +(dz1)2 +(dz2)2 + ...+(dzn)2 = ηABdzAdzB. (12.11)

则 dSn 为 R1,n 中的“球面”，由下式定义

dSn : −(z0)2 +(z1)2 + ...+(zn)2 = L2 ⇔ ηABzAzB = L2. (12.12)

dSn 上的度规可以由 (12.11)式诱导得出。不难看出，dSn 有基林向量场 MAB = zA∂B−zB∂A。

dSn 的等度规群为 SO(1,n)。作为 R1,n 中的“球面”，dSn 的截面曲率同样为 K = 1/L2。

类似的，AdSn 其实是 Hn 的推广，是将 Hn 的 zn 分量的号差由正改成负而得来 (因此
AdSn 是闵可夫斯基号差的)。因此，AdSn 可以嵌入 n+1 维时空 R2,n−1 中 (即把 R1,n 中 zn

分量的号差改成负的)。具体来说，设 R2,n−1 的坐标为 zA = (z0,z1, ...,zn), 相应的度规张量
为

ds2 =−(dz0)2 +(dz1)2 + ...+(dzn−1)2 − (dzn)2 = ηABdzAdzB. (12.13)

式中 ηAB = diag{−1,1, ...,1,−1}。则 AdSn 为 R2,n−1 中的“双曲面”，由下式定义

AdSn : −(z0)2 +
n−1

∑
i=1

(zi)2 − (zn)2 =−L2 ⇔ ηABzAzB =−L2. (12.14)

作为 R2,n−1 中的“双曲面”，AdSn 的截面曲率同样为 K =−1/L2。

类似的，AdSn 上有基林向量场 MAB = zA∂B − zB∂A，AdSn 的等度规群为 R2,n−1 的“洛

伦兹群”，记为 SO(2,n−1)。值得一提的是，SO(2,n−1) 同样是 n−1 维闵可夫斯基时空

R1,n−2 的共形变换群，这其实也是 AdSn/CFTn−1 对应成立的一个必要条件。比方说，对于

n = 5 的 AdS5 情形，其等度规群为 SO(2,4)，而 SO(2,4) 同样是 4 维闵可夫斯基时空 R1,3

的共形变换群，这两者的等同是 AdS5/CFT4 对应之所以成立的保证之一。

德西特空间和反德西特空间作为常曲率空间

上一章中，作为一种常曲率空间，我们已经引入过 n 维德西特空间和 n 维反德西特空

间了，而且我们还给出了它们的一种度规，也就是黎曼在其演讲《论几何学之基础假设》

中给出的度规。为了看清楚上面对德西特空间和反德西特空间的定义其实与上一章一致，

下面我们根据本章的定义重新来推导上一章的那个度规。

先看德西特空间。为此，我们需要作一个投影 (本质上是球极投影的一种推广), 即将
n+1 维的坐标 zA = (z0,z1, ...,zn) 投影到 n 维的 xµ = (x0,x1, ...,xn−1)，这个投影的定义如下

zµ =
1

1+ x2

4L2

xµ , µ = 0,1, ...,n−1 (12.15)
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以及

zn = L
(1− x2

4L2

1+ x2

4L2

)
(12.16)

这里 x2 ≡ ηµνxµxν , 其中 n 维的 ηµν 为 ηµν = diag{−1,1, ...,1}。
要看清上面定义的投影的确满足方程 (12.12)，只需注意到

ηµνzµzν =
x2

(1+ x2

4L2 )2
⇒ ηµνzµzν +(zn)2 = L2. (12.17)

进而，可以根据上面的投影定义直接验证 dSn 上的度规为

ds2 = ηABdzAdzB = ηµνdzµdzν +(dzn)2 =
ηµνdxµdxν(

1+ x2

4L2

)2 . (12.18)

这正好是上一章给出的度规！这也验证了，德西特时空的截面曲率的确为 K = 1/L2。

反德西特空间是类似的。不过，这时候 n+ 1 维坐标 zA = (z0,z1, ...,zn) 到 n 维坐标

xµ = (x0,x1, ...,xn−1) 的投影应该定义为

zµ =
1

1− x2

4L2

xµ , µ = 0,1, ...,n−1 (12.19)

以及

zn = L
(1+ x2

4L2

1− x2

4L2

)
. (12.20)

不难验证，这的确满足方程 (12.14)。进而可以算得 AdSn 上的度规为

ds2 = ηABdzAdzB = ηµνdzµdzν − (dzn)2 =
ηµνdxµdxν(

1− x2

4L2

)2 . (12.21)

这正好是上一章给出的度规！这也验证了，反德西特时空的截面曲率的确为 K =−1/L2。

12.2 德西特空间的一些常用坐标以及彭罗斯图

下面我们介绍 dSn 的一些常用坐标，并讨论 dSn 的彭罗斯图。

12.2.1 整体坐标与彭罗斯图

整体坐标

先从 dSn 的所谓整体坐标入手。为了引入整体坐标，让我们先观察定义德西特超曲面

的方程 (12.12), 重写如下

dSn : −(z0)2 +(z1)2 + ...+(zn)2 = L2. (12.22)

从这个方程可以看出 dSn 其实是一个拓扑为 R×Sn−1 的双曲面，其中 R 为时间方向，由
坐标 z0 参数化。给定时间 z0, 相应的空间 n−1 维球面 Sn−1 由下式给出

(z1)2 + ...+(zn)2 = L2 +(z0)2 =常数> 0. (12.23)
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超曲面方程 (12.22) 显然可以通过如下参数化方式解出来，即定义

z0 = Lsinhτ, za = Lna coshτ, (12.24)

式中 a = 1,2, ...,n, na 是定义 n−1 维单位球面的 n 维单位向量，na 满足

δabnanb = 1, δabnadnb = 0, δabdnadnb = dΩ2
n−1, (12.25)

式中 dΩ2
n−1 表示 n−1 维单位球面上的标准度规。进而不难得到，dSn 的度规可以表示为

ds2 =
[
− (dz0)2 +

n

∑
a=1

(dza)2]|dSn

= L2[−dτ2 + cosh2 τdΩ2
n−1
]
. (12.26)

在上述整体坐标中，明显的对称性是 Sn−1 的旋转对称性，也即是完整的等度规群

SO(1,n) 中的 SO(n) 子群。

与 (12.26) 式相应的，欧几里德号差的最大对称空间 Sn 上的相应度规可以由 (12.26)
式通过将时间 τ“维克旋转”到虚时间而得到，即

τ ≡ iθ ⇒−dτ2 + cosh2 τdΩ2
n−1 → dθ 2 + cos2 θdΩ2

n−1 = dΩ2
n. (12.27)

这告诉我们闵氏号差的 dSn 和欧氏号差的 Sn 其实只相差一个“维克旋转”。

彭罗斯图和视界

为了讨论 dSn 的彭罗斯图，我们引入共形时间 η，其定义为

dη =
dτ

coshτ
, (12.28)

不难验证这相当于

cosη =
1

coshτ
, τ ∈ (−∞,+∞)⇒ η ∈ (−π

2
,
π
2
). (12.29)

引入共形时间后，即可将度规 (12.26) 式重写成

ds2 = L2 cosh2 τ
(
− dτ2

cosh2 τ
+dΩ2

n−1
)

=
L2

cos2 η
(
−dη2 +dΩ2

n−1
)
. (12.30)

因此，如果我们取共形因子 Ω = 1
L cosη , 则由 (12.30) 式可见，dSn 外尔等价于具有如

下度规的所谓爱因斯坦静态宇宙 (−π
2 ,

π
2 )×Sn−1

ds̃2 = Ω2ds2 =−dη2 +dΩ2
n−1. (12.31)

由共形紧化的定义，dSn 的无穷远对应 Ω = 0 的地方，也就是对应

η =±π
2
. (12.32)
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通常称 η = π
2 为未来无穷，记作 I +, i+, 因为在现在的情形中类时未来无穷和类光未来无

穷合并在一起了; 称 η =−π
2 为过去无穷，记作 I −, i−，因为类时过去无穷和类光过去无

穷合并了。

为了画出 dSn 的彭罗斯图，通常进一步将空间部分的 dΩ2
n−1 写成 dΩ2

n−1 = dχ2 +

sin2 χdΩ2
n−2, 这里 χ ∈ [0,π], χ = 0 对应 Sn−1 的北极，χ = π 对应 Sn−1 的南极。从而 dSn

外尔等价于

ds̃2 =−dη2 +dχ2 + sin2 χdΩ2
n−2. (12.33)

因此，我们可以在 (η ,χ) 平面上画出 dSn 的彭罗斯图，如图 (12.1)(图中每一个点代表一
个 n−2 维球面)。

Figure 12.1: dSn 的彭罗斯图，图中每一个点代表一个 n−2 维球面。

注意，彭罗斯图中左侧的直线 χ = 0 和右侧的直线 χ = π 并非时空的边界，而只是空
间部分 Sn−1 的北极和南极。

现在，考虑一个位于北极 χ = 0 的观察者，这个观察者将有一个事件视界 (event
horizon), 它也即是此观察者能够从中接收到信号的时空区域的边界。同时，北极观察者还
有一个粒子视界 (particle horizon), 它也即是此观察者能够通过发射信号影响的区域的边
界。如图 (12.2) 所示。北极观察者能够接收信号的区域和能够影响的区域的交集称作北极
的因果菱形 (causal diamond), 即图 (12.2) 中右侧的图的红色部分。

不难看出，北极观察者的事件视界和粒子视界分别是彭罗斯图上的两条对角线，它们

满足方程

χ =±(η − π
2
). (12.34)

12.2.2 静态坐标以及其它

在 dSn 的整体坐标中，度规场显然是依赖于时间 τ 的，然而，dSn 上还可以引入一组

适当的局部坐标 (而不是整体坐标)，其中度规场不依赖于时间，甚至是静态的，这就是所
谓的静态坐标。
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Figure 12.2: 左边的图表示北极观察者能够看到的时空区域，其边界即是这个观察者的事
件视界。中间的图表示北极观察者能够通过发射信号影响的时空区域，其边界即是这个观

察者的粒子视界。右边这幅图的红色部分表示北极观察者的因果菱形，蓝色部分表示南极

观察者的因果菱形。

为了引入静态坐标，我们将 (12.22) 式重写为

n−1

∑
k=1

(zk)2 = (z1)2 + ...+(zn−1)2 = L2 +(z0)2 − (zn)2. (12.35)

然后，通过下式定义空间径向坐标 r

r2 ≡
n−1

∑
k=1

(zk)2 ⇒ (zn)2 − (z0)2 = L2(1− r2

L2 ). (12.36)

假如 r ≤ L, 则根据上式可以自然地定义

zk = rnk, (k = 1,2, ...,n−1)

z0 = L(1− r2

L2 )
1
2 sinh(

t
L
), zn = L(1− r2

L2 )
1
2 cosh(

t
L
), (12.37)

式中 nk 为 n−1 维单位向量，它定义了一个 n−2 维单位球面。根据上面的定义，即可以

得到 dSn 的度规为

ds2 =−(dz0)2 +(dzn)2 +
n−1

∑
k=1

(dzk)2

=−(1− r2

L2 )dt2 +(1− r2

L2 )
−1dr2 + r2dΩ2

n−2. (12.38)

这就是 dSn 的静态度规，它也正是第 10 章中解出来的德西特度规。
显然，r = L是一个德西特视界，同时也是基林向量场 ξ = ∂t 的基林视界。根据 (12.37)

式，也有

ξ = ∂t =
∂ zA

∂ t
∂A =

1
L

(
zn∂0 + z0∂n

)
=

1
L

(
zn∂0 − z0∂n

)
=

1
L

Mn0. (12.39)

所以，ξ 正比于 Mn0, 是 dSn 的基林向量场之一。
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为了看清楚静态坐标所覆盖的区域，我们由 (12.37) 式，有

zn + z0 = L(1− r2

L2 )
1
2 et/L ≥ 0, zn − z0 = L(1− r2

L2 )
1
2 e−t/L ≥ 0. (12.40)

所以静态坐标仅仅覆盖 zn ≥ |z0| 的四分之一时空。r = L 的德西特视界就是这四分之一时

空的边界。

下面考察 r → L 时，坐标如何趋于德西特视界。为此令 r = L(1− ε2/2)(ε 为无穷小
量)，代入 (12.40) 式，即有

zn + z0 = εet/L, zn − z0 = εe−t/L. (12.41)

当 ε → 0 时，如果同时令 εet/L →有限(即同时取 t → ∞)，则显然有 εe−t/L → 0, 这时的德
西特视界为

zn = z0, zn + z0 =有限. (12.42)

反过来，若当 ε → 0时，同时令 εe−t/L →有限(即同时取 t →−∞)，则必然有 εet/L → 0, 这
时的德西特视界为

zn =−z0, zn − z0 =有限. (12.43)

总之，静态坐标的德西特视界必然满足 zn =±z0。

翻译到整体坐标中，根据整体坐标的定义 (12.24)，这时候有

z0 = Lsinhτ, zn = Lcoshτ cos χ, (12.44)

式中 χ 为 n−1 维单位球面上的极角。因此 zn =±z0 相当于

coshτ cos χ =± sinhτ ⇒ cos χ =± sinhτ
coshτ

=±sinη

⇒ χ =±(η − π
2
). (12.45)

这正好是上一小节中北极的事件视界和粒子视界所满足的方程！所以，北极的事件视界和

粒子视界正好就是静态坐标的德西特视界。

实际上，容易进一步验证，静态坐标中的 r = 0 就相应于整体坐标中的北极 χ = 0, 进
而沿着 r = 0 的静止世界线有 t/L = τ，这也正好就是上一小节中北极观察者的世界线。综
上可知，静态坐标其实仅仅覆盖了北极的因果菱形！它正好是德西特彭罗斯图的四分之一。

庞加莱坐标

还有一种坐标也很常用，即所谓的庞加莱坐标。为了定义庞加莱坐标，我们引入空间

坐标 x = (x1,x2, ...,xn−1), 并定义

zn − z0 = Le−t ≥ 0, zn + z0 = L(et −x2e−t)

zk = Le−txk, (k = 1,2, ...,n−1). (12.46)
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注意到 (zn)2 − (z0)2 = (zn − z0)(zn + z0) = L2 − L2x2e−2t , 由此不难验证上面的定义满足
(12.22) 式。进而可以求出相应的 dSn 度规，为

ds2 = L2(−dt2 + e−2tdx2). (12.47)

由于有 zn − z0 ≥ 0, 所以上面的坐标仅仅覆盖了整个 dSn 的一半。但是上面的坐标还

不是庞加莱坐标，为了进一步引入庞加莱坐标，我们将 (12.47) 重写为

ds2 = L2e−2t(−e2tdt2 +dx2). (12.48)

进而只要定义 τ ≡ et ≥ 0，则有

ds2 = L2 1
τ2 (−dτ2 +dx2). (12.49)

最终的这个度规就是 dSn 的庞加莱度规，相应的坐标即是庞加莱坐标。很显然，在庞加莱

坐标中，τ = 0 是时空的共形边界，相应于过去无穷 I −, i−，未来无穷所在的那一半区域

没有被庞加莱坐标覆盖。

12.3 反德西特空间的一些常用坐标

AdSn 空间的坐标可以类似于前面 dSn 情形处理。为此我们从方程 (12.14) 开始，将之
重写如下

AdSn : −(z0)2 +
n−1

∑
k=1

(zk)2 − (zn)2 =−L2. (12.50)

稍微调整一下，也可以写成

(z0)2 +(zn)2 =
n−1

∑
k=1

(zk)2 +L2. (12.51)

不难看出这个空间具有拓扑 S1 ×Rn−1，因为对于 Rn−1 上给定 zk 的点，上面方程描述了

(z0,zn) 平面中的一个圆周 S1。由于度规在 (z0,zn) 平面是负定的，这表明这个 S1 是闭合类

时曲线。具有闭合类时曲线的时空，其因果性是有问题的。为了避免这个问题，我们可以

取上述时空的万有覆盖空间，也就是将时间圆周 S1 替换成 R, 即 S1 → R。实际上，我们
通常所谓的 AdS 时空都是指这个覆盖空间。

整体坐标

为了定义 AdSn 的整体坐标，我们取 (12.51) 式的如下解

(z0)2 +(zn)2 = L2 cosh2 ρ,
n−1

∑
k=1

(zk)2 = L2 sinh2 ρ. (12.52)

进一步，可以取如下参数化

z0 = Lcoshρ sinτ, zn = Lcoshρ cosτ, zk = Lnk sinhρ, (12.53)
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式中 nk 为 (n−1) 维单位矢量，它定义了一个 n−2 维单位球面。根据上面的参数化不难

得到如下 AdSn 的度规

ds2 = L2[− cosh2 ρdτ2 +dρ2 + sinh2 ρdΩ2
n−2
]
. (12.54)

这就是所谓的 AdSn 的整体坐标，其中 ρ 的取值范围是 [0,+∞), τ 的取值范围本来是 [0,2π],
忽略 2π 周期等同进而过渡到万有覆盖空间以后就变成了 τ ∈ (−∞,+∞)。

假设定义 r ≡ Lsinhρ，并定义 t ≡ Lτ，则度规 (12.54) 就变成了

ds2 =−(1+
r2

L2 )dt2 +(1+
r2

L2 )
−1dr2 + r2dΩ2

n−2. (12.55)

这正是我们在第十章中得出爱因斯坦场方程的 AdS 解时解出来的度规，它是静态 dS 度规

的对应物。

彭罗斯图以及共形边界

我们可以将 AdSn 的整体度规重写作

ds2 = L2 cosh2 ρ
[
−dτ2 +

dρ2

cosh2 ρ
+ tanh2 ρdΩ2

n−2
]
. (12.56)

通过下式引入一个新的径向坐标 ψ

dψ =
dρ

coshρ
. (12.57)

这个方程的解是

cosψ =
1

coshρ
. (12.58)

由于 ρ ∈ [0,+∞)，所以

coshρ ∈ [1,+∞)⇒ ψ ∈ [0,
π
2
). (12.59)

由

coshρ =
1

cosψ
⇒ sinhρ = tanψ, tanhρ = sinψ, (12.60)

从而可以将度规变成

ds2 =
L2

cos2 ψ
[
−dτ2 +dψ2 + sin2 ψdΩ2

n−2
]

=
L2

cos2 ψ
[
−dτ2 +dΩ2

n−1
]
. (12.61)

从上面的结果可以看出，AdSn 时空外尔等价于

ds̃2 =−dτ2 +dΩ2
n−1, 0 ≤ ψ <

π
2
. (12.62)
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也即是说，AdSn 外尔等价于爱因斯坦静态宇宙 (它有 0 ≤ ψ ≤ π) 的一半。给定时间 τ，空
间超曲面是一个 n−1 维的半球，边界在 ψ = π

2 处 (它显然不在时空本身的定义域内)，这
个空间边界当然是一个 n−2 维球面 Sn−2。ψ = π

2 也是共形因子 Ω = cosψ/L = 0 的地方，

因此对应 AdSn 的共形边界，记作 I。

从 (12.61) 式可以看出，这个共形边界 I 是类时的，具有度规

ds̃2|ψ=π/2 =−dτ2 +dΩ2
n−2. (12.63)

所以 I 的拓扑是

I ≃ R×Sn−2. (12.64)

它可以看作是对 n−1 维闵可夫斯基时空 R1,n−2 的空间部分作了一个共形紧化

R1,n−2 → R×Sn−2. (12.65)

I 其实是未来类光无穷、过去类光无穷、以及类空无穷结合起来的产物。

可以在 (τ,ψ) 平面上画出 AdSn 的彭罗斯图，如图 (12.3) 左图。图中与竖直方向成 45

Figure 12.3: 反德西特时空的彭罗斯图，图中每一个点代表一个 n−2 维球面。

度角的那些直线代表类光测地线。由于 τ 无限延伸，而 ψ 有限，所以很难在保持光线沿
着 45 度角方向的前提下进一步将整幅彭罗斯图压缩到一个有限区域内，因为一旦我们将

τ 压缩到有限了，那就一定会同时把整个 ψ 轴压缩成一个点，最后的结果将如图 (12.3)右
图。我们通常不会这么做，通常我们就将图 (12.3) 的左图当作 AdSn 的彭罗斯图，虽然它

的 τ 方向向两端无限延伸。注意，图 (12.3) 中左边 ψ = 0 的那条直线并不是 AdSn 的边

界，而只是 ψ = 0 的径向坐标的坐标原点。

从彭罗斯图中可以清楚地看到，光线可以在有限的坐标时内抵达共形边界 I。这意

味着，取 AdSn 的任意一个空间截片 Σ(如图 (12.3) 所示)，在 Σ 的未来一定存在一些点，
它的某一些过去指向的因果线 (类光测地线) 在过去并不会与 Σ 相交，而是跑到共形边界
I 上去了。这意味着，Σ 上的初始数据并不足以决定场位形在这些未来点处的值，换言之，



224 Chapter 12. 德西特空间与反德西特空间

AdSn 不是整体双曲时空！(关于整体双曲的定义，请参见第九章在介绍强宇宙监督猜测时
的讲述。)

为了决定场位形在整个 AdS 时空的演化，我们不仅需要初始数据，还需要在 I 上指

定合适的边界条件，比方说让 I 完美地反射光线等等。由于需要在共形边界 I 上给定边

界条件，这也就意味着，可以有一些场本身就生存在 I 上。特别的，可以在 I 上定义共

形场论。这些事实，结合 AdS5 的等度规群 (即 SO(2,4)) 与边界四维闵氏时空的共形群相
同的事实，对于 AdS/CFT 对应的引入起到了重要作用。AdS/CFT 对应说的就是 AdS 时

空的量子引力理论等价于共形边界 I 上的一个没有引力的共形场论。

庞加莱坐标

和 dS 时空一样，AdS 时空也有一组庞加莱坐标。为了定义它，我们注意到下式可以

满足定义了 AdS 时空的 (12.50) 式

zα = Lrxα , zn − zn−1 = Lr

zn + zn−1 = L(r−1 + rηαβ xαxβ ). (12.66)

式中 α,β = 0,1, ...,n−2。利用上式，可以将 AdS 的度规改写成

ds2 = L2(dr2

r2 + r2ηαβ dxαdxβ)
= L2(dρ2 + e2ρηαβ dxαdxβ) (r = eρ)

= L2 1
z2

(
ηαβ dxαdxβ +dz2) (r = z−1). (12.67)

最后一行的度规就是庞加莱度规，相应的坐标就是庞加莱坐标。

z = 0 就对应 AdS 的共形边界，很显然，共形边界具有标准的闵氏度规

ds̃2|z=0 = ηαβ dxαdxβ . (12.68)

这个结果表面看起来与 (12.63) 式有点出入，因为 (12.68) 式并不与 (12.63) 式微分同胚等
价，但是两者共形等价，也就是说，在合适的微分同胚变换下，两者只相差一个外尔共形

因子。实际上，共形紧化手续并不能唯一决定共形边界上的度规，因为共形紧化时所乘的

共形因子 Ω 并不是唯一的，这导致共形紧化只能将边界上的度规确定到一个共形等价类，
而 (12.63) 式与 (12.68) 式正是属于同一个共形等价类，所以两者并不矛盾。同时，这也是
为什么共形边界上只能定义共形场论的原因，因为只有共形场论才不依赖于确定的背景度

规，而只依赖于背景度规的一个共形等价类。
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自施瓦西解发现以后，直到 1963 年，克尔才发现真空爱因斯坦场方程的另一个重要
性可与施瓦西解相提并论的精确解，也就是著名的克尔解，或者说克尔黑洞，因为它描写

一个旋转的黑洞。克尔黑洞的具体求解过程比施瓦西解复杂太多，因此下文中我们将略过

这个求解过程，直接给出最后的克尔度规，并从这个度规出发对克尔黑洞的一些物理性质

进行讨论。

除了关于克尔黑洞的相关讨论以外，本章的另一个重点是对所谓的黑洞热力学定律进

行初步探讨。这个探讨与对克尔黑洞的一些讨论密切相关，因此我们将这两个主题放在同

一章节中。

13.1 克尔黑洞的度规与视界

13.1.1 克尔黑洞的度规

在所谓的 Boyer-Lindquist 坐标下，克尔黑洞的度规可以写为

ds2 =− ∆
ρ2 (dt −asin2 θdϕ)2 +

sin2 θ
ρ2

[
(r2 +a2)dϕ −adt

]2
+

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ 2. (13.1)

式中

ρ2 = r2 +a2 cos2 θ , ∆ = r2 −2GMr+a2. (13.2)
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通常也将上面的度规展开，写成更便于直接读出各度规分量的形式

ds2 =−
(
1− 2GMr

ρ2

)
dt2 +

Σ
ρ2 sin2 θdϕ 2

− 4GMar
ρ2 sin2 θdtdϕ +

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ 2

=gttdt2 +gϕϕ dϕ 2 +2gtϕ dtdϕ +grrdr2 +gθθ dθ 2. (13.3)

式中

Σ = (r2 +a2)2 −a2∆sin2 θ . (13.4)

其中 a 称作克尔参数，不难看出，当 a = 0 时，克尔解退回到球对称的施瓦西解。另外，

显然可以从式中读出 gtt ,gϕϕ ,gtϕ ,grr,gθθ。而且由于 gtϕ ̸= 0, 所以即使在 r 很大处，克尔解

也不是一个静态解，而只是一个稳态解。

由于各度规分量都不依赖于 t, 所以这个解显然具有时间平移不变性，相应的基林向
量场可以记为 ξ = ∂t。但是，由于克尔参数 a 的引入，这个解不再具有空间旋转不变性，

而仅仅只具有沿着坐标 ϕ 的旋转不变性，即在 ϕ → ϕ + c(c 为常数) 的变换下解保持不变，
相应的基林向量场可以记作 η = ∂ϕ，换言之，克尔解只具有轴对称性。一般地，克尔解的

任意基林向量场可以写作 ξ 和 η 的线性组合，即

K = aξ +bη . (13.5)

假设按照 (t,ϕ ,r,θ) 的顺序排列坐标分量，则易见克尔解的度规张量具有如下形式

gµν =


gtt gtϕ 0 0

gtϕ gϕϕ 0 0

0 0 grr 0

0 0 0 gθθ

 . (13.6)

通过一些代数运算, 可以得到如下有用结果

D ≡−det

(
gtt gtϕ

gtϕ gϕϕ

)
= g2

tϕ −gttgϕϕ = ∆sin2 θ . (13.7)

度规张量的逆矩阵 gµν 由下式给出

gµν =


−D−1gϕϕ D−1gtϕ 0 0

D−1gtϕ −D−1gtt 0 0

0 0 1/grr 0

0 0 0 1/gθθ

 , (13.8)

所以，grr = 1/grr = ∆/ρ2, gθθ = 1/gθθ = 1/ρ2。值得注意的是，当 D = 0, gµν 不存在，从

而 D = 0 对应某种坐标奇异性。
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我们可以将克尔度规 (13.3) 重写作，

ds2 =
(
gtt −

g2
tϕ

gϕϕ

)
dt2 +gϕϕ (dϕ −ωdt)2 +grrdr2 +gθθ dθ 2

=−ρ2∆
Σ

dt2 +
Σ
ρ2 sin2 θ(dϕ −ωdt)2 +

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ 2. (13.9)

式中

ω ≡−
gtϕ

gϕϕ
=

2GMar
Σ

. (13.10)

正如我们即将看到的，这实际上描述的是一个绕轴旋转的时空。

ω 的物理含义

由于克尔时空有基林向量场 η , 进而根据第十一章第二节的知识可知，对于一个协变
速度为 uµ = ( dt

dτ ,
dϕ
dτ ,

dr
dτ ,

dθ
dτ )(τ 为固有时) 的粒子，其单位质量的角动量 l 为守恒量，这里

l 为

l = η ·u = gtϕ
dt
dτ

+gϕϕ
dϕ
dτ

. (13.11)

设想从空间无穷远处丢一个粒子到克尔时空里，其协变速度为 u, 则它的 l 是守恒的。

另外，对于克尔解 (13.3)，在空间无穷远处 gtϕ → 0, gϕϕ → r2 sin2 θ。设想这个粒子在空间
无穷远处是静止的，即 dϕ

dτ → 0, 则很显然，在空间无穷远处这个粒子的角动量 l = 0。由

于 l 守恒，所以在粒子的下落过程中，将保持 l = 0，这是一个零角动量粒子。进而根据
(13.11) 式，在下落过程中这个粒子将获得一个位置依赖的角速度 ω(r,θ)(即使它的角动量
始终为零!)，

ω(r,θ)≡ dϕ
dt

=
dϕ
dτ

/
dt
dτ

=−
gtϕ

gϕϕ
. (13.12)

很显然，这个 ω(r,θ) 正是前面 (13.10) 式定义的 ω。
对粒子在克尔时空中获得零角动量的角速度现象的解释是，克尔时空本身在旋转 (如

图 (13.1) 所示)，这种时空旋转使得其中的粒子跟着旋转！通常也称这种效应为参考系拖
拽效应，指在广义相对论中，一个旋转的物体 (比如旋转的黑洞) 会拖拽着周围的时空一
起旋转。

13.1.2 克尔黑洞的视界和无限红移面

根据第十一章第四节关于引力红移的讨论，对于稳态时空中的一个稳态观察者而言，

满足 ⟨ξ ,ξ ⟩= 0 的面，就是这个观察者的无限红移面。对于克尔解，由于 ξ = ∂t , 所以这个
条件相当于 gtt = 0，代入克尔度规，即有

1− 2GMr
ρ2 = 0 ⇔ r2 −2GMr+a2 cos2 θ = 0. (13.13)
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Figure 13.1: 旋转的物体带动周围时空一起旋转。

解得两个根，为

rS± = GM±
√
(GM)2 −a2 cos2 θ . (13.14)

但是，与施瓦西黑洞不同，克尔黑洞关于稳态观察者的无限红移面，并不是它的未来事件

视界！

为了考察克尔黑洞的内外视界，我们按照第九章第一节的讨论，考察其单向膜开始和

结束的地方。设单向膜由超曲面 f (r,θ) = 0 给出，则单向膜开始和结束的地方满足的方程

是

gµν∂µ f ∂ν f = 0. (13.15)

按照假设，这也即是

grr(∂r f )2 +gθθ (∂θ f )2 = 0

⇒ ∆
ρ2 (∂r f )2 +

1
ρ2 (∂θ f )2 = 0. (13.16)

由于 ∂r f 与 ∂θ f 不同时为零，不难看出这个方程的解为

∂θ f = 0, ∆ = 0. (13.17)

由前一个方程得 f (r,θ) 实际上与 θ 无关，而由 ∆ = 0 的两个根可以得到内外视界 r±，

r± = GM±
√
(GM)2 −a2, (13.18)

的确与 θ 无关！注意，r+ ≤ rS+。

值得注意的是，虽然 r± 与 θ 无关，但这不意味着给定时刻的视界面是一个球面，
因为克尔度规在 r = r± 的超曲面上诱导的度规并不是球面度规！当然，由于视界面处

D = ∆sin2 θ = 0，所以它对应 Boyer-Lindquist 坐标的一种奇异性，这种奇异性不是时空
本身的奇性，而是坐标奇性，可以通过选取新的坐标来去除。视界面的特殊性不在于这种

坐标奇性，而在于从时空整体的因果结构而言，视界面是特殊的，类似于施瓦西时空的视

界。稍后我们会进一步讨论克尔时空的整体因果结构。
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从事件视界 r± 的表达式 (13.18) 也可以看出，符合物理要求的克尔解必须满足如下
能限

GM ≥ a. (13.19)

因为如果 a > GM, 那克尔解将不存在事件视界，进而出现裸奇性 (正如后文将要进一步讲
述的，ρ2 = 0 对应时空奇性)。
克尔黑洞的视界和无限红移面如图 (13.2) 所示，其中位于 rS+ 与 r+ 之间的阴影区域

就是所谓的能层，至于为什么称之为能层，我们稍后再讨论。值得注意的是，在能层区，

人们还是有可能逃离黑洞的，因为单向膜还没开始。

Figure 13.2: 克尔黑洞的视界和无限红移面，rS+ 和 r+ 之间的阴影区就是所谓的能层。注

意，在能层区，人们还是有可能逃离黑洞的，因为单向膜还没开始。

13.1.3 稳态观察者

在一个稳态时空中 (比如克尔解在空间足够远处)，所谓的稳态观察者指的即是其世界
线 (通常并不是测地线) 与类时基林向量场 ξ 的积分曲线相重合的那些观察者，换言之，
稳态观察者的协变速度 u = γξ , 式中 γ 为归一化系数。但是，对于像克尔解这样的存在两
个基林向量场 (ξ 和 η) 的稳态时空，由于 ξ̃ = aξ +bη(a,b 为常数) 也为基林向量场，因
此只要 ξ̃ 类时，则由它的积分曲线给出来的观察者也是稳态观察者。不过，我们这里谈到
稳态观察者的时候仅仅指由 ξ = ∂t 的积分曲线给出来的观察者。很多书也称这样的观察

者为静态观察者，不过，按照本书的定义，静态观察者仅存在于静态时空中，因此对于稳

态时空中 ξ 的积分曲线，我们还是称之为稳态观察者。
对于克尔解，现在我们考察一个协变速度 u = γ(ξ +Ωη) 的观察者，这里 γ 为归一化

系数，Ω 不必为常数，而是可以依赖于 r,θ。则我们说这样的观察者为具有角速度 Ω 的观
察者。为了看出这一点，我们可以积分协变速度的方程 dt

dτ = γ, dϕ
dτ = γΩ, 进而有观察者的

角速度
dϕ
dt

=
dϕ
dτ

/
dt
dτ

= Ω(r,θ). (13.20)

我们将看到，仅在无限红移面 rS+ 之外才存在角速度 Ω = 0 的观察者，因此人们又把 rS+

称作稳态极限面，意思是，在这个面之内 gtt > 0 区域的观察者无法具有固定的 (r,θ ,ϕ) 位
置，而必须跟着时空一起转动，具有非零的角速度 Ω。
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为了看清楚这一点，我们注意到作为协变速度要求 u 类时，即 ⟨u,u⟩ < 0，根据 u 的

定义即有

⟨ξ ,ξ ⟩+2Ω⟨ξ ,η⟩+Ω2⟨η ,η⟩< 0

⇔gtt +2gtϕ Ω+gϕϕ Ω2 < 0. (13.21)

进而有

Ω−(r,θ)< Ω(r,θ)< Ω+(r,θ), (13.22)

其中 Ω± 是 (13.21) 关于 Ω 的一元二次多项式的两个根，由下式给出

Ω± =
−gtϕ ±

√
g2

tϕ −gttgϕϕ

gϕϕ
= ω ±

√
∆ρ2

Σsinθ
, (13.23)

上式最后我们代入了 (13.10) 式关于 ω 的定义，也代入了 (13.7) 式的结果。
在稳态极限面 rS+ 上，gtt = 0, 从而有 Ω− = 0(注意 gtϕ < 0), 并且不难知道

Ω− =


< 0, r > rS+

= 0, r = rS+

> 0, r < rS+

. (13.24)

另外，再注意到 Ω+ > 0 恒成立，而且在观察者从稳态极限面 rS+ 进入能层，并逐渐向视

界 r+ 靠近的过程中，∆ 在减小，从而 Ω+ 逐渐减小，而 Ω− 逐渐增加。在 r = r+ 的视界

面上，∆ = 0, 从而

Ω+ = Ω− = ω(r+) =
a

r2
++a2 > 0, (13.25)

式中用到 ∆(r+) = 0，即 r2
++a2 = 2GMr+。

以上讨论也意味着：在 r > rS+ 的区域，观察者的角速度 Ω 可正可负，尤其是，可以
取 Ω = 0！而在 r+ < r < rS+ 的能层区，必定有 Ω > 0，观察者必须跟着时空一起旋转。尤

其是在 r = r+ 的视界面上，这时候 Ω 只能取 ω(r+) = a
r2
++a2 > 0! 因此，通常称这个角速

度为克尔黑洞的旋转角速度，记为 ΩH ,

ΩH ≡ ω(r+) =
a

r2
++a2 . (13.26)

很显然，ΩH 是一个常数，所以 ξH = ξ +ΩHη 必定为一个基林向量场。而且由于在视
界面 r = r+ 上 Ω+ = Ω− = ΩH , 进而由上面的讨论过程可以知道，在视界面 r = r+ 上，必

有 ⟨ξH ,ξH⟩|r+ = 0, 换言之，视界面 r = r+ 同时是基林向量场 ξH 的基林视界！

13.2 彭罗斯过程

由于能层的特殊性，彭罗斯想到一个聪明的想法，使得人们在原则上可以从一个旋转

黑洞中提取能量，这就是所谓的彭罗斯过程。这个过程可以将克尔黑洞的总能量 (也就是
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质量 M) 部分提取出来，转换成可资利用的能量，而且，彭罗斯过程的能量转换率非常高，
反复利用彭罗斯过程最高大约可以将黑洞总能量的百分之 29 转换成可利用的能量。在把

质量转换成其它能量形式的各种机制中，这是一个异常巨大的转换百分数。比方说，实验

室里可实现的转化率最高的过程，就是将氢聚变成氦的核聚变反应，但这个反应的转换百

分数还不到百分之 1。不妨科幻地想象一下，宇宙中也许有足够发达的文明，它可以建立
在一个巨大的旋转黑洞旁边，并利用彭罗斯过程从旋转黑洞中提取能量，那这样的文明就

将有用不完的能量！

为了说清楚彭罗斯的想法，我们考察基林向量 ξ = ∂t , 根据第 11 章第 2 节，我们知道
有相应的守恒能量 (在 11.2 节我们是记单位质量的守恒能量 ε =−ξ ·u)

E =−ξ ·P =−ξµPµ . (13.27)

式中 P为粒子的协变动量，对于质量为 m的粒子，P = mu。粒子的协变动量 P当然是类时

的！如果 ξ 也类时，则由于两个类时向量的内积一定是负的 (请读者想一想为什么？)，因
此以上定义的守恒能量 E 就一定为正。但是，如果 ξ 类空，那相应的能量 E 就可以为负！

而在克尔解中，ξ 正是既可以类时也可以类空，具体来说，在 rS+ 之外，⟨ξ ,ξ ⟩ = gtt < 0，

这时 ξ 类时; 但是，在能层 r+ < r < rS+ 之内，gtt > 0，这时 ξ 就类空。因此，在能层之
内，允许粒子的能量为负！

以上就是彭罗斯的观察，而彭罗斯的想法是：我们让一个协变动量为 P 的物体沿着测

地线进入能层，因为它沿着测地线运动，所以其 E =−ξ ·P 守恒，从而，这个 E 在能层之

内也和能层之外一样保持为正。现在，一旦这个物体进入了能层，我们可以设法让它分裂

成两半 (比方说如果这个物体是一个粒子，我们可以让它衰变成两个粒子)，每一半都沿着
自己的测地线运动，能量和动量守恒要求

P = P1 +P2, E = E1 +E2. (13.28)

但是，在能层之内，我们有可能让 E1 < 0, 进而使得 E2 = E −E1 > E, 也即是说，使得另一
半获得比初始时更大的能量！当然，第一半由于 E1 < 0，因此它是无法逃出能层之外的 (因
为能层外要求能量为正)，这一半一般来说会进一步掉进黑洞视界之内。但是对于 E2 > E

的这另一半，它完全可以逃离到能层的外面而被外面的我们所利用 (因为 rS+ 不是视界，

视界之内才是无法逃离的，能层之内则可以逃离)。这样一来，我们就通过花费一份较小的
能量 E，而获得了一份更大的能量 E2 > E，额外获得的能量当然是从旋转黑洞中提取出来

的，因此，这样我们就从克尔黑洞中提取出了能量。这，就是彭罗斯过程！

从克尔黑洞中提取能量会使得黑洞的质量 M 减少。假如从克尔黑洞中提取了过多的

能量，那会不会最终破坏 GM ≥ a的能限要求，从而制造出裸奇性呢？下文的分析表明，这

种情况永远不会发生，因为黑洞质量 M 的减少必然会同时伴随着克尔参数 a 的减少，从

而使得能限永远得以满足。

为了看清楚这一点，不妨考虑基林向量场 ξH = ξ +ΩHη。我们知道，视界 r+ 也是 ξH

的基林视界，即 ξH 在视界上类光，不难进一步看到，在视界之外 (包括能层内)，ξH 都是

类时的。这意味着在视界外恒有

ξH ·P ≤ 0 ⇔ ξ ·P+ΩHη ·P ≤ 0 ⇒−E +ΩH j ≤ 0. (13.29)
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式中 j = η ·P 为粒子的守恒角动量。将这个条件运用到两半中掉进黑洞的那第一半，也就
是满足 E1 < 0 的那一半，即有

0 > E1 ≥ ΩH j1. (13.30)

这意味着 j1 < 0，从而这一半会减少克尔黑洞的总角动量，而且角动量减少得“更多”，这

样，我们在从克尔黑洞提取能量的同时，必然也提取了它的“更多”角动量。

事实上，正如后文将会解释的，克尔黑洞的总角动量 J 为

J = Ma. (13.31)

(请注意克尔黑洞的旋转角速度 ΩH 取决于克尔参数 a) 这样，从克尔黑洞中提取角动量就
意味着 a 也会同时减少，而且减少得“更多”，从而保证能限 GM ≥ a 始终得以满足。换

言之，彭罗斯过程提取的黑洞能量实际上是黑洞的转动能量，反复利用彭罗斯过程耗尽一

个克尔黑洞转动能量的最终结果就是，使它变成一个施瓦西黑洞。

为了进一步看清提取能量的过程不会制造裸奇性，我们考察克尔黑洞视界面的表面积

A(给定一个时刻，给定 r = r+，注意在 r = r+ 上 ∆ = 0)

A =
∫ π

0
dθ
∫ 2π

0
dϕ√gθθ gϕϕ |r=r+ = 4π(r2

++a2)

= 8πGM
[
GM+

√
(GM)2 −a2

]
= 8π

[
G2M2 +G

√
G2M4 − J2

]
. (13.32)

式中我们代入了 r+ = GM +
√

G2M2 −a2。假如克尔黑洞同时丢失 δM 的质量和 δJ 的角

动量，则其面积的改变量为

δA
4G

= 2π
[
2GMδM+

2G2M3δM− JδJ√
G2M4 − J2

]
=

2πJ√
G2M4 − J2

[δM
ΩH

−δJ
]
. (13.33)

这个式子从最后一行代入 ΩH 的定义式并倒推上去比较容易证明。

掉进黑洞的那一半物体会使得黑洞质量减少 δM = E1，同时使得角动量减少 δJ = j1。

进而，在式 (13.33) 中代入与 E1 ≥ ΩH j1 对应的 δM ≥ ΩHδJ, 即有

δA ≥ 0. (13.34)

这意味着，在彭罗斯过程中，虽然黑洞的质量减少了，但是其视界面积是单调递增的！特

别的，这保证了，彭罗斯过程永远不会使得克尔黑洞的视界消失进而出现裸奇性！

下面我们解释为什么说克尔黑洞的总角动量为 J = Ma。这里的关键依据是，在广义

相对论中，一个时空的总能量动量以及总角动量完全取决于时空度规在空间无穷远处的渐

近形式，关于这一点后面的章节会进一步展开讲，这里暂且把它接受为基本原理吧。



13.3 黑洞热力学定律 233

因此，为了看清楚为什么克尔黑洞的角动量为 J = Ma, 我们需要考察克尔度规在空间
无穷远 (r →+∞) 处的渐近形式。根据 (13.3) 式可知，当 r →+∞ 时有

ds2 →−
(
1− 2GM

r

)
dt2 +(1+

2GM
r

)dr2 + r2(dθ 2 + sin2 θdϕ 2)

− 4GMa
r

sin2 θdtdϕ . (13.35)

式中第一行所描述的正是一个质量为 M 的星体在空间无穷远处的渐近度规，而第二行

2gtϕ dtdϕ 的渐近形式 − 4GMa
r sin2 θdtdϕ 正是取决于这个星体的旋转角动量。为了看得更清

楚，不妨引入直角坐标 x = r sinθ cosϕ ,y = r sinθ sinϕ，注意到 xdy− ydx = r2 sin2 θdϕ , 进
而即有

2gtϕ dtdϕ →−4GMa
r

sin2 θdtdϕ =−4GMa
r3 (xdy− ydx)dt. (13.36)

正如后面章节中将会看到的，这一渐近形式正是一个在 x− y 平面内旋转角动量为 J = Ma

的星体的渐近度规。所以，克尔黑洞的总角动量为 J = Ma！

13.3 黑洞热力学定律

本节将从计算克尔黑洞的表面引力出发，进而对黑洞热力学定律进行一个探讨。

13.3.1 克尔黑洞的表面引力

假设记克尔黑洞的视界面 (r = r+ 处) 为 H , 则由于 H 同时是基林向量场 ξH =

ξ +ΩHη 的基林视界，所以在 H 上有(
ξ µ

H Dµξ ν
H = κξ ν

H
)
|H , (13.37)

式中常数 κ 为克尔黑洞的表面引力。原则上，我们可以通过这个式子计算出克尔黑洞的
κ。

不过，用下面的等效方法计算 κ 将会更快。为此我们注意到 ∂µ⟨ξH ,ξH⟩= 2⟨ξH ,DµξH⟩=
2ξ ν

HDµξHν , 利用基林方程 DµξHν +DνξHµ = 0, 即有 ∂µ⟨ξH ,ξH⟩=−2ξ ν
HDνξHµ , 限制在视界

面上又有 −2ξ ν
HDνξHµ |H =−2κξHµ |H , 从而即有

∂µ⟨ξH ,ξH⟩|H =−2κξHµ |H . (13.38)

用这个式子计算 κ 只需用到普通导数，无需计算协变导数，因此要更方便一些。
不过，上面的式子要求坐标系在视界面上非奇异，而我们知道 Boyer-Lindquist 坐标

在视界面上是奇异的。解决这个问题的办法之一是，引入相应的爱丁顿-芬克斯坦坐标。
为此，我们首先回顾 (13.1) 式, 重写如下

ds2 =− ∆
ρ2 (dt −asin2 θdϕ)2 +

sin2 θ
ρ2

[
(r2 +a2)dϕ −adt

]2
+

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ 2. (13.39)
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定义 r∗ 坐标如下

dr∗ =
r2 +a2

∆
dr. (13.40)

观察上面的 (13.39) 式，进而引入爱丁顿-芬克斯坦坐标 (v,χ,r,θ), 定义如下

dv = dt +dr∗ = dt +
r2 +a2

∆
dr, dχ = dϕ +

a
∆

dr. (13.41)

利用这个式子消去 (13.39) 式中的 dt 和 dϕ，即可以得到

ds2 =− ∆
ρ2 (dv−asin2 θdχ)2 +

sin2 θ
ρ2

[
(r2 +a2)dχ −adv

]2
+2(dv−asin2 θdχ)dr+ρ2dθ 2. (13.42)

为了方便读出各度规分量，我们展开上式，得

ds2 =−
(
1− 2GMr

ρ2

)
dv2 +

Σ
ρ2 sin2 θdχ2 +ρ2dθ 2

+2dvdr−2asin2 θdχdr− 4GMar
ρ2 sin2 θdvdχ. (13.43)

注意到 gvv = gtt , gχχ = gϕϕ , gvχ = gtϕ。特别的，这个度规中的 grr 分量为零！并且 ∆ 不再
出现在度规分量的分母上，这使得即使在视界面上，度规分量也不会发散，这就消除了视

界面处的坐标奇异性！

根据 (13.41) 式，不难得到爱丁顿-芬克斯坦坐标中的基林向量 ξH

ξH = ξ +ΩHη = ∂t +ΩH∂ϕ = ∂v +ΩH∂χ . (13.44)

换言之，在 (v,χ,r,θ)坐标中 ξ µ
H = (1,ΩH ,0,0)。为了应用 (13.38)式，我们需要计算 ⟨ξH ,ξH⟩,

有

⟨ξH ,ξH⟩= gvv +2gvχΩH +gχχΩ2
H

= gtt +2gtϕ ΩH +gϕϕ Ω2
H . (13.45)

(注意, gvv = gtt , gχχ = gϕϕ , gvχ = gtϕ ) 从而不难得到 (利用定义 ω = − gtϕ
gϕϕ
，再利用 g2

tϕ −
gttgϕϕ = ∆sin2 θ)

⟨ξH ,ξH⟩= gtt +2gtϕ ΩH +gϕϕ Ω2
H

= gϕϕ (ΩH −ω)2 +gtt −
g2

tϕ

gϕϕ

= gϕϕ (ΩH −ω)2 − ρ2∆
Σ

. (13.46)

利用在视界上 ΩH = ω|H , 以及 ∆|H = 0, 即可以得到

∂µ⟨ξH ,ξH⟩|H =−ρ2

Σ
(∂µ∆)|H . (13.47)
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为了应用 (13.38) 式，我们还需要知道 (v,χ,r,θ) 坐标中的 ξHµ，为此，将 ξ µ
H =

(1,ΩH ,0,0) 的指标降下去, 即有

ξHµ = (gvv +ΩHgvχ ,ΩHgχχ +gvχ ,gvr +ΩHgχr,0)

= (gtt +ΩHgtϕ ,ΩHgϕϕ +gtϕ ,gvr +ΩHgχr,0). (13.48)

在视界面上，(g2
tϕ −gttgϕϕ )|H = ∆sin2 θ |H = 0, 所以 −ω|H =

gtϕ
gϕϕ

|H = gtt
gtϕ

|H , 所以，

ξHµ |H = (gtt +ΩHgtϕ ,ΩHgϕϕ +gtϕ ,gvr +ΩHgχr,0)|H

=
(
gtϕ (ΩH −ω|H ),gϕϕ (ΩH −ω|H ),gvr +ΩHgχr,0

)
= (0,0,1−ΩHasin2 θ ,0). (13.49)

上式最后一行利用了在视界面上 ΩH = ω|H , 并代入了 gvr 和 gχr 的表达式。

另一方面，注意 ∆ = (r− r+)(r− r−)，在 (v,χ,r,θ) 坐标中不难得到

∂µ⟨ξH ,ξH⟩|H =−ρ2

Σ
(∂µ∆)|H =−ρ2

Σ
|H
(
0,0,r+− r−,0

)
=−

(r2
++a2 −a2 sin2 θ)

(r2
++a2)2

(
0,0,r+− r−,0

)
=−1−ΩHasin2 θ

r2
++a2

(
0,0,r+− r−,0

)
. (13.50)

将结果 (13.49) 和结果 (13.50) 代入 (13.38) 式，即可以读出

κ =
r+− r−

2(r2
++a2)

. (13.51)

13.3.2 再谈霍金辐射

从表面引力的计算结果 (13.51)，再根据公式 TBH = h̄κ/(2π)，就能得到克尔黑洞的霍
金温度。特别的，我们注意到，当克尔参数刚好使能限饱和时，也就是 GM = a 时，有

r+ = r−, 因此这时候表面引力 κ = 0，从而霍金温度也等于零，这种克尔黑洞称作极端克

尔黑洞。

霍金温度的存在意味着非极端的克尔黑洞会向外发出热辐射，也就是霍金辐射。霍金

辐射当然是一种量子现象，对它的详细讨论要用到弯曲时空的量子场论，这当然超出了本

书的范围。不过，定性地分析一下霍金辐射的产生机制倒是可以的。首先，平坦时空的量

子场论告诉我们，量子场会在平坦时空中不断涨落，有各种正反虚粒子对不断产生并湮灭，

一般来说，能量守恒会阻止这些虚粒子对变成真实的粒子，因为真实的粒子和真实的反粒

子都具有大于零的能量，因此从真空涨落中凭空产生真实粒子对会破坏能量守恒。但是，

如果有一个外加的场 (比方说电场)，那虚粒子对就有可能从这个外场中吸收能量，并进而
转化成真实的正反粒子对。实际上，所谓的施温格效应指的就是这种外场作用下产生粒子

对的现象。类似的，在黑洞这样的弯曲时空中，引力场的存在也有可能将真空涨落的虚粒

子对转化为真实粒子对。
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以克尔黑洞为例，这时我们有一个基林向量场 ξH , 它在视界外是类时的，而在视界
之内是类空的，这个区别就是霍金辐射的根源。比方说考虑一对正反粒子，记正粒子的协

变动量为 P，记反粒子的协变动量为 P, 则由于 ξH 在视界外类时，所以在视界外显然有

−ξH ·P > 0、−ξH ·P > 0, 即如果两粒子都在视界之外，那么它们的能量都为正，这时当然
不能从零能的真空中凭空产生这一对粒子。但是，场的真空涨落允许产生虚粒子对，如果

这些虚粒子对中的一个, 比方说反粒子的那个，掉进了视界之内，而另一个保持在视界之
外，那它们就有可能转化成真实的粒子。因为，由于在视界之内 ξH 类空，所以视界内的

那个反粒子完全可能具有负的能量，也即使得 −ξH ·P < 0，视界外的那个粒子当然能量为

正，这样一来，两粒子的总能量就可以为零，那零能真空产生这样的粒子对当然就不违反

能量守恒！黑洞之外的那个粒子跑到无穷远处就成了黑洞的辐射，而掉进黑洞的粒子由于

具有负能量，所以会使得黑洞的质量减少，所以总的效果就相当于是黑洞的能量转化成了

辐射出去的粒子的能量。这就是霍金辐射的基本机制！

霍金辐射特殊的地方在于，它的辐射谱是一个黑体谱，对应的黑体温度就是霍金温度，

换言之，霍金辐射是一个热辐射，从这个意义来说，出来的辐射似乎是不携带任何信息的。

这导致霍金提出黑洞信息损失问题，霍金的想法是：假设在量子引力中考虑一团物质坍缩

成黑洞，然后这黑洞再通过霍金辐射蒸发掉，整个过程似乎是信息不守恒的。因为在黑洞

形成之前，物质和引力是处于一个量子的纯态，而在坍缩成黑洞以后，辐射出来的却是一

个热谱 (所谓的混态)，不再是一个纯态，这样原来的纯态的信息就凭空损失掉了！但是，
在量子力学中，一个纯态只会随着时间幺正演化，它永远也不会自发变成一个混态，换言

之，在量子力学中，孤立系统的信息永远是守恒的！基于以上想法，霍金提出，黑洞原则

上不可能满足量子力学规律！因此为了能在量子的层次上描述黑洞，我们的量子力学原理

需要修改。

但，与霍金的观点相对的，也有不少物理学家相信，霍金辐射的热谱只是一个半经典

的结果，如果对黑洞蒸发过程进行真正量子引力的研究就会发现，辐射可以用某种微妙的

方式携带信息，整个黑洞的演化过程是信息守恒的，和当前的量子力学原理兼容！

在某种意义上，这两派观点的争论由于 AdS/CFT的发现而得以了结，因为 AdS/CFT
对应告诉我们，AdS 时空中的一切过程，包括黑洞的形成和蒸发，都可以用边界上的普
通量子场论系统来描述，因此当然是信息守恒的！后来霍金也承认了他原来的观点可能

不正确，但是，问题是，霍金辐射是如何携带信息从而使得信息守恒的，这就是所谓的

黑洞信息问题，这个问题目前依然远远没有解决。这方面的最新进展可以参看综述文章

The entropy of Hawking radiation，Ahmed Almheiri, Thomas Hartman, Juan Maldacena,
Edgar Shaghoulian, and Amirhossein Tajdini.

下面我们来具体估算一下霍金温度和一颗黑洞需要多长时间才能蒸发完。不妨以施瓦

西黑洞为例，它的表面引力是 1/(4GM)，恢复带量纲常数 c,kB 以后，其霍金温度为

kBTBH =
h̄c3

8πGM
∼ h̄c3

GM
, (13.52)

注意，霍金温度反比于黑洞质量，质量越大的黑洞温度越低。代入各物理常数的值以后，

可以得到 TBH ∼ 6.2×10−8(M⊙/M)K, 其中 M⊙ 是太阳质量，可以看到，除了质量非常微小
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的原初黑洞，通常黑洞的温度都非常低，很难从宇宙背景中分辨出这么微小的温度。

下面估算黑洞蒸发完大约需要多长时间。首先从黑洞辐射的斯特藩 (Stefan) 定律, 有

dE
dt

≃−σAT 4
BH , (13.53)

式中 σ =
π2k4

B
60h̄3c2 为斯特藩-玻尔兹曼常数，A 为黑洞表面积分，对施瓦西黑洞 A = 4πr2

g, 注
意到

E = Mc2, A ∼
(GM

c2

)2
, (13.54)

由此可以得到

dM
dt

∼− h̄c4

G2M2 . (13.55)

积分即可以得到黑洞的寿命

τBH ∼
( G2

h̄c4

)
M3. (13.56)

以上估算过程忽略了霍金辐射所产生的反作用，在 dM/dt ≪ M 时这是一个不错的近

似，但是，在黑洞即将蒸发完的最后阶段，反作用对黑洞质量的影响其实是不可忽略的。从

上面的估算结果可以得到，对于一个太阳质量大小的黑洞，即 M ∼ M⊙,有 τBH ≫ 140亿年,
即远远大于宇宙年龄。而那些在宇宙极早期产生的原初黑洞，质量约为 1014g ∼ 10−19M⊙,
大约是地球上一座山的质量，不难算出，把它辐射完需要 τBH = 8.3×1016s。也就是说，即
使是宇宙早期所产生的原初黑洞，至今也还在辐射。当然，随着黑洞质量的减少，霍金辐

射是越来越快的，在一颗黑洞寿命的最后阶段，它可能会终结于一场剧烈的“小爆炸”。

13.3.3 黑洞热力学定律

根据表面引力的式子 (13.51) 不难得到

κ = ΩH

√
G2M4 − J2

J
. (13.57)

进而即可以将 (13.33) 式写成

δA
4G

=
2π
κ
[
δM−ΩHδJ

]
⇒δM =

κ
2π

δ
( A

4G

)
+ΩHδJ. (13.58)

与热力学第一定律 δM = T δS+ΩδJ 比较，并注意到 h̄κ
2π 就是黑洞的温度，进而可知，黑

洞具有一个正比于其视界面积的熵

SBH =
A

4Gh̄
, (13.59)

称作贝肯斯坦-霍金熵！
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而 (13.58)式即是所谓的黑洞热力学第一定律，我们上面给的是一个简化版的推导，这
个推导并不具备一般性，它依赖于克尔解的假定，更具一般性的推导可以参见 Eric Poisson,
A Relativist’s Toolkit–The Mathematics of Black-Hole Mechanics，第 5.5.4 节，或者参见
原始论文，The Four Laws of Black Hole Mechanics，J. M. Bardeen，B. Carter and S. W.
Hawking.

贝肯斯坦-霍金熵的存在和霍金温度的存在一样，是一件非常不可思议的事情，因为从
经典物理的角度来看，克尔黑洞只依赖于两个参数 M 和 a，换言之，经典的克尔黑洞只有

两个自由度。而热力学熵却是系统自由度数目的衡量，一个正比于面积的熵就意味着系统

存在正比于面积的自由度数目 (对于一个真实的黑洞，这个自由度数目是巨大的，比如即
使对于一个质子那么大的小黑洞，其 SBH ∼ 1040, 一个巨大的天文数字)，这些自由度当然
不可能仅仅是经典解的 M 和 a，那么与黑洞熵所对应的这些微观自由度是什么呢？这是一

个远没有完全解决的问题，不过，注意到贝肯斯坦-霍金熵的表达式依赖于普朗克常数 h̄，

而且它和引力常数 G 一起出现在表达式的分母上，所以这意味着两件事情：第一，与黑洞

熵所对应的微观自由度一定是量子的，只有用量子引力才能解释; 第二，由于 Gh̄ 出现在

分母上，所以黑洞熵必定不是一个微扰量子引力效应 (微扰指按照 Gh̄ 的幂级数展开，因

此 Gh̄ 的负幂次一定是非微扰的)，它必定有一个非微扰的起源。
关于黑洞熵的微观起源，目前只有超弦理论对于一些具有超对称性的极端黑洞给出了

正确的解释，对于像施瓦西黑洞这样的黑洞，其熵的微观起源是什么，人们还远远没有了

解，这是一个非常重要非常困难的问题，在这个问题上的进展将意味着我们对量子引力的

理解取得了进展。

另外，贝肯斯坦-霍金熵正比于黑洞表面积也是一个奇异的特征。因为通常的量子场论
体系在给定能标或者给定温度之下，其熵 (也就是自由度数目) 一定是正比于体积的，但
是黑洞熵却并非正比于体积而是正比于表面积，另外还可以论证，给定一个总能量等于黑

洞质量的区域，其总的熵 (自由度数) 一定小于相应黑洞的熵。基于这两点观察，’t Hooft
提出，在量子引力中，一个给定时空区域完全可以由分布在这个区域表面上的某些场论自

由度来描述，特别的，黑洞区域可以由黑洞表面的某些场论自由度描述，所以黑洞的熵才

正比于表面积，这也就是所谓的量子引力的全息原理。全息的意思就是区域表面全息性地

编码了整个区域的信息，就好像一张全息图一样！

目前来说，全息原理已经不仅仅是一个猜测了，因为的确有量子引力的例子精确地实

现了全息原理，这例子就是 Maldacena 提出来的 AdS/CFT 对应，也就是 AdS 时空的某
种量子引力完全由其边界上的某个共形场论描述。但是，对于我们生活的这个真实的宇宙，

其量子引力怎样符合全息原理，则目前人们还完全不知道。

由于黑洞视界的表面积正比于其熵，而我们又知道，在彭罗斯过程中，视界面积 A 是

单调递增的，这不禁让我们想到热力学第二定律，也就是所谓的熵增定律。实际上，在黑

洞力学中，的确有一条严格证明的定理，它说，渐近平坦时空中任何黑洞的视界面积之总

和在任何经典过程 (不限于彭罗斯过程) 中都只能增加，不能减少。这就是霍金的黑洞面
积不减定理，具体来说：

霍金的面积不减定理：如果物质场的能动张量满足所谓的类光能量条件 (后面的章节
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会介绍)，并假定宇宙监督成立，则一个渐近平坦时空中未来事件视界的面积之总和一定
是时间的非减函数。

关于这个定理的证明，可以参见 E. Witten 的经典综述文章 Light Rays, Singularities,
and All That。中文译本叫《光线、奇点，以及其它》，是由我们一些人翻译的，网上能搜
到。

在历史上，霍金温度的发现其实晚于黑洞熵概念的提出，最早是贝肯斯坦根据黑洞力

学第一定律 (13.58) 与热力学第一定律的相似性，以及面积不减定理与热力学第二定律的
相似性，进而初步论证黑洞具有一个正比于其表面积的熵，至于精确的比例系数，则是后

来霍金通过精确推导出霍金温度公式而确定下来的。

贝肯斯坦的基本推理如下：设想一个里面包裹着黑洞的孤立系统，设想这个系统的物

质正在不断掉进黑洞里面，因此这些物质的熵在减少，如果黑洞没有熵或者在物质掉进去

的时候其熵不增加，那么整个系统总的熵就会自发减少，从而破坏了热力学第二定律。所

以，贝肯斯坦说，黑洞一定有一个熵，而且在物质掉进去的时候，其熵一定会增加，贝肯

斯坦进一步估算了黑洞熵要增加多少才能挽救热力学第二定律，他发现，大体上，黑洞熵

的增量应该正比于其视界面积的增量，进而贝肯斯坦才提出，黑洞有熵，且其熵正比于视

界面积。

下面讨论两个可以从面积不减定理中推导出来的结果。一个是黑洞合并过程中可能辐

射 (不是霍金辐射，而是经典的引力波辐射) 出来的能量，另一个是对所谓的黑洞不能分
裂的简单论证。

考虑两个质量分别为 M1 和 M2 的黑洞相互合并，最终形成一个质量为 M3 的黑洞，在

合并过程中通过引力波辐射出去的能量是 M1+M2−M3, 因此这个过程的效率 η(注意不是
上文的基林向量 η) 为

η =
M1 +M2 −M3

M1 +M2
= 1− M3

M1 +M2
. (13.60)

假定初始的两个黑洞均是施瓦西黑洞，因此视界面积 A1,A2 分别为，A1 = 16πG2M2
1 , A2 =

16πG2M2
2。假定合并以后的黑洞面积为 A3，则根据面积不减定理

A3 ≥ 16πG2(M2
1 +M2

2). (13.61)

另外，因为两个黑洞在合并过程中互相绕对方旋转，因此一般来说角动量不为零，最

终合并以后的黑洞一般来说是一个克尔黑洞，根据克尔黑洞的面积公式 (13.33), 有

A3 = 8π
[
G2M2

3 +G
√

G2M4
3 − J2

3

]
≤ 16πG2M2

3 . (13.62)

结合以上两个不等式，即有

M3 ≥
√

M2
1 +M2

2 , (13.63)

因此辐射效率将受到如下限制

η ≤ 1−

√
M2

1 +M2
2

M1 +M2
≤ 1− 1√

2
. (13.64)
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辐射能是可以利用来做功的能量，面积不减定理的这个限制有点类似于热力学第二定律对

热机效率的限制。

下面我们来简单论证为什么黑洞不能分裂。假设一个施瓦西黑洞可以分裂成两个黑洞，

M3 → M1 +M2. 则面积不减定理告诉我们

M3 ≤
√

M2
1 +M2

2 ≤ M1 +M2. (13.65)

而另一方面分裂过程只可能通过引力波辐射损失能量，这要求 M3 ≥ M1 +M2, 这就导出了
矛盾。所以黑洞不能分裂。

值得注意的是，面积不减定理是一个单纯的经典结果，考虑到量子的霍金辐射，则黑

洞能量可以减少，同时保持角动量不变，因此黑洞面积当然就可能减少。由于黑洞面积正

比于热力学熵，那这是否意味着霍金辐射过程会破坏热力学第二定律呢？研究表明，情况

并非如此，原因在于，一个正在蒸发的黑洞本身并不是一个孤立系统，只有再加上黑洞外

面描写霍金辐射的量子场以后整个系统才可以看成孤立系统。因此这时候，整个系统的熵

除了黑洞熵以外，还要加上外面量子场的熵 Soutside，两者加起来的结果称作广义熵 Sgen,

Sgen =
A

4Gh̄
+Soutside. (13.66)

可以证明，广义熵 Sgen 依然满足热力学第二定律，即

δSgen ≥ 0. (13.67)

具体的证明可以参见论文 A. C. Wall, A proof of the generalized second law for rapidly
changing fields and arbitrary horizon slices, Phys. Rev. D 85, 104049, 2012, [arXiv:1105.3445
[gr-qc]]. [Erratum: Phys.Rev.D 87, 069904 (2013)].

以上我们讲述了黑洞热力学的第一定律和第二定律，其实黑洞力学还满足所谓的热力

学第零定律和第三定律。

具体来说，前面第十一章中，我们证明过具有分岔基林视界的黑洞满足热力学第零定

律，也即是，在整个分岔基林视界上，表面引力的平方是一个常数，因此霍金温度是一个

常数。但是对于一个由引力坍缩形成的真实黑洞，其视界只是一个“不完整”的基林视界，

并没有一个分岔球面，因此这时候第十一章中的证明就失效了。好在我们有一个更加一般

性的第零定律：

黑洞第零定律：假如物质场的能动张量满足所谓的主能量条件 (后面的章节中会介
绍)，则表面引力 κ 在整个未来事件视界上是一个常数，从而霍金温度是一个常数。

这条定律完全于类似于热力学平衡系统的温度是一个常数这条热力学第零定律，所以

称作黑洞热力学第零定律。其证明可以参见 P.K. Townsend，Black Holes，Lecture notes，
arXiv：gr-qc/9707012，第 6.2.1 节。或者参见原始论文 The Four Laws of Black Hole
Mechanics，J. M. Bardeen，B. Carter and S. W. Hawking.
而所谓的黑洞热力学第三定律，是指：不可能通过一个有限系列的操作（无论这些操

作多么理想），将一个黑洞的表面引力 κ 减少至零（也即是将霍金温度降低至绝对零度）。
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很显然，这条定律类似于不可能将一个物体冷却到绝对零度这条热力学第三定律，所

以称作黑洞热力学第三定律。由于极端黑洞的表面引力等于零，所以在这种情况下，第三

定律的意思就是不可能通过有限的过程将一个非极端黑洞转变成极端黑洞，因为如果这可

能的话，那我们就可能进一步进行这样的过程，从而创造出裸奇性，这是宇宙监督假设所不

允许的。第三定律的证明技术上相当复杂，我们推荐读者阅读 Eric Poisson, A Relativist’s
Toolkit–The Mathematics of Black-Hole Mechanics，第 5.5.6 节的一个相关讨论 (不是证
明)。

13.4 克尔黑洞的彭罗斯图和时空奇性

彭罗斯图

前面讲述克尔黑洞的爱丁顿-芬克斯坦坐标时，我们引入了 r∗ 坐标

r∗ =
∫ r2 +a2

∆
dr. (13.68)

与第九章关于克鲁斯卡坐标的相关讲述比较，我们发现，∆/(r2 + a2) 相当于那里的函数

f (r)。因此，类似于第九章，我们可以通过分析 ∆/(r2 +a2) 的零点，进而引入克鲁斯卡坐

标，显然 ∆ 有两个零点 r±，与带电 RN 黑洞有点类似，因此相应有两组克鲁斯卡坐标,
(U±,V±)。相应的彭罗斯图也有点类似于 RN 黑洞的彭罗斯图，如图 (13.3) 所示。

Figure 13.3: 克尔黑洞的彭罗斯图。
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然而，严格来说，彭罗斯图仅仅只对球对称时空有定义，因为彭罗斯图中的每一个点

都代表一个两维球面 S2, 但克尔黑洞却不是球对称的，而仅仅只有轴对称，所以上面的彭
罗斯图其实是取定了 θ 坐标的前提下画出来的, 图中每一点是代表一个由 ϕ ∈ [0,2π) 坐标
所描述的圆周 S1。在彭罗斯图 (13.3) 中，我们用断续的小折线表示时空奇性，这与前面的
章节中对时空奇性的图示方法略有不同，这是因为，正如稍后将会看到的，克尔时空的奇

性仅仅出现在 θ = π/2 处的圆周上，而且这个圆周的半径不是零，而在其它 θ 角位置是
没有时空奇性的。正因为时空奇性只对应 θ = π/2 处的圆周，而不对应由整个 (θ ,ϕ) 角坐
标所描述的半径为零的退化两维球面，因此，经过时空奇性以后，时空依然可以继续，反

映在彭罗斯图 (13.3) 中即是，在时空奇性那根线的两侧都各有一个时空“三角块”，而不
是像 RN 时空那样，时空在奇性处就完全终止了。这也是克尔黑洞彭罗斯图与 RN 黑洞彭
罗斯图的不同之处。

时空奇性

正如前面提到过的，克尔时空的奇性与 RN 黑洞的奇性有一些根本性的不同，虽然从
彭罗斯图上看，这两种时空奇性都是类时的。具体来说，通过计算黎曼曲率张量 (或者计
算 Kretschmann 标量)，研究它发散的地方，可以确定，克尔解的时空奇性出现在如下地
方

ρ2 = 0 ⇒ r = 0且θ =
π
2
. (13.69)

在 RN 黑洞以及施瓦西黑洞情形，r = 0 的时空奇性处所对应的两维球面，其半径也

退化成了零，但是，克尔黑洞情形与此不同。为了看清楚这一点，我们考察克尔度规 (13.1)
在 r = 0 处的诱导度规 (给定时间 t), 不难得到

ds2 = a2[cos2 θdθ 2 + sin2 θdϕ 2]. (13.70)

可见，(θ ,ϕ) 坐标所描述的两维闭合曲面现在并没有退化成一个点，虽然它上面的度规也
并不是标准的球面度规。之所以不是球面度规，当然是因为克尔解并没有空间旋转对称性。

进一步将上面的度规 (13.70) 限制在 θ = π/2 处的时空奇性处，即有

ds2 = a2dϕ 2, (13.71)

这描写的是一个半径为 a 的圆环！这个圆环的角坐标为 ϕ ∈ [0,2π)。因此，给定时刻，克
尔黑洞的时空奇性并不是一个点，而是有一个圆环结构，称作奇环！

闭合类时曲线（时间机器）

前面说过，克尔黑洞的类时奇性左右两侧都有时空存在（与 RN 黑洞不同），分别对
应 r > 0 和 r < 0 的区域。实际上，这个 r < 0 的区域可以被一个在 θ ̸= π/2 处经过 r = 0

的类时观察者所访问，这个类时观察者走的是类时测地线。总之，克尔时空中存在 r < 0

的区域。
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这个新的区域有一个奇异的性质，它允许存在时间机器！换言之，它允许存在闭合的

类时曲线，沿着这样的曲线，一个观察者可以回到过去。为了看清楚这一点，考察一根在

给定 t,r 坐标同时给定 θ = π/2 处的闭合曲线，它当然由 ϕ ∈ [0,2π) 所参数化。从克尔度
规 (13.1)，不难得到这条闭合曲线上的诱导度规，为

ds2 =
(
− a2∆

r2 +
(r2 +a2)2

r2

)
dϕ 2 =

(
r2 +a2 +

2GMa2

r

)
dϕ 2. (13.72)

很显然，只要 r < 0 且绝对值足够小，则这条闭合曲线前面的度规系数就将为负！从而这

条闭合曲线就成了一条类时曲线，ϕ 就成为这条闭合类时线的时间。换言之，在足够接近
时空奇性且 r < 0 的地方，周期变量 ϕ 成了时间坐标，因此随着 ϕ 演化的粒子可以自动会
到自己的过去，这就是一台时间机器！

可惜的是，这台在克尔黑洞内部的时间机器很可能是非物理的！因为它藏在柯西视界

的后面，而正如我们在第九章中讨论过的，柯西视界是不稳定的。

闭合类时线还出现在爱因斯坦场方程的其它一些解中，不过，就像裸奇性一样，人们

通常也认为闭合类时线都是非物理的！也就是说，给定时空的一个合理初始条件，人们相

信闭合类时线无法自动形成。

13.5 超辐射以及黑洞无毛定理

13.5.1 超辐射

彭罗斯过程还有一个场论版本，其中一个场 (而不是一个粒子)被克尔黑洞所散射，但
是散射波相比于入射波不但没有衰减，反而加强了，即散射波从克尔黑洞中提取出了能量，

这种效应就叫做超辐射，它是彭罗斯过程的场论版本。

为了说清楚超辐射的机理，我们考察一个相互作用势能密度 U (Φ) = 0 的标量场 Φ，
其能量动量张量为

Tµν = DµΦDνΦ− 1
2

gµνDρΦDρΦ. (13.73)

根据第十一章的知识，对于类时基林向量 ξ = ∂t , 相应的有守恒能量流

Jν =−ξµT µν =−(ξ µDµΦ)DνΦ+
1
2

DρΦDρΦξ ν . (13.74)

它满足协变守恒方程 DµJµ = 0。

进而，根据第十一章第二节的讨论，这个标量场在黑洞外的空间截片 Σ上的能量 E(Σ)
为

E(Σ) =
∫

Σ
d3x
√
|h|nµJµ , (13.75)

式中 hi j 为 Σ 上的诱导度规，nµ 是 Σ 的未来指向的法向量。现在，将 DµJµ 在如图 (13.4)
所示的阴影区域 V 上积分，假设在类空无穷远 i0 处有 DµΦ = 0, 从而运用弯曲时空中的
高斯定理，即有

0 =
∫

V
d4x
√
|g|DµJµ

=
∫

Σ2

d3x
√
|h2|n2

µJµ −
∫

Σ1

d3x
√

|h1|n1
µJµ +

∫
N

dSµJµ . (13.76)
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Figure 13.4: 在黑洞外的一个空间区域上积分。

其中 N 为黑洞视界中夹在 Σ1 和 Σ2 之间的部分。重新组合一下以上结果，即有

E(Σ1)−E(Σ2) =−
∫

N
dAdvξH · J. (13.77)

式中 v 是前面引入的爱丁顿坐标，它可以看作是视界面上的类光时间，dA 是视界的空间

面积元，并注意到基林向量 −ξH 正好是类光超曲面 N 的沿着黑洞“内向”的类光法向

量。

由以上结果即知，标量场经黑洞散射以后，每单位类光时间黑洞的吸收功率为

P =−
∫

N
dAξH · J. (13.78)

很明显

ξH · J =−(ξ µDµΦ)(ξHνDνΦ)+
1
2

DρΦDρΦ(ξ ·ξH). (13.79)

当限制在视界面上时这个式子的最后一项其实为零，因为这时候有 ξ ·ξH = 0。为了看清楚

这一点，我们注意到

ξ ·ξH = gtt +ΩHgtϕ ⇒ ξ ·ξH |r+ =
(
gtt −

g2
tϕ

gϕϕ

)
r=r+

= 0, (13.80)

最后的等于零是因为，在视界面上 g2
tϕ −gttgϕϕ = ∆sin2 θ = 0。这意味着，我们可以把吸收

功率表达成

P =
∫

N
dA(ξ µDµΦ)(ξHνDνΦ) =

∫
N

dA
∂Φ
∂v

(∂Φ
∂v

+ΩH
∂Φ
∂ χ
)
. (13.81)

上式最后利用了 ξ = ∂t = ∂v, ξH = ∂v +ΩH∂χ。

我们可以将标量场 Φ 按照角动量模式展开，在爱丁顿-芬克斯坦坐标中，即是

Φ = Φ0(r,θ)cos(ωv−mχ), (13.82)

式中 ω 为标量场的频率，取 ω > 0，另外，由于 χ 为一个角度坐标，具有 2π 的周期性，
这就要求角动量模式 m 只能取整数，即 m ∈ Z。将这个展开代入 (13.81) 式，并对时间 v

进行周期平均，就可以得到黑洞的平均吸收功率 P，为

P =
1
2
[∫

dAΦ2
0(r+,θ)

]
ω(ω −mΩH). (13.83)
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很显然，对于足够高频的波，这个吸收功率大于零，这时候正如我们期望的，黑洞吸收能

量。但是，假设波的频率相比于角动量来说较小，满足

ω < mΩH (13.84)

那这个吸收功率就是负的！从而这时候散射波实际上从黑洞中提取了能量！这就是场论版

本的彭罗斯过程。

13.5.2 黑洞无毛定理

克尔黑洞是一种稳态黑洞，所谓稳态，指的是存在一个基林向量场 ξ，并且在空间无
穷远处，ξ 是类时向量。值得指出的是，这并不意味着时空全局都是稳态时空，就比如克
尔黑洞，显然在视界之内 ξ 不是类时的，因此按照我们前面章节中对稳态时空的定义，克
尔黑洞并不是全局的稳态时空，虽然在视界之外它的确是稳态时空，因此克尔黑洞依然称

作稳态黑洞。

霍金在 1972 年证明，如果一个黑洞是稳态的，那么它必定是静态的 (即在视界之外
为静态) 或者轴对称的。因此，如果一个稳态黑洞在旋转，那它就必须是轴对称的。这一
观察结果可能令人费解，毕竟，应该有可能在黑洞外放置一些非对称的物质分布，并让它

以非对称的方式潮汐扭曲视界。按理来说，这将产生一个仍然稳态和旋转的黑洞，但不是

轴对称的。然而，霍金和哈特尔 (Hartle)(1972) 已经证明，事实上，这是错误的！原因是
这样的物质分布会给黑洞施加扭矩，迫使它的旋转速度降下来直至成为静态，这个过程当

然是非稳态的。因此，这样的情况会破坏稳态的条件。

在外部没有任何物质的情况下，稳态黑洞有一个极其简单的描述：首先，如果黑洞是

静态的，那么它必须是球对称的，并且只能用施瓦西解来描述。这个美丽的唯一性定理，

是第一个此类定理，由 Werner Israel 于 1967 年确立。这意味着在没有角动量的情况下，
完全的引力坍缩必然会导致施瓦西黑洞。这似乎令人费解，因为最初的坍缩恒星可能是非

常非球形的。1972 年，理查德·普莱斯（Richard Price）阐明了非球形恒星在引力坍缩过
程中摆脱高阶多极矩的机制：这些多极矩辐射出去了，要么辐射到无穷远，要么辐射进黑

洞。在辐射逐渐消失后，这个黑洞就稳定下来，变成了最终的球形。

其次，如果黑洞是轴对称的，那么它一定是克尔黑洞。Israel 唯一性定理的这种扩展
是由 Brandon Carter(1971) 和 D.C.Robinson(1975) 确立的。

最后，黑洞唯一性定理可以推广到黑洞携带电荷的情况。这时，如果黑洞是静态的，

那么它一定是 RN 黑洞 (Israel，1968 年)。而如果它是轴对称的，那么它一定是稍后即将
介绍的克尔-纽曼黑洞 (Mazur，1982；Bunting，未发表)。
我们看到，孤立的黑洞可以通过三个参数来唯一而完整地表征：质量、角动量和电荷，

不需要其他参数。而这一非凡的性质正是约翰·惠勒著名短语“黑洞没有头发”的由来。

惠勒的这句话后来被人们称作黑洞无毛定理。当然，实际上应该说黑洞三毛定理才准确。

基于此，钱德拉塞卡 (1987) 才有充分的理由写道：黑洞是质量从几个太阳质量到数
百万太阳质量不等的宏观物体。在某种程度上，它们可以被认为是稳态的和孤立的，在这

一程度上，他们都是，每一个都是，由克尔解精确地描述的。这是我们唯一一个对宏观物
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体进行精确描述的例子。宏观物体，正如我们在周围看到的那样，受到各种力的支配，这

些力源于各种物理理论的各种近似。相比之下，构建黑洞的唯一元素是我们对空间和时间

的基本概念。因此，几乎根据定义，它们就是宇宙中最完美的宏观物体。由于广义相对论

为它们的描述提供了一个唯一的双参数解族，因此它们也是最简单的对象。

克尔-纽曼黑洞

根据上面所谈到的黑洞无毛定理可知，在渐近平坦的四维时空中，最具一般性的黑洞

必定为克尔-纽曼黑洞，它是爱因斯坦-麦克斯韦方程的解。这个解是纽曼在 1965 年发现
的，其度规为

ds2 =−ρ2∆
Σ

dt2 +
Σ
ρ2 sin2 θ(dϕ −ωdt)2 +

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ 2. (13.85)

其中 ρ2 = r2+a2 cos2 θ , ∆ = r2−2GMr+a2+Q2, Σ = (r2+a2)2−a2∆sin2 θ , ω = a(r2+a2−
∆)/Σ。与这个度规伴随的电磁场为

Aµdxµ =−Qr
ρ2 (dt −asin2 θdϕ). (13.86)

这里 Q 为黑洞所带的电荷。很显然，当 Q = 0 时，克尔-纽曼解退化为克尔解。
类似于前面关于克尔解的讨论，不难得到克尔-纽曼黑洞的内外视界 r± 对应函数 ∆的

零点，即有

r± = GM±
√
(GM)2 −a2 −Q2. (13.87)

类似的，可以得到克尔-纽曼黑洞的旋转角速度为ΩH = a/(r2
++a2),表面引力为 κ = r+−r−

2(r2
++a2)

,
视界面积为 A = 4π(r2

++a2)，这些结果均与克尔黑洞情形完全类似。同样，存在基林向量

场 ξH = ∂t +ΩH∂ϕ , 视界面为它的基林视界。进而可以定义一个静电势 Φ

Φ ≡−Aµξ µ
H . (13.88)

不难发现，在视界面上的静电势为

ΦH ≡ Φ|r=r+ =
r+Q

r2
++a2 . (13.89)

很显然，ΦH 为一个常数。

进而可以将黑洞热力学第一定律推广为

δM =
κ

8πG
δA+ΩHδJ+ΦHδQ. (13.90)
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所有物质的共同特性是，有一个守恒的能量动量张量，通过这个张量，物质才能发出

引力场并弯曲时空。物质的能动张量并非任意的，而是要满足一些合理的物理要求，比方

说，任何观察者测到的能量密度都应该大于等于零。这些物理要求就是所谓的能量条件，

它们就是本章的核心话题。另外，本章还要讨论一个物理模型，即所谓的理想流体模型。

14.1 能量条件

14.1.1 能动张量的本征值分解

压强

我们知道 T i j,i, j = 1,2,3 为动量流密度，但其实还有另外一个看待它们的角度。为了

说清楚这一点，不妨假设我们是在平坦的闵可夫斯基时空中考察问题。这时候，能动张量

所满足的守恒方程为 ∂µT µν = 0。取一个空间区域 V，则这个区域内的总协变动量 pν
V 为

pν
V =

∫
V d3xT 0ν(x)。根据守恒方程 ∂µT µν = 0 有， d

dt pν
V =

∫
V d3x∂tT 0ν(x) = −

∫
V d3x∂iT iν =

−
∫

∂V dSiT iν , 式中 ∂V 表示区域 V 的边界，dSi 为三维空间的面积元矢量。取 ν = j, 则有

d
dt

p j
V =−

∫
∂V

dSiT i j. (14.1)

根据牛顿第二运动定律可知，T i j 为单位面积上的力，也就是压强！具体来说，T i j 为作用

在 i 方向的面积元 dSi 上，并向着 j 方向推的压强。根据 T i j = T ji 可知，这个压强也等于

作用在 j 方向的面积元 dS j 上，并向着 i 方向推的压强。



248 Chapter 14. 再谈能量动量张量

能动张量的本征值分解

将能量动量张量 T µν 看作是一个 4×4 的对称矩阵，可以求解本征方程 gνσ T µνeσ =

λeµ 得到它的四个本征向量。最常见的情形是，有一个本征向量类时 (记作 eµ
0 ), 三个本征

向量类空 (记作 eµ
i , i = 1,2,3), 其它情形 (比方说有本征向量类光的情形) 比较罕见，这里

不作讨论。作为对称矩阵的本征向量，这四个向量 eµ
a , a = 0,1,2,3 当然两两正交，因此可

以正交归一化为

gµνeµ
a eν

b = ηab, (14.2)

式中 ηab = diag{−1,1,1,1} 是标准的闵可夫斯基度规。将方程 (14.2) 看作矩阵方程，然后
两边取逆，即可以由正交归一关系得到如下完备性关系，

ηabeµ
a eν

b = gµν . (14.3)

假设记 T µν 的四个相应本征值为 ρ, p1, p2, p3，则线性代数的知识告诉我们，T µν 必定

可以分解成

T µν = ρeµ
0 eν

0 + p1eµ
1 eν

1 + p2eµ
2 eν

2 + p3eµ
3 eν

3 . (14.4)

根据上面关于压强的讨论可知，pi, i = 1,2,3 作为三个类空方向的本征值，它的物理含义

当然也是三个类空方向的压强 (注意这里的 pi 不是表示粒子动量)，而 ρ 作为 a = 0 方向

(也就是类时方向) 的本征值，它的含义当然就是能量密度。
特别的，如果某种物质满足 p1 = p2 = p3 ≡ p，则它就可以看作是一种理想流体，eµ

0

即可以看作是这种理想流体的流速场，记作 eµ
0 = uµ。这时候，能动张量可以写成

T µν = ρeµ
0 eν

0 + p
(
eµ

1 eν
1 + eµ

2 eν
2 + eµ

3 eν
3
)

= ρeµ
0 eν

0 + p(gµν + eµ
0 eν

0 )

= (ρ + p)uµuν + pgµν , (14.5)

式中第二行的等于号是利用了完备性关系。最终的表达式 T µν = (ρ + p)uµuν + pgµν 就称

作理想流体的能动张量。

上述理想流体定义的物理解释在于：在跟着流体一起以速度 uµ 运动的参考系中，也

就是在四个正交归一矢量场 {eµ
a } 所构成的活动标架中 (以加 ′ 来表示)，流体的能动张量

T ′ab 具有球对称的形式，即 T ′00 = ρ, T ′0i = T ′i0 = 0, T ′i j = pδi j, 变换到实验室系中，即有
T µν = T ′abeµ

a eν
b = (ρ + p)uµuν + pgµν。不难看出，对于理想流体，有

T = T µ
µ = 3p−ρ. (14.6)

也可以利用 eµ
a 将任何一个四维速度 vµ 分解成

vµ = vaeµ
a , (14.7)



14.1 能量条件 249

注意，记号 vµ 和 va 不止是换了一下指标，两者根本就是不同的。则很显然 (利用正交归
一关系)

gµνvµvν = ηabvavb. (14.8)

从而对于类时的速度场，可以归一为

vµ = γ(eµ
0 +aeµ

1 +beµ
2 + ceµ

3 ), γ = (1−a2 −b2 − c2)−
1
2 , (14.9)

式中 a2 +b2 + c2 < 1。而对于一个未来指向的类光向量 kµ , 此时它的归一化可以相差一个
任意的常数，因此可以取

kµ = eµ
0 +a′eµ

1 +b′eµ
2 + c′eµ

3 , a′2 +b′2 + c′2 = 1. (14.10)

很显然，在相差一个无穷大的正归一化常数的前提下，类光向量可以看成是类时向量的极

限，即将式 a2 +b2 + c2 < 1 中的小于号改成小于等于号 a2 +b2 + c2 ≤ 1。

14.1.2 弱能量条件和类光能量条件

弱能量条件

弱能量条件说的是，时空中任何观察者所测到的能量密度必须非负。假设以 vµ 表示

观察者的四维速度 (它当然是一个类时向量)，则弱能量条件说的是，对于任意这样的类时
vµ , 必有

Tµνvµvν ≥ 0. (14.11)

由于类时向量可以任意接近于类光向量，所以根据连续性，上述条件对于类光向量也成立。

代入 (14.4) 式和 (14.9) 式，即有

ρ + p1a2 + p2b2 + p3c2 ≥ 0. (14.12)

由于 a,b,c 任意，所以可以取 a = b = c = 0, 即有 ρ ≥ 0。或者取 b = c = 0,a → 1(即 a 趋

于 1, 注意到 a2 +b2 + c2 ≤ 1), 即有 ρ + p1a2 ≥ 0 → ρ + p1 ≥ 0。因此 ρ + p1 ≥ 0。对 p2, p3

也有类似的结论。综上可知，弱能量条件意味着

ρ ≥ 0, ρ + pi ≥ 0. (14.13)

特别的，负压强是允许的，只要它别负得太多，即满足 pi ≥−ρ。
弱能量条件要求能量密度大于等于零。但是，在有些情况下，负能量密度也是有物理

意义的，比如负的宇宙学常数。我们知道，宇宙学常数 Λ 对应于能动张量 T Λ
µν =− Λ

8πG gµν ,
即对应能量密度 ρΛ 为

ρΛ =
Λ

8πG
. (14.14)
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因此负的宇宙学常数就对应负能量密度。但是，负宇宙学常数的确是有物理意义的，比如

它对应反德西特时空。因此，弱能量条件是可以破坏的，反德西特时空就破坏了弱能量条

件。

我们也可以用标量场来构造破坏弱能量条件的例子。我们知道，标量场 ϕ 的能动张量
为

Tµν = ∂µϕ∂νϕ −gµν
(1

2
∂ σ ϕ∂σ ϕ +U (ϕ)

)
. (14.15)

因此弱能量条件相当于

(vµ∂µϕ)2 +
1
2

∂ σ ϕ∂σ ϕ +U (ϕ)≥ 0. (14.16)

式中第一项总是正的，但是第二项可正可负。但事实上，前两项结合起来总是正的，为了

看清楚这一点，我们引入如下与 vµ 正交的矢量 Xµ

Xµ = ∂µϕ + vµ(vν∂νϕ), (14.17)

满足 vµXµ = 0。则由于 vµ 类时，所以 Xµ 必定类空 (或类光)，因此满足 XµX µ ≥ 0。不难

验证，弱能量条件 (14.16) 可以重写为

1
2
(vµ∂µϕ)2 +

1
2

XµX µ +U (ϕ)≥ 0. (14.18)

现在，前两项都是正的了！很明显，如果势能 U (ϕ)≥ 0，那么弱能量条件就是满足的。但

是，如果 U (ϕ)< 0, 那弱能量条件就会被破坏 (只要取一个 ∂µϕ 足够小的平缓场位形，以
使得前两项足够小)。然而，物理上并没有什么强烈的理由禁止 U (ϕ) < 0 的势函数出现，

所以弱能量条件是可以破坏的！

类光能量条件

所谓的类光能量条件，和弱能量条件类似，只是将向量 vµ 改成任意未来指向的类光

向量 kµ , 即

Tµνkµkν ≥ 0. (14.19)

由于弱能量条件中的 vµ 本身可以为类光向量，所以很显然，类光能量条件比弱能量条件

更弱，换言之，弱能量条件蕴含着类光能量条件。代入 (14.4) 式和 (14.10) 式，即有

ρ + p1a′2 + p2b′2 + p3c′2 ≥ 0, (14.20)

取 b′ = c′ = 0, a′ = 1，则有 ρ + p1 ≥ 0。类似的也有 ρ + pi ≥ 0。因此，类光能量条件意味着

ρ + pi ≥ 0. (14.21)
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14.1.3 强能量条件和主能量条件等等

强能量条件

所谓的强能量条件，即是对任意类时向量场 vµ , 要求

Rµνvµvν ≥ 0. (14.22)

实际上，这个条件是为了确保初始时相互平行的类时测地线簇经过足够长时间以后总是会

开始汇聚，这可以看作是要求引力总是作为一种吸引力出现。利用爱因斯坦场方程的等价

形式 Rµν = 8πG
(
Tµν − 1

2 T gµν
)
, 可知，强能量条件等价于

(
Tµν −

1
2

T gµν
)
vµvν ≥ 0. (14.23)

或者 Tµνvµvν ≥− 1
2 T。

值得注意的是，强能量条件并不一定比弱能量条件更强，当然也不一定比弱能量条件

更弱，它只是一个不同的能量条件，之所以称之为强能量条件，完全是由于历史的原因。

代入 (14.4) 式和 (14.9) 式，即有

γ2(ρ + p1a2 + p2b2 + p3c2)≥ 1
2
(ρ − p1 − p2 − p3). (14.24)

选取 a = b = c = 0(从而 γ = 1)，即有 ρ + p1 + p2 + p3 ≥ 0。另外，将上面不等式写作

γ2(ρ + p1a2 + p2b2 + p3c2)+ 1
2
(p1 + p2 + p3 −ρ)≥ 0, (14.25)

然后取 b = c = 0,a → 1(从而 γ → +∞), 即知上式趋于 ρ + p1 ≥ 0。类似的，当然也有

ρ + pi ≥ 0。综上可知，强能量条件意味着

ρ + p1 + p2 + p3 ≥ 0, ρ + pi ≥ 0. (14.26)

很显然，强能量条件并没有蕴含弱能量条件。对于理想流体，这个条件即是

ρ +3p ≥ 0, ρ + p ≥ 0. (14.27)

同样，不难找到强能量条件被破坏的物理情形。特别的，宇宙学常数 Λ > 0 破坏了强

能量条件。这是因为，T Λ
µν =− Λ

8πG gµν，与理想流体能动量张量比较可知，宇宙学常数对应

ρΛ =
Λ

8πG
, pΛ =−ρΛ, (14.28)

式中 pΛ 为宇宙学常数对应的压强，很显然，当 Λ > 0 时，这是一种负压强！而且很显然

破坏了 ρ +3p ≥ 0 的要求。所以大于零的宇宙学常数破坏了强能量条件。实际上，这一点

很容易理解，因为在 Λ > 0 的德西特时空中，类时测地线簇并不会汇聚，而是会被宇宙膨

胀效应拉开，所以当然破坏强能量条件。

主能量条件
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所谓的主能量条件，其物理含义即是物质应该沿着类时或者类光世界线流动。更精确

地说，这个要求相当于，对于任意协变速度为 vµ 的观察者 (vµ 为未来指向类时向量), 其
观察到的能量流 Jµ 必定是一个未来指向的类时或者类光向量，这里

Jµ =−T µνvν . (14.29)

由此可知

JµJµ ≤ 0. (14.30)

代入 (14.4) 式和 (14.9) 式可知，上式相当于要求

−ρ2 + p2
1a2 + p2

2b2 + p2
3c2 ≤ 0. (14.31)

取 a = b = c = 0, 即有 ρ2 ≥ 0, 进一步要求相应 Jµ 为未来指向的，则可推出 ρ ≥ 0。反过

来，如果取 b = c = 0,a → 1, 则有 −ρ2 + p2
1 ≤ 0, 进一步要求相应 Jµ 为未来指向的，则可

以推出 ρ ≥ |p1|。类似的，当然也有 ρ ≥ |pi|。因此，主能量条件意味着

ρ ≥ 0, ρ ≥ |pi|. (14.32)

平均类光能量条件

但是，以上能量条件均是对经典物质的要求，如果考虑到量子力学，那么以上所有能

量条件都可能变得不再成立。具体来说，我们可以将量子物质通过下面的方程耦合到时空

动力学，

Gµν +Λgµν = 8πG⟨Tµν⟩, (14.33)

式中 ⟨Tµν⟩表示物质场能量动量张量在特定量子态上的算符期望值。量子场论的计算表明，
以上所有能量条件在相当标准的量子场论中均不成立。然而，有一个更弱的能量条件在量

子场论中却总是成立的，那就是所谓的平均类光能量条件。具体来说，可以证明：沿着任

意一条无穷长的非时序类光测地线，任何合理的量子场论均满足如下条件∫ +∞

−∞
dλ ⟨Tµν⟩kµkν ≥ 0. (14.34)

式中 λ 是这条类光测地线的仿射参数，kµ 是它的切向量，满足 kµ = dxµ/dλ。而所谓的
非时序，指的是，这条类光测地线上任意两点都不可能用类时曲线连接起来。

14.2 理想流体

上一节讲到理想流体模型，其能动张量为

T µν = (ρ + p)uµuν + pgµν . (14.35)

如果是在平坦时空中，那理想流体的能动张量即是

T µν = (ρ + p)uµuν + pηµν . (14.36)

那么，什么物理系统可以看作理想流体呢？这就是本节首先要讨论的问题。
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14.2.1 能作为理想流体的两类物理系统

下面我们讨论两类能看作理想流体的物理系统。

无结构的质点气

我们要讨论的第一类系统是 (为简化起见，限制在平坦时空中进行讨论)：由许多质点
组成的理想气体，这些质点的内部结构可以忽略，并且它们仅仅只在相互碰撞的一瞬间有

相互作用，其余时间都是自由运动的。

根据本书第二章的相关讨论可知，以上质点气的能动张量为

T µν = ∑
n

pµ
n pν

n

p0
n

δ 3(x−xn). (14.37)

在跟着流体一起运动的参考系中对上式进行统计平均，注意到 ⟨pi
n⟩= 0,⟨ pi

n p j
n

p0
n
⟩= 1

3⟨
p2

n
p0

n
⟩δi j, i, j =

1,2,3(式中 pn 为粒子的三维动量，⟨·⟩ 表示统计平均)，易知，平均以后的能动张量的确有
球对称的形式 (因此满足理想流体的定义)，其中压强 p 和能量密度 ρ 分别为

p =
1
3

3

∑
i=1

⟨T ii⟩= 1
3 ∑

n
⟨p2

n

En
δ 3(x−xn)⟩,

ρ = ⟨T 00⟩= ∑
n
⟨Enδ 3(x−xn)⟩, (14.38)

式中 En = p0
n 为粒子的能量。由相对论关系式 ηµν pµ

n pν
n =−m2

n ⇒ p2
n +m2

n = E2
n (mn 为粒子

质量) 可知 p2
n ≤ E2

n，进而可以推出

0 ≤ p ≤ 1
3

ρ. (14.39)

对于冷的非相对论性气体，可以作如下近似

En ≃ mn +
p2

n

2mn
. (14.40)

故由 (14.38) 式，可得

ρ ≃ ρ0 +
3
2

p. (14.41)

式中 ρ0 为质量密度 (静能密度) 的统计平均值，由下式给出

ρ0 = ∑
n
⟨mnδ 3(x−xn)⟩. (14.42)

而对于热的极端相对论性气体，我们有

En ≃ |pn| ≫ mn. (14.43)

故由 (14.38) 式知

ρ ≃ 3p ≫ ρ0. (14.44)



254 Chapter 14. 再谈能量动量张量

特别的，光子的质量为零，所以光子气当然是极端相对论性的，从而对于光子气有 ρ = 3p。

一般来说 ρ 和 p 之间的函数关系就称作物态方程。很显然，对于极端相对论性气体，

其物态方程为

p = wρ, w = 1/3. (14.45)

当然，这时候有 T = T µ
µ = 3p−ρ = 0。而对于非相对论性理想气体，其物态方程为 p =

2
3(ρ −ρ0), 式中 ρ −ρ0 是理想气体动能密度的平均值。进一步，根据非相对论性统计物理

的能量均分定理，可知 ⟨ p2
n

2mn
⟩= 3

2 kBT (T 为温度)，进而可以算得

ρ −ρ0 = ∑
n
⟨ p2

n

2mn
δ 3(x−xn)⟩= ∑

n
⟨ p2

n

2mn
⟩⟨δ 3(x−xn)⟩

=
3
2

kBT ∑
n
⟨δ 3(x−xn)⟩=

3
2

kBT n(x). (14.46)

式中 n(x) = ∑n⟨δ 3(x−xn)⟩ 为粒子数密度的统计平均值。从而有，非相对论理想气体的物
态方程为

p = n(x)kBT. (14.47)

这当然是非相对论统计物理中的标准结论, 其中温度 T 不能太高，否则粒子的平均动能就

会大到需要考虑相对论效应。特别的，在很多应用中，可以近似认为 T = 0, 从而将这种极
端冷的非相对论气体的物态方程写作

p = wρ, w = 0. (14.48)

弯曲时空中的标量场

实际上，弯曲时空中的标量场也能看作理想流体。为了看清楚这一点，我们首先写出

标量场的能动张量

T µν = ∂ µϕ∂ νϕ −gµν[1
2
(∂ϕ)2 +U (ϕ)

]
, (14.49)

式中 (∂ϕ)2 ≡ ∂µϕ∂ µϕ。为了将这个能动张量写成标准的理想流体形式，我们令

∂ µϕ ∝ uµ ⇒ ∂ µϕ = Kuµ . (14.50)

为了确定其中的比例系数 K, 我们注意到 (∂ϕ)2 = K2u2, 利用 u2 =−1, 即有 K2 =−(∂ϕ)2。

进而可以将上面的标量场能动张量写成如下形式

T µν =−(∂ϕ)2uµuν −gµν[1
2
(∂ϕ)2 +U (ϕ)

]
. (14.51)

与标准的 T µν = (ρ + p)uµuν + pgµν 比较，即知

ρ + p =−(∂ϕ)2, p =−
[1

2
(∂ϕ)2 +U (ϕ)

]
⇒ p =−1

2
(∂ϕ)2 −U (ϕ), ρ =−1

2
(∂ϕ)2 +U (ϕ). (14.52)

这就是我们要讲的第二类能看作理想流体的物理系统。
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14.2.2 理想流体的运动方程

平坦时空中质元组成的理想流体

在平坦时空中，理想流体的能动张量为

T µν = (ρ + p)uµuν + pηµν . (14.53)

这时，式中的归一化四维速度不妨取作

u0 =
1√

1−v2
, ui =

vi
√

1−v2
, i = 1,2,3. (14.54)

在平坦时空中，能动量守恒方程为 ∂µT µν = 0，即

∂ ν p+(ρ + p)uµ∂µuν +{∂µ [(ρ + p)uµ ]}uν = 0. (14.55)

将这个方程分开写作三维矢量方程和标量方程是方便的，其中的矢量方程就是通常流体力

学中著名的欧拉方程的相对论版本，为了得到它，我们可以在方程 (14.55) 中取 ν = i, 然
后再利用 ν = 0 时的方程 (14.55)，就可以得到

∂v
∂ t

+(v ·∇)v =−(1−v2)

ρ + p

[
∇p+v

∂ p
∂ t

]
. (14.56)

至于标量方程，我们限制于在理想流体微观上由许多质点组成 (也就是上面的第一类
理想流体) 的情形下研究它，因为这种情形下它可以写成特别简单的形式。在这种情形下，
可以定义一个粒子数四维矢量 nµ = n(x)uµ(x), 式中 n(x) 就是所谓的粒子数密度。粒子数

守恒告诉我们，nµ 满足如下连续性方程

0 = ∂µnµ = ∂µ(nuµ). (14.57)

或者写成

∂t
( n√

1−v2

)
+∇ ·

( nv√
1−v2

)
= 0. (14.58)

另外，由于 uνuν =−1，所以还有 0 = ∂µ(uνuν) = 2(∂µuν)uν , 即

(∂µuν)uν = 0. (14.59)

为了得到标量方程，我们用 uν 去和 (14.55) 式收缩，再利用刚才的 (14.59) 式，即有

∂µ [(ρ + p)uµ ] = uµ∂µ p. (14.60)

下一步，我们利用连续性方程 (14.57)来将 (14.60)式改写作 ∂µ [(ρ+ p)uµ ] = ∂µ
[
(ρ+p

n )nuµ]=
nuµ∂µ(

ρ+p
n ) = nuµ∂µ(ρ/n)+npuµ∂µ(1/n)+uµ∂µ p, 进而有

uµ∂µ(ρ/n)+ puµ∂µ(1/n) = 0. (14.61)
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注意到 ρ/n 为每粒子能量，而 1/n 为每粒子占据的体积。而根据热力学第一定律，我

们有 dE + pdV = T dS，S 为热力学熵。定义 s 为每粒子的熵 (比熵)，则热力学第一定律可
以写成

d(ρ/n)+ pd(1/n) = T ds. (14.62)

沿着理想流体的流线，我们有微分 d = uµ∂µ , 从而由上述热力学第一定律即有

uµ∂µ(ρ/n)+ puµ∂µ(1/n) = Tuµ∂µs. (14.63)

代入 (14.61) 式，即可以得到最终的标量方程为

uµ∂µs = 0 ⇔
( ∂

∂ t
+v ·∇

)
s = 0. (14.64)

即比熵 s 在任何随流体运动的点上不随时间变化！这个结果有时候也称作能量方程或绝热

方程。

所以，对于平坦时空中由质元组成的理想流体，其满足的基本微分方程有三个，第一，

连续性方程 (14.57)，第二，欧拉方程 (14.56), 第三，绝热方程 (14.64)。除此之外，为了
研究这样的理想流体，我们还需要合适的物态方程。

在常见的应用中绝热方程可以进一步简化。就像通常遇到的那样，如果比熵 s 在某个

初始时刻处处相同，则根据绝热方程，在此后的流动中 s 将保持处处相同并且不随时间变

化。因此，这时候就可以将绝热方程简单地写作

s =常数. (14.65)

这时候根据热力学第一定律，即有

d(ρ/n)+ pd(1/n) = 0. (14.66)

相对论性流体中的声速

作为一个例子，让我们来计算在均匀静态的相对论性流体中的声速。假设在未扰动的

状态中，n = n,ρ = ρ, p = p 均是常数，而且 v = v = 0。现在，考虑声波引起的小扰动，从

而 n = n+ δn, ρ = ρ + δρ , p = p+ δ p, v = 0+ δv。准确到扰动的一阶小量，连续性方程
(14.58) 和欧拉方程 (14.56) 分别成为

∂δn
∂ t

+n∇ ·δv = 0 (14.67)

∂δv
∂ t

=− ∇δ p
p+ρ

. (14.68)

另外，由绝热方程 (14.66), 有

− 1
n2 (p+ρ)d(δn)+

1
n

d(δρ) = 0

⇒− p+ρ
n

δn+δρ = 0. (14.69)
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定义

c2
s ≡

(δ p
δρ
)
=
(∂ p

∂ρ
)

s, (14.70)

式中的下标 s 表示绝热。则可以将方程 (14.69) 重写作

− p+ρ
n

δn+
1
c2

s
δ p = 0 ⇒ δ p

p+ρ
=

c2
s

n
δn. (14.71)

代入 (14.68) 式，即有

∂δv
∂ t

=−c2
s

n
∇δn. (14.72)

联立此式和上面的 (14.67) 式，即有[ ∂ 2

∂ t2 − c2
s ∇2]δn = 0. (14.73)

这是一个标准的波动方程，它表明声波的传播速度为 cs，恰如在非相对论性流体中那样。

在非相对论流体中声速远小于光速 1，但是声速随着温度增高而增高，因而值得检验
一下是否在由高度相对论性质点 (例如高于 1013K 的氢) 所组成的流体中，声速 cs 能否超

过 1。此时，由于 p = 1
3 ρ，所以根据 cs 的定义，即有

cs =
1√
3
< 1. (14.74)

弯曲时空中的理想流体

对于弯曲时空中的理想流体，其能动张量为

T µν = (ρ + p)uµuν + pgµν . (14.75)

相应的能动量守恒方程为

DµT µν = 0. (14.76)

由此不难得到

Dν p+(ρ + p)uµDµuν +{Dµ [(ρ + p)uµ ]}uν = 0. (14.77)

用 uν 去收缩这个方程，并利用 (Dµuν)uν = 0 (成立的理由和平坦时空中的相应方程一样)，
即有 uνDν p = Dµ [(ρ + p)uµ ], 或者也可以写成

uµDµρ +(ρ + p)Dµuµ = 0. (14.78)

另外，将 uνDν p = Dµ [(ρ + p)uµ ] 反代入 (14.77) 式，即有

(ρ + p)uµDµuν =−(gµν +uµuν)Dµ p. (14.79)

当然，这就是弯曲时空中的欧拉方程。欧拉方程再加上面的方程 (14.78) 就构成了弯曲时
空中理想流动的基本运动微分方程。





15. 球对称恒星及其演化

前面的章节中我们系统讲述了黑洞这种最为奇异的天体，当然今天我们知道黑洞是存

在的，然而由于广义相对论的黑洞解中总是存在时空奇性 (即时空曲率发散的地方)，而奇
性的存在本身意味着广义相对论在此处失效，所以关于黑洞解是否描写了真实存在的天体

(还是仅仅只有数学意义) 就曾经是一个很难确定的难题 (比如白洞通常就被认为是不存在
的)。尤其是，如果黑洞真实存在，那它是如何形成的呢？这一章的目的之一就是要讨论这
个问题。

结果表明，对黑洞如何形成的一个回答是，它可以作为恒星演化的可能归宿之一而出

现。因此这就把我们带到一个同样重要而且有意思的课题，即利用广义相对论来探讨恒星

的演化。当然，动态演化过程研究起来比较困难，但是考虑到恒星的演化通常是在天文学

时间尺度上进行的，所以我们不妨从研究恒星的平衡态开始，具体来说，我们将从研究一

颗静态球对称恒星开始。

15.1 星体结构微分方程

对于一颗静态球对称恒星，其外部的时空当然由施瓦西解所描述，所以关键是要研究

星体的内部。而星体内部是有物质分布的，因此内部时空满足的显然不是真空爱因斯坦方

程，而是有物质分布的爱因斯坦方程。

星体内部的物质分布可以看作是微观上由大量粒子所构成的理想流体，因此具有如下

能量动量张量

Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν . (15.1)
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很显然 T = gµνTµν = 3p−ρ。由于星体被假定为静态的，从而描述物质分布的理想流体也
是静态的，这意味着协变流速场 u = uµ∂µ 将正比于静态基林向量场 ξ = ∂t。

根据第八章中的分析，静态球对称度规必定可以取成如下形式

ds2 =−A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dΩ2. (15.2)

u 正比于 ∂t 就意味着 uµ 只有时间分量，进一步根据归一化条件 gµνuµuν =−1，即可以定

出在 (t,r,θ ,ϕ) 坐标中，

uµ = A− 1
2 (1,0,0,0), uµ = A

1
2 (−1,0,0,0). (15.3)

代入 (15.1) 式，即得能动张量的非零分量为

Ttt = ρ(r)A(r), Trr = p(r)B(r)

Tθθ = p(r)r2, Tϕϕ = sin2 θTθθ . (15.4)

另一方面，根据第八章的计算，静态球对称度规的里奇张量为

Rtt =
A′′

2B
+

A′

rB
− A′

4B

(A′

A
+

B′

B

)
Rrr =−A′′

2A
+

B′

rB
+

A′

4A

(A′

A
+

B′

B

)
Rθθ = 1−

( r
B

)′− r
2B

(A′

A
+

B′

B

)
Rϕϕ = sin2 θRθθ . (15.5)

进而由爱因斯坦场方程 Rµν = κ(Tµν − 1
2 gµνT ) 即可以得到

Rtt =
A′′

2B
+

A′

rB
− A′

4B

(A′

A
+

B′

B

)
= κ

1
2
(ρ +3p)A (15.6)

Rrr =−A′′

2A
+

B′

rB
+

A′

4A

(A′

A
+

B′

B

)
= κ

1
2
(ρ − p)B (15.7)

Rθθ = 1−
( r

B

)′− r
2B

(A′

A
+

B′

B

)
= κ

1
2
(ρ − p)r2. (15.8)

注意，只有三个方程，因为 θθ 分量和 ϕϕ 分量所给出的方程是同一个。
考虑以上三个方程的组合 Rtt

A + Rrr
B + 2Rθθ

r2 , 不难得到

1
r2

(
1−
( r

B

)′)
= κρ . (15.9)

积分这个式子，即可以得到 r
B = r−2Gm(r)+ c, 式中 c 为积分常数，m(r) 为

m(r) = 4π
∫ r

0
ρ(r′)r′2dr′. (15.10)

为了定出积分常数 c，我们注意到度规在 r = 0 处必定是有限的，从而 B(0) 有限，进而在
r
B = r−2Gm(r)+ c 中取 r = 0, 即可以得到 c = 0，即有

1
B
= 1− 2Gm(r)

r
. (15.11)
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假设恒星的半径为 R, 恒星外面施瓦西解的质量参数为 M, 即恒星外部的度规满足 B =(
1− 2GM

r

)−1, 则很显然，为了衔接恒星内部和外部的解，必然有

M = m(R) = 4π
∫ R

0
ρ(r)r2dr. (15.12)

注意，上面的 M 并不是星体内部所有物质分布的总能量 (虽然表达式看起来很像)，
由于径向空间的弯曲，星体内部所有物质分布的总能量应该由下式给出

4π
∫ R

0

√
B(r)ρ(r)r2dr. (15.13)

很显然，这和上面的 M 并不同。实际上，正如后面的章节中将会证明的，上面的 M 是整

个时空所有东西 (包括星体内部的物质分布和整个时空的引力场) 的总能量，它当然和物
质分布的能量是不同的。

一共三个独立方程，我们才处理完一个，为了继续进行下去，我们把 (15.9) 式代入
(15.8) 式以消去其中的 ρ，进而得到

1−
( r

B

)′− r
B

(A′

A
+

B′

B

)
=−κ p(r)r2. (15.14)

整理一下，可以得到

r
B

d lnA
dr

= (1− 1
B
)+ kpr2. (15.15)

代入 (15.11) 式，即可以得到

d lnA
dr

=
2G
(
m(r)+4π p(r)r3

)
r
(
r−2Gm(r)

)
=

2Gm(r)
r2

(
1+

4πr3 p(r)
m(r)

)(
1− 2Gm(r)

r

)−1
. (15.16)

现在只剩下最后一个独立方程要处理了，但是直接从前面那三个独立方程组合出最后

这个方程的话有些繁琐，一个简洁的办法是利用能动量守恒方程 DµT µν = 0 (由于爱因斯
坦张量满足比安基恒等式，所以这个式子必定成立) 来得到最后这个独立方程。第四章我
们推导过矢量场的协变散度必定可以写成 DµAµ = 1√

|g|
∂µ(
√
|g|Aµ), 完全类似的推导可以

得到

DµT µν =
1√
|g|

∂µ(
√
|g|T µν)+Γν

µρT µρ . (15.17)

将 DµT µν = 0 用到理想流体的能动张量，并注意到 Dµgµν = 0, 即有

0 =
1√
|g|

∂µ
(√

|g|(ρ + p)uµuν)+Γν
µρ(ρ + p)uµuρ +gµν∂µ p. (15.18)

注意到 uµ 仅仅只有时间分量非零，同时注意到球对称性的假设意味着 ρ 和 p 都仅仅是 r

的函数，进而即可以从上式得到

0 =
ρ + p

A
Γν

tt +grν d p
dr

. (15.19)
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根据第八章对克里斯托夫联络的计算可知，Γν
tt 中只有 Γr

tt =
1
2

A′

B 非零，因此在上式中取

ν = r，即可以得到

d p
dr

=−1
2
(ρ + p)

d lnA
dr

. (15.20)

代入 (15.16) 式，即可以得到

d p
dr

=−Gm(r)ρ(r)
r2

(
1+

p(r)
ρ(r)

)(
1+

4πr3 p(r)
m(r)

)(
1− 2Gm(r)

r

)−1
. (15.21)

这就是著名的，相对论星体结构的 Tolman-Oppenheimer-Volkoff 方程。
Tolman-Oppenheimer-Volkoff方程就是最主要的一个星体结构微分方程。另一个关键

的结构方程是对 (15.10) 式的重新改写，改写为

dm(r)
dr

= 4πρ(r)r2. (15.22)

很显然，这个方程的初始条件是

m(0) = 0. (15.23)

但是，方程 (15.21) 和方程 (15.22) 还不够，因为这只有两个方程，但是未知的变量有
ρ(r), p(r) 和 m(r) 三个，所以还缺了一个方程。这个所缺的方程就是星体物质分布的物态

方程。一般性的物态方程当然很复杂，因为它可能和物质的比熵分布以及化学成分都有关

系。但在最简单和最有用的情况下，我们可以假定所谓的物态方程，就是压强 p 作为能量

密度 ρ 的一个给定函数关系，即我们假定

p(r) = p(ρ(r)). (15.24)

通常还要求物态满足下面的合理要求

ρ ≥ 0, p ≥ 0. (15.25)

补上了这样的物态方程，方程的数目就够了。

为了联立求解星体结构方程 (15.21),(15.22) 以及物态方程 (15.24), 我们还需要知道初
始条件，m(r) 的初始条件为 m(0) = 0，另一个初始条件就是 ρ(0)，不妨假定

ρ(0) = ρ0, (15.26)

并记相应的 p(0) 为

p(0) = p(ρ(0)) = p0. (15.27)

利用初始条件求解微分方程，就可以得到函数 ρ(r), p(r) 以及 m(r)。有了这三个函数，再

代入方程 (15.11) 和方程 (15.16) 就能求出时空度中待定的 A(r) 和 B(r)。

注意，星体不是黑洞，它内部不可能含有视界，所以通常来说

A(r)> 0, B(r)> 0, (15.28)
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换言之，必定有

2Gm(r)< r. (15.29)

进一步，对于 ρ ≥ 0, p ≥ 0 的合理物态，由 Tolman-Oppenheimer-Volkoff 方程可以知道，
星体从内向外，其压强 p(r) 必定是单调下降的，到星体的表面上，这个压强将下降为零。

所以，星体的半径 R 可以定义为，使得下式成立的最小 R

p(R) = 0. (15.30)

15.2 牛顿近似以及均匀密度星

牛顿近似

下面考虑星体结构微分方程的牛顿近似。这是指：1. 首先，时空弯曲可以忽略，比方
说 B(r) 近似等于 1，从而

2Gm(r)≪ r. (15.31)

2. 其次，物质粒子的动能远远小于静止能量，由于压强是由动能导致的，从而这意味着

p ≪ ρ ⇒ pr3 ≪ ρr3 ∼ m(r). (15.32)

不难看出，在牛顿近似下，Tolman-Oppenheimer-Volkoff 方程可以近似为
d p
dr

=−Gm(r)ρ(r)
r2 . (15.33)

这个方程当然也可以在牛顿引力的框架下推导出来，为此你只需要在星体内部考虑一个厚

度为 dr 的薄球层，由球层内外压力差 (内部压力高) 与球层所包围物质对它的万有引力之
间的平衡，也就是所谓压强梯度与星体自引力之间的平衡，就可以导出方程 (15.33), 如图
(15.1).

Figure 15.1: 由一个薄球层内外压力差与球层内部物质对它的万有引力的平衡可以导出方
程 (15.33).

另外，同样不难看出，在牛顿近似下，方程 (15.16) 将近似为

d lnA
dr

=
2Gm(r)

r2 . (15.34)
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实际上，这个结果说明，在牛顿近似下

lnA = 2φ(r), (15.35)

式中 φ(r) 表示牛顿引力势。
为了看出这一点，我们只需要注意到牛顿引力势 φ(r) 满足泊松方程 ∇2φ = 4πGρ。在

球对称的情况下，这个方程将成为

1
r2

d
dr

(
r2 dφ

dr

)
= 4πGρ(r). (15.36)

将这个方程积分一次，即有 r2 dφ
dr = 4πG

∫ r
0 ρ(r′)r′2dr′ = Gm(r), 进而即有

dφ
dr

=
Gm(r)

r2 . (15.37)

比较这个结果和 (15.34) 式，即知 lnA = 2φ(r)。

施瓦西内解

星体结构微分方程通常无法解析求解，只能求数值解。不过，对于一种最简单的假想

物态，最早在 1916 年施瓦西就已经求得了其解析解，这就是所谓的施瓦西内解。这种最
简单的情况就是所谓的均匀密度星，即其物态方程是

ρ(r) = ρ0 =常数. (15.38)

很显然，这时候

m(r) =
4π
3

ρ0r3. (15.39)

特别的，总能量 M 为

M =
4π
3

ρ0R3. (15.40)

由于 ρ 为常数，这时候 Tolman-Oppenheimer-Volkoff 方程可以写成

− p′(r)
[ρ0 + p(r)][ρ0

3 + p(r)]
= 4πGr

[
1− 8πGρ0r2

3

]−1
. (15.41)

从星体表面向内积分 (因为星体表面的压强已知为 0), 即可以得到

p(r)+ρ0

3p(r)+ρ0
=
[1−8πGρ0R2/3

1−8πGρ0r2/3

]1/2
. (15.42)

代入 ρ0 = 3M/(4πR3), 即可以得到 Tolman-Oppenheimer-Volkoff 方程的一种解析解

p(r) = ρ0
(1−2GM/R)1/2 − (1−2GMr2/R3)1/2

(1−2GMr2/R3)1/2 −3(1−2GM/R)1/2 . (15.43)

这时候，星体中心的压强 p0 为，

p0 = ρ0
1−Y

3Y −1
, (15.44)
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式中

Y = (1−2GM/R)1/2. (15.45)

由于物质压强要大于零，所以从上面 p0 的表达式可知，必然要求 1/3 < Y < 1。不难

验证 d p0/dY < 0, 进而可知，中心压强 p0 随着 GM/R 的增加而增加。这不难理解，因为

在 R 一定时，若 M 越大，则星体的自引力就越强，为了抗衡自引力，星体的压强梯度就

越大，由于 R 一定，则中心压强 p0 就必然越大。反之，若 M 一定，则 R 变小，则为了

产生所需的压强梯度也需要更大的 p0。

当 GM/R 大到使得 Y = 1/3 时，显然就有 p0 →+∞。因此对于均匀密度星，其 GM/R

有上限，由 Y = 1/3 可知，这个上限为

(GM/R)max = 4/9. (15.46)

在广义相对论中，星体质量上限的存在并非均匀密度星特有的结论，可以证明，只要假定

ρ(r)≥ 0, 并且 dρ/dr ≤ 0, 则任何球对称星体的 GM/R 都得以 4/9 为上限！这个结论的证

明可以参见温伯格《引力和宇宙学》第 11 章第 11.6 节。
实际上，普通星体的 GM/R 远小于 4/9。为做数值估算，恢复光速 c，即考察 GM/c2

R 。

以太阳为例，其 GM⊙/c2 ≈ 1.5km, 其 R⊙ ≈ 7×105km, 所以，对于太阳

GM⊙/c2

R⊙
≈ 2×10−6 ≪ 4/9. (15.47)

15.3 恒星演化

下面我们来简单概述恒星的演化过程，并弄清楚为何说黑洞是大质量恒星演化的可能

归宿之一。我们将看到，恒星演化大体有三种可能的归宿，其一是最终成为白矮星，其二

是成为中子星，最后一种可能归宿就是成为黑洞。对于演化形成白矮星的这种归宿，由于

密度并不十分高，引力场也不足够强，所以实际上用牛顿引力就足够了。但是对于中子星

和黑洞，广义相对论是不可或缺的。

在恒星形成之前，起初是一团密度不均匀的气体，以氢为主。在自引力的作用下，密

度较大的地方就开始吸聚周围的气体，逐渐形成一个球对称的气团。同样是由于自引力，

这个气团会不断收缩，气团收缩的过程会使得引力势能不断转化成热能，因此气团的温度

T 就不断升高。根据理想气体压强公式 p = nkBT (n 为粒子数密度)，随着温度的升高，气
团的压强也不断增大，压强的梯度也不断增大，看来好像有可能和自引力达成平衡。但是，

如果气团本身没有能源，一切热能都来自于引力势能转化的话，那这种平衡是不可能的。

原因在于，即使某个时刻暂时平衡下来，但由于气团会通过热辐射损失能量, 而它自身又
没有能源，那它的温度就会降低，压强梯度就会减小，那就会继续收缩。总体来看就是，气

团必须不断收缩，以使得引力势能不断转化成热辐射出去的能量。因此没有能源的话，平

衡是不可能的。

经过一段时间的缓慢收缩，气团中心的温度和密度终于高到足以点燃热核反应 (也就
是氢聚合成氦的核聚变反应) 的程度了。这个温度大约只要 1500 万度左右 (以太阳为例)
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就够了，当然，本来这个温度是不够高的，但是考虑到量子隧穿效应，它已经有不可忽视

的概率使得两个氢核克服库伦排斥力而聚合成氦核了。气团中心附近 (一个称作星核的中
心球体) 的这种核聚变反应能释放巨大的能量，从而提供能量来平衡热辐射损失的能量，
这样，气团就能不再收缩，达成一种平衡态。这时候，气团就成为一颗恒星，其内的压强

梯度满足平衡条件 (15.33)。
太阳目前就处在这种普通恒星阶段，据估计，太阳的星核部分氢变氦的聚变反应已经

在稳定状态中持续了约 45 亿年，而且大约还能保持这种状态 50 亿年。
总有一天，星核内部的氢会全部聚变成氦，只有星核周围的一薄层氢还在聚变燃烧，

如图 (15.2) 所示。当星核的温度尚未达到进一步点燃氦 (使之再次聚变成更重元素) 的核

Figure 15.2: 星核内部氢燃烧完后的情况.

聚变反应时，这时候星核就没有进一步的核聚变能源可用了，那就如氢尚未被点燃时类似，

核心的氦球将在自引力作用下再次开始收缩，同时变得更热。这会使星核周围薄层的氢燃

烧加剧，从而导致星体更外层的部分膨胀和冷却，变成一个红巨星！“红”是由于星体表
面的温度降低了，“巨”则是因为星体膨胀变得很大。红巨星阶段的星体会大量抛出其外

层物质。

当然，氦核收缩导致的高温可能会进一步点燃氦的聚变反应，也就是烧氦变碳或氧的

聚变反应，所释放的能量可以再次使得星核达到平衡。不过，这种靠氦燃烧维持的平衡所

持续的时间远小于氢燃烧的情形。当星核的氦全部变成碳或氧时，星核又会再次收缩！

恒星晚年的命运因其抛出物质以后剩余的质量而定，对于质量较小的恒星，比如说太

阳，星核的收缩已经不能提供足够的温度使碳和氧发生核聚变，因此靠核聚变来维持平衡

就变得不再可能。那么，这时候还有没有什么力量提供足够的压强梯度来抗衡星体的自引

力呢？

在经典物理的范畴的确是找不到抗衡力量了，不过，量子物理为我们提供了新的可能。

这是因为，量子物理为我们找到了一种新的即使在零温下都能存在的压强产生机制，那就

是所谓的电子简并压。具体来说，星体由氢、氦以及其它元素组成，之前的高温会使得原

子都处于电离状态，因此星体可以看成是离子和电子的理想气体。以电子气为例，根据量

子物理，电子气中每个电子的能量都会量子化成许多密集的能级，而由泡利不相容原理，

每一个能级最多被两个电子占据，一个自旋向上、一个自旋向下。T = 0 时，电子会优先

占据能量为零的最低能级，一个能级占满了就会接着往上占据更高的能级，最终，电子气

中的所有电子将占满从最低能级到某个能量为 EF 的能级的所有状态。EF 就叫费米能，其
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值随密度的增大而增大，因为星核的密度很高，所以 EF 非常大，以致于相比于 EF 我们

可以忽略温度的效应 (kBT ≪ EF)，即可以看作零温 (即使从通常的观点来看，这时候星核
的温度还是很高)。

也就是说，和经典物理的结论不同，T = 0 时，电子不能全部集中在最低能态 (也就是
能量为 0 的能级)，而是也有正的能量，因此也有运动，而且这个运动的能量 (虽然不是热
运动的动能) 还可能很高，由此产生的压强就叫电子简并压，相应的电子气就叫简并电子
气。在普通密度下，EF 很小 (常见金属中自由电子气的 EF 只有几个电子伏特)，因此电子
简并压也很小。但是，前面说了，星核内部的 EF 可以非常大，导致电子简并压也非常大，

进而可能抗衡星体的自引力，使星体保持平衡，永不收缩 (因为这种抗衡不需要能源)。这
种靠电子简并压维持的稳定星体就是白矮星。

一个孤立星体一旦演化成白矮星就不再会有重要的进一步演化，因此白矮星是恒星的

可能归宿之一。因为温度比外界高，白矮星会不断辐射出能量，而又由于没有能源支持，

所以热辐射会导致它的温度不断降低，直至温度接近外界温度而再也看不见，就成了一颗

所谓的“黑矮星”。

人类早已观测到白矮星的存在，天狼星 B就是人类发现的第一颗白矮星。至于白矮星
的“矮”字，则是指这些星的半径比普通恒星小得多 (部分原因是由于其密度高)，白矮星
的半径约在 3 千到 2 万公里之间。据估计，初始质量小于 6 ∼ 8M⊙ 的恒星都将经过红巨

星阶段并抛出大量物质，最终成为剩余质量约为 0.5 ∼ 0.6M⊙ 的白矮星。

当然，剩余质量越大的恒星其自引力就越强，因此，只有质量足够小的恒星其自引力

才能被电子简并压所平衡。因此可以想见，白矮星的质量应该有一个上限，钱德拉塞卡最

早求得了这个质量上限，大约为 1.4M⊙, 称作钱德拉塞卡极限。
如果剩余质量大于钱德拉塞卡极限，那么电子简并压将不足以维持星体平衡，星体会

在自引力作用下继续收缩，并一级一级地点燃星核内部的核聚变反应，直至将元素都聚

合成铁和镍。这两者是结合得最紧密 (也就是核子的平均结合能最大) 的原子核，它们要
再进行核聚变成为更重的原子核的话，那就不是释放能量了，而是要吸收能量，因此就

不能成为星体平衡的能源了。于是，星核就会在自引力作用下急剧收缩，密度和温度都急

剧升高。这时，自引力已经强到使得牛顿近似不再适用了，我们需要使用完整的 Tolman-
Oppenheimer-Volkoff 方程 (15.21)。注意到 (15.21) 式右边的绝对值总是大于牛顿近似下
(15.33) 式右边的绝对值，因此这时候为达到平衡所需要的中心压强将更大，平衡将更难
以实现。在这样的高温高密下，高能光子会将铁、镍原子核打碎成中子、质子和轻核，而

且电子也将通过逆 β 衰变同质子反应，生成中子和中微子。当然，中微子会逸出星体之
外。于是，中子在星核内将占据主导地位，注意，中子和电子一样，也是费米子，也服从

泡利不相容原理，因此也会有一个费米能 EF , 也会产生中子简并压！在星核达到原子核密
度 (∼ 1017kg ·m−3) 时，中子的费米能也会远大于热能 kBT , 因此这时候的中子可以看成是
零温的简并中子气。简并中子气的中子简并压也有可能抗衡星体自引力，使得星体达到平

衡，这种靠中子简并压支撑的星体就称作中子星。

和白矮星类似，中子星当然也会有一个质量上限，超过这个质量上限星体自引力就会

压倒中子简并压，使得星体进一步坍缩。不过，由于中子星的密度甚至超过了原子核密度，
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人们对这种密度下的物态了解得不够确切，这给中子星质量上限的计算带来了一些不确定

性。总之，按照今天人们的了解，中子星的质量上限大约为 2 ∼ 3M⊙。

中子星比白矮星还要小很多，典型中子星的半径只有 10km。除了密度甚至超过原子

核之外，中子星还有很多非常特别的表现：比如异常强的磁场、比如高速的自转 (频率从
1Hz 到 1000Hz)、比如接近光速的声速、甚至比如超流的内部等等。

中子星的理论模型最早是由 Oppenheimer 和 Volkoff 在 1939 年提出的。但是中子星
的存在一直要到 1967 年发现脉冲星才得到观测证实。脉冲星是一种在地球上观测到的周
期性电磁波信号的信号源，周期约为 1 秒甚至更短。对脉冲星的可信解释就是：这是一颗
旋转着的中子星，其表面的强磁场导致磁偶极辐射，辐射的方向性和旋转效应的结合就使

得地球上接收到周期性信号。只有中子星由于半径足够小，而且自引力足够强，才能在如

此高速的旋转中免于“散架”。

星核在形成中子星之前的收缩非常急剧，可以称之为引力坍缩，这种急剧的引力坍缩

一旦被中子简并压所遏止，其强大的能量将表现为向外的冲击波，并使得星体的外层物质

向四周飞出，形成能量急剧释放的超新星爆发。著名的超新星爆发遗址蟹状星云中就发现
了中子星，这是对上述理论的支持。世界上最早记录下对超新星爆发观测的国家就是中国，

其中宋史志卷九关于公元 1054 年 (北宋期间) 观测到的超新星爆发 (SN1054) 的记录特别
受到国际上的重视，而蟹状星云也正是这次超新星爆发的遗址。

超新星爆发抛出的物质会形成星云 (比如蟹状星云)，这些星云中有大量的氢、也有一
些比较重的元素 (比如铁)。实际上，地球上的重元素就是这么来的，宇宙大爆炸的原初核
合成中并没有这些重的元素，它们是来自于超新星爆发。爆发后的气团遗址当然又可以开

始集聚，形成新一代的恒星，从而开始新一轮的恒星演化。据估计，我们的太阳就是这样

的第三代恒星。

如果在超新星爆发抛出物质之后，星体的剩余质量依然大于中子星质量上限，那中子

简并压也将无法抗衡星体自引力，实际上，这时候就没有任何力量可以抗衡星体自引力了，

星体会急剧地坍缩下去，直至形成一个密度无穷大的奇点，外面再包裹一个事件视界，这

也就是形成黑洞。所以黑洞是大质量恒星演化的可能归宿之一。但是，由于它涉及到无穷

大的物质密度，所以早期人们一直很抗拒这种可能性。当然，如果密度大到 (或者说尺寸
小到) 这个程度，那就需要考虑量子引力了，人们一般相信，考虑到量子引力以后奇点可
能就不再是奇点了，不过，由于完整的量子引力理论今天还没有，所以奇点处到底会发生

什么，今天依然是不知道的。

估算钱德拉塞卡极限

对于钱德拉塞卡极限的一个大致估计可以通过研究引力能和费米能之间的竞争来进

行。为此，不妨假定半径为 R 的球对称星核包含 N 个电子和 N 个质子 (所以整体是电中
性的)。质子当然比电子重得多，因此承载了星核的绝大部分质量，而更轻的电子气则承载
了大部分的压强。

既然电子之间相互排斥，我们不妨假定每个电子占据一个特征尺度为 λ 的体积, λ 就
是电子的波长。由于半径 R 之内共有 N 个电子，所以 λ ∼ R/N1/3。利用德布罗意关系式
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p = 2π h̄/λ，相应的电子特征动量 (也就是费米动量)pF 为，

pF ∼ h̄/λ ∼ N1/3h̄/R. (15.48)

假如星核被压缩，R 缩小，从而 pF 就会增大，相应的费米能也会增大，因此为了完

成这种压缩就必须有一个外力做功，这个外力当然就是星核的自引力。为了简单起见，不

妨假设这种压缩已经进行到如此地步，以致于每个电子都在做高速的极端相对论运动，换

言之，每个电子的能量为 E = [(pFc)2 +(mec2)2]1/2 ≈ pFc。实际上，最重的白矮星正好满

足这个假定。因此，星核中的总费米能 EF(注意，和上面不同，这里不是每个电子的费米
能) 就近似为

EF ∼ N(pFc)∼ N4/3h̄c/R. (15.49)

另一方面，质子提供了绝大部分质量，因此提供了绝大部分引力能 EG，它大约为

EG ∼−G(mpN)2/R. (15.50)

其中 mp 是一个质子的质量，mpN 就是总质量。注意，引力能是负的。

费米能和引力能都正比于 1/R, 但是两者对 N 的依赖关系不同。如果 N 足够大，则负

的引力能将占上风，星核就会坍缩，反之，则是费米能占上风。不难得到，临界的 N 值为

Ncrit ∼
(
h̄c/Gm2

p
)3/2 ∼ 1057. (15.51)

相应的星核质量为

Mcrit ∼ Ncritmp ∼ M⊙. (15.52)

当然，更精确的计算表明，这个质量约为 1.4M⊙, 这就是钱德拉塞卡极限。精确细致的计
算参见温伯格《引力和宇宙学》第 11 章第 11.3 节。





16. 极简宇宙学

公元 2 世纪，托勒密创立地心说，告诉世人宇宙是一个嵌套 27 层的同心水晶球，地
球是这个水晶球的中心。

一千多年后的 1543 年，哥白尼的《天体运行论》出版，它告诉世人，地球只是围绕太
阳运动的行星之一。伽利略竖起天文望远镜证实了哥白尼的学说，他冲着望远镜笑道，这

才是观星利器。

又过了 200 多年，赫歇尔架起更大号的望远镜，确定了圆盘状的银河系，并记录下了
5000 个星云。

时间来到 20 世纪 20 年代，哈勃叼着烟斗，瞄着胡克望远镜，测定了 10 万光年的银
河系，看到了 90 万光年远的河外星系，他发现了星系间彼此远离的现象，宇宙在膨胀！

现在，请想象一下，你站在一片宁静的海滩上，脚下的沙粒细软无比。每一粒沙子都

代表着宇宙中的一个星系。当你俯身拾起一粒沙子，这便是我们的银河系; 而在你的指尖
之间，还有无数其他的“沙粒”，它们是散布于浩瀚空间中的其他星系。这就是我们所处

宇宙的一个缩影——广阔、神秘且充满了未知。

随着广义相对论的提出，以及随后哈勃发现宇宙膨胀的现象，人类对于宇宙的认识发

生了革命性的变化。从大爆炸理论到暗物质与暗能量的研究，每一步进展都在帮助我们绘

制出一幅更加精确的宇宙图景。
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16.1 从热大爆炸到宇宙学原理

16.1.1 热大爆炸的概念

大爆炸理论的基本观察是遥远星系的红移。它们的光谱向较长波长方向偏移，离我们

越远，偏移越大。这表明它们正在远离我们；它们与我们的距离在增加。根据广义相对论，

这种现象不是因为星系本身在移动，而是空间本身在膨胀。随着空间的膨胀，通过空间传

播的光线的波长也“膨胀”了。

在把星系看作“沙子”的大尺度上，宇宙的这种膨胀似乎是均匀的，整个宇宙以相同

的速率膨胀，可以通过一个随时间变化的尺度因子 a(t) 来描述，a(t) 是宇宙尺寸的膨胀倍

率，在宇宙的当前取 1，宇宙的膨胀速率由哈勃参数 H ≡ ȧ/a 表征。通过测量当前的膨胀

速率并结合对宇宙能量内含的知识，然后应用广义相对论方程，可以推算出 a(t) 作为时间

t 的函数。

大爆炸理论是伽莫夫在 1948 年提出的，它的基础就是刚才说的宇宙膨胀模型，这是
弗里德曼等人建立的。从今天的观点来看，大爆炸理论是膨胀宇宙模型的自然延伸，但在

伽莫夫提出大爆炸理论的当时，弗里德曼模型预言的宇宙年龄明显与事实不符，在这样的

基础上，伽莫夫的理论就完全不被学术界所接受，这种局面持续了近 20 年，直到这理论
预言的宇宙微波背景被发现和证实。下面我们定性地谈一谈大爆炸理论背后的物理思想。

远古的宇宙中不可能有星系

在今天的宇宙中，物质是结团的，但是从这个现状出发，根据膨胀宇宙模型往前追溯，

就不可避免地得到一个非常重大的推论：星系等物质集团不是亘古恒存的，而是在宇宙演

化过程中产生的！

今天，星系内的平均物质密度比全宇宙的平均密度大 5 个数量级，也即是说，物质是
局域地结团的。根据膨胀宇宙模型往前追溯到宇宙尺度因子 a(t) < 10−2 时，宇宙体积是

今天的 a3 < 10−6 倍，从而宇宙的平均密度将比今天大 6 个数量级以上，比今天的星系密
度还大。这表明，那时候是不能有星系存在的，今天如星系这样的物质团块只能是宇宙演

化的产物。

这结论深刻地指出早期宇宙并不是今天宇宙的缩影，在其演化过程中，宇宙的面貌发

生过质的变化。那么，结团前的宇宙物质以什么状态存在？

星系是均匀宇宙气体碎裂的结果

一个自然的猜测是，一切星系结构形成之前的宇宙是有微小密度差别的均匀气体，宇

宙的自引力不稳定性，也就是密度偏大的那些地方对周围的引力也会更大，因此会不断吸

引周围的气体，使得密度进一步增大，这就会导致原来的均匀宇宙气体碎裂成团，进而演

化出今天看到的一切物质集团结构。这是伽莫夫理论的一个要点。当然，在伽莫夫提出大

爆炸理论的当时，这只能是一个猜测。

膨胀的宇宙来自大爆炸
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如果结构形成之前的宇宙内含物是密度和温度都均匀的气体，那随着宇宙的膨胀，不

仅是它的密度会逐步降低，而且其温度也会逐步降低，相应的推论就是，越早的时候宇宙

的温度越高，如果追溯到非常早的时期，宇宙内含物的密度和温度将比今天高出几十个数

量级。温度的大幅度变化会导致物质状态的相变，因此，早期宇宙的演化会因温度的巨大

差别而有实质性的变化。

如果往前推到极端，宇宙的膨胀应该是从密度和温度都为无穷的状态开始的，如果宇

宙是有限的，它起初的体积又很小，而温度又非常高，那么宇宙的行为就很像一次爆炸，

因此在历史上，伽莫夫理论的反对者讥讽地称之为“宇宙大爆炸”，这就是这个名称的来

源。

关于大爆炸理论，一个最常见的误解就是认为宇宙最早开始于一个点。实际上，我们

今天的可观测宇宙在刚开始的时候的确很小，在大爆炸理论框架能处理的前提下，它很可

能直径小于 1 毫米。但是，相比于早期极端短的时间，1 毫米其实并不是一个很小的尺度，
至少远非一个点。另一方面，在可观测宇宙之外，我们的宇宙很可能还在延伸，甚至无限

延伸，而如果今天的宇宙是无限的，那它很可能一开始就是无限的，那就更不是从一个点

开始的了。当然，今天的理论还不能处理宇宙是如何开始的，因为最早的那个时刻需要量

子引力才能描述，而目前还不存在完备的量子引力理论。

原子和分子是宇宙演化中产生的

宇宙大爆炸理论的另一个深刻结论是，原子分子也不是天然存在的，它们也是宇宙演

化到一定阶段的产物。这里最奇妙的就是，这么小的原子和这么大的星系，两者竟然同样

都是宇宙演化过程的产物，而不是永恒的天然存在。

为了理解这一点，需要追溯到星系形成前宇宙气体的构成，它是由中性原子构成的，

其中氢原子的丰度约为 75%, 是这气体中的主要成分。氢原子是由氢核与电子所构成的束
缚系统，它的结合能为 13.6eV。因此这些中性原子气体的温度不能太高，当温度 T 高于

104K 时，粒子的平均热动能是 kBT ≈ 1eV, 这时候能量超过 13.6eV 的光子大量存在，它
们与氢原子的热碰撞将使原子电离。因此在这个温度以及更高的温度下，宇宙气体必定处

于电离状态，即是等离子气体，其组分为原子核、自由电子、以及光子。原子和分子是随

着宇宙膨胀降温的结果，之前是不存在的。

伽莫夫发现，在宇宙膨胀降温使等离子气体变成中性原子之后，光子与电子就几乎不

散射了，因此这时候的光子将会自由地在宇宙中飞行，成为宇宙的背景，这种背景光子应

该在今天依然存在而且可以被观测。这是伽莫夫理论的一个关键性预言。这个预言在 1965
年被观测证实，这是宇宙大爆炸理论从被否定到被重视和接受的转机。

化学元素也是演化的产物

在等离子状态的宇宙中，原子核是气体的主要成分，而它是由若干核子 (也就是质子
和中子) 组成的，每一个核子在原子核中的平均结合能为 1MeV 的量级，所以，当气体的
温度高于 1MeV(即 1010K) 时，组分粒子间的热碰撞会使得原子核解离，原子核在这样的
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高温下将不复存在。没有原子核就没有化学元素，因此，就连化学元素也是在宇宙膨胀降

温到一定程度以后的产物。

原始汤

在宇宙温度高于 1MeV 的阶段，物质成分是比原子核更基本的粒子，即质子、中子、
电子以及光子等。当然，按照今天的认识，质子和中子也并不是物质最基本的组元，它们

是由夸克和胶子所组成的复合粒子。按照粒子物理的标准模型，如果密度超过核子，而且

温度也足够高，那么核子作为复合粒子也不能存在，这时候的宇宙内含物将是由夸克、轻

子以及规范玻色子所组成的粒子气体。

因此大爆炸不是指一个瞬间发生的导致宇宙开始的爆炸事件，而是描述宇宙从一个高

温、高密度状态开始迅速膨胀的过程。早期宇宙充满了几乎均匀的基本粒子“原始汤”，这

些粒子处于长时间的热平衡状态，因此我们可以用少量的热力学变量来描述早期宇宙的状

态，这使得宇宙的时间演化可以计算出来。

事实上，应用描述高温下宇宙能量内含的粒子物理标准模型，可以得到 a(t) 在约 140
亿年前接近于零。这标志着宇宙开始于 140 亿年前的这个时刻，即大爆炸开始的时刻。在
这个时间点，宇宙的密度趋向于无穷大，称作大爆炸奇点，我们定义这个时刻为 t = 0 时

刻。但是实际上，当密度达到普朗克密度 ρPl ≈ 1096kg/m3 时，广义相对论本身就失效了，

需要量子引力理论 (目前还不存在)来描述这一非常短的时期。因此，严格来说，包括 t = 0

在内的这些最早的时间其实必须从大爆炸理论中排除。

16.1.2 早期宇宙简史

下面我们概要性地简述一下早期宇宙的简史。因为热大爆炸，早期宇宙的温度很高，

从而粒子就有很高的能量。因此为了描述这个时期的物质，我们需要粒子物理的知识。粒

子物理的标准模型具有 SU(3)c ⊗ SU(2)w ⊗U(1)y 的规范对称性。在我们今天的低能世界

中，标准模型的某些对称性是自发破缺了的。当宇宙的温度超过 100GeV(约 1015 开尔文)
时，就达到了标准模型的天然能标，这大约就是宇宙的年龄小于 10−11s 时的情况。这时候
粒子的原始汤由自由的无质量费米子 (夸克和轻子) 以及传递相互作用的无质量规范玻色
子构成。当然，标准模型中还有一种粒子，即希格斯玻色子。

正是希尔斯玻色子使得电弱对称性 (SU(2)w ⊗U(1)y) 发生了自发破缺，这也正是早期
宇宙中发生的一种相变。电弱相变之后，电弱相互作用就变成了两种相互独立的相互作用：

其一是由有质量的规范玻色子 W± 和 Z0 传递的弱相互作用，其二就是由无质量 γ 光子传
递的电磁相互作用。通过电弱相变，费米子也获得了质量，这些质量来源于它们与希格斯

玻色子的相互作用。电弱相变是当宇宙冷却到临界温度 Tc ∼ 160GeV 时发生的，大约发生
在 t ∼ 10−11s 时。

早期宇宙的另一种相变是 QCD(量子色动力学) 相变，也就是夸克-强子相变，大约发
生在 t ∼ 10−5s, 其临界温度约为 Tc ∼ 150MeV。相变之前，夸克是自由的，相变之后它们
就形成了强子，包括重子 (例如核子中的中子 n 和质子 p) 和介子 (例如 π 介子和 K 介

子)。QCD 相变之后，宇宙的物质内容就从夸克胶子等离子体转变成了强子气。
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根据量子场论，每一种粒子都有相应的反粒子，它的质量与自旋等等性质都和粒子相

同，除了荷相反，这里的荷包括电荷和色荷等。如果某种粒子不带有荷，那它就是自己的

反粒子，典型的比方光子。当温度 T ≫ m时，这里 m是粒子的质量，这时粒子和反粒子不

断地相互湮灭，同时也不断地产生，宇宙中粒子和反粒子的数目大致是一样的。但是，当

温度 T ≪ m, 粒子和反粒子依然相互湮灭，但是热能已经不足以产生粒子-反粒子对了。因
此随着宇宙的不断冷却 (由于宇宙膨胀)，重的粒子与反粒子就趋向于相互湮灭，同时额外
产生出更多更轻的粒子-反粒子。如果宇宙中粒子和反粒子的数目严格相当，那么冷却到
今天将只有光子和中微子1留下来。但是今天的宇宙中显然还存有重子物质 (主要由质子 p

和中子 n 构成，比如我们的银河系)，这就表明，在早期宇宙中，核子和电子必然比它们
相应的反粒子要稍微多一些，这多出来的一些就存留到了今天。

如果再追问早期宇宙中重子与反重子这种不对称的来源，则最自然的回答可能是：宇

宙开始时重子和反重子是一样多的，只是随之出现了破坏重子数守恒的物理过程，导致重

子数略微超过了反重子数。当然，在今天的粒子物理标准模型中，重子数始终是守恒的，

但是 1970 年代人们也提出了电、弱、强大统一理论 (GUT), 其中重子数并不守恒。研究
表明，重子数不守恒加上宇宙极早期膨胀中对热平衡的短暂偏离就可以从原本正反粒子对

称的宇宙中产生出过剩的质子和中子。当然，大统一理论目前还只是理论探讨，远没有得

到实验的证实。

已知的，有质量但是质量最轻的，同时又参与强或者电弱相互作用的粒子，是电子，

因此宇宙中最后的正反物质湮灭事件是电子-正电子湮灭，这大约发生在 t ∼ 1s 时，这时
的温度约为 T ∼ me ∼ 0.5MeV∼ 1010K。在这之前宇宙中仍然存在大量的正反电子对，然而
由于温度和密度相比更早的时候已经明显降低，中微子以及反中微子与其它粒子的相互作

用率远小于宇宙膨胀率，它们的平均自由飞行时间显著变长，近似成为与其它粒子没有相

互作用的自由粒子，从而不再与其它粒子共处于热平衡中，这称之为中微子退耦，这些退

耦的中微子一直存留到今天。常常把中微子退耦的时刻记作 tνd , 相应的温度记作 Tνd。因

此，在最后的电子-正电子湮灭事件之后，宇宙中的反物质就只有反中微子了，因此之后的
宇宙原始汤将由大量的光子、中微子、反中微子，以及少量剩余下来的质子、中子以及电

子组成。

值得说明的是，除了粒子物理标准模型中的粒子以外，宇宙中很可能还含有暗物质粒

子，它们的性质目前人们还不太清楚。我们暂且先忽略暗物质粒子。

宇宙诞生之后几分钟，约在温度 T ∼ 100keV 时，质子和中子就结合成了轻元素的原
子核。这也就是所谓的大爆炸核合成 (Big Bang Nucleosynthesis, BBN), 以占通常物质的
质量百分比衡量，它大约产生了 75%1H, 25%4He, 10−42H, 10−43He, 以及 10−97Li(其它化
学元素是后来主要在恒星中形成的)。这时候这些物质是完全离子化的，所有的电子都还
是自由电子。在这种等离体中，光子不断地被电子所散射，相邻两次散射之间的平均自由

程是短的。这就意味着，这时候的宇宙对于光来说是不透明的。

直到诞生之后的 37 万年，宇宙才变得透明。这时候的温度大约为 T ∼ 3000K(∼

1对中微子振荡的观测表明，中微子也有很小的质量，但是，中微子的相互作用是如此微弱，以至于即使在

低于中微子质量的温度下，中微子与反中微子也很少相互湮灭。
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0.25eV), 这时电子和原子核结合形成了电中性的原子，从而使得光子的平均自由程变得
比可观测宇宙的半径更大，宇宙就透明了。这个事件就称作宇宙复合过程 (recombina-
tion)。复合之后，原初光子就可以自由地在空间飞行而几乎不被散射了，因此也就从与其
它粒子的热平衡中退耦出来了。今天我们可以观察到这些原初光子，也就是所谓的宇宙微

波背景 (cosmic microwave background, CMB), 它们是从早期宇宙来的光，通过对它的观
测，我们可以“看见”大爆炸。

复合过程之后，宇宙充满氢原子和氦原子气，同时还有微量的锂。大约在宇宙诞生之

后的几亿年，从这个气体中形成了第一代恒星，但是大多数气体形成了星际气体。大约在

宇宙诞生之后的 7 亿年，恒星发出的辐射重新离子化了这些星际气体。

16.1.3 原初核合成

观测表明当前宇宙中氦约占宇宙总质量的 25%，正如前面提到过的，这主要是由早期

宇宙的原初核合成 (大爆炸核合成) 所决定的，恒星内部的核反应虽然也在生成氦，但其
值只占上述丰度的很小一部分。原初核合成涉及的宇宙温度大约在 1010K 到稍低于 109K
之间。温度高于 1010K 时，即使质子中子结合成氦核也会被高能光子所击碎，这也就是所
谓的光分裂。而在 1010K 到稍低于 109K 这个温度区间所涉及的物理知识早已在地球实验
室内得到了确证，因此人们对原初核合成的理论是很有信心的。

由于核合成时核子数密度不是很高，同时宇宙的快速膨胀又导致合成反应时间很短

(核合成大约发生在 t ∼ 100s 时)，因此在原初核合成中只有快速的两粒子反应可以发生。
首先是质子和中子结合成氘核2H, 多余的能量和动量由一个光子带走，反应式就是

p+n → 2H+ γ,

继而是一系列生成3H、3He、4He 的后续反应，反应式分别为

2H+n →3H+ γ, 2H+ p → 3He+ γ, 2H+ 2H → 3He+n,
2H+ 3H → 4He+n, 3He+ 3He → 4He+2p.

由于不存在质量数为 5 的稳定核素，反应链至此中断。4He 作为主要产物逐渐累积，直到
数量足够时核反应才得以继续，结果就是在4He 的基础上生成了很少一点7Li。由于不存在
质量数为 8 的稳定核素，反应链就终结了！至于今天宇宙中各种比7Li 更重的元素，则是
后来在恒星内部的核反应以及超星系爆发中形成的，具体过程上一章已经讲过了。

原初核合成的整个反应链必须经过第一步质子和中子结合为氘核，这就是所谓的“氘

关卡”。氘核的结合能比氦核小很多，氦核在温度降低到 3×109K 时就可以保持稳定，但
氘核在这一温度下刚形成便会碎裂，因此真正有意义的核合成过程只在温度略低于 109K
时才能由于通过了“氘关卡”而开始发生。最后的产物是大量的4He 和微量的2H、3He 以
及7Li (3H 不稳定，很快会转变成3He)。若以4He 的产量为单位，则2H、3He 的产量约为
10−5，而 7Li 约为 10−10。

氦的丰度约为 25% 在理论上是如何确定的呢？为此假设以 Nn 和 Np 分别代表宇宙中

的总中子数与总质子数，以 nn 和 np 分别代表原初核合成的时候中子和质子的数密度，记
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这两个数密度的比值为 σ，很显然

σ =
nn

np
=

Nn

Np
. (16.1)

由于核合成之后宇宙的主要成分就是氦元素与氢元素 (含一个质子，不含中子)，所以很显
然 σ < 1, 具体是多少我们稍后再来确定。则，宇宙中的总核子数 N = Nn +Np = (σ +1)Np,
其中全部中子都与同数量的质子结合成氦元素，所以氦元素中所含的核子数 NHe = 2Nn =

2σNp, 因此，以质量百分比计，原初核合成所产生的氦丰度为

Y =
NHe
N

=
2σNp

(σ +1)Np
=

2σ
σ +1

= 2
(nn

np

)(
1+

nn

np

)−1
. (16.2)

所以，宇宙中氦的丰度完全取决于核合成时 nn 与 np 的比值。

这个比值可以这样来确定。在中微子退耦前 (注意 tνd ≈ 1s, 远在核合成的时间之前)，
中子和质子可以通过以下弱作用过程相互转化：

p+ e ↔ n+νe, p+νe ↔ n+ e+, (16.3)

式中 e,e+ 分别代表电子和正电子，νe 和 νe 分别代表相应的电子中微子及其反中微子。因

为中子质量略大于质子质量 (mn ≃ mp +2.5me), 所以质子变中子的过程相比于其逆过程较
难发生。比如，由于 mp+me ≃ mn−1.5me < mn, 所以一个静止的质子和一个静止的电子不
能变成一个哪怕是静止的中子 (能量守恒不允许)，但是反过来却没有这个问题。当然，在
温度高达 1010K 以上时，电子远远不是静止的，所以 p+ e → n+νe 可以发生，但无论如

何其发生的概率总小于逆过程的发生概率，根据玻尔兹曼统计可知，当正反过程达到统计

平衡时，必定有

σ =
nn

np
= e−

∆m
kBT , (16.4)

式中 ∆m ≡ mn −mp. 当宇宙温度降至 Tνd ≃ 1010K 时，中微子退耦，此后上述 n, p 相互转

变的弱作用过程就基本停止了，因此 nn
np
的值便大致冻结在了 e−

∆m
kBTνd。当然，以上讨论略

去了自由中子的自发衰变 n → p+ e+νe, 因为其半衰期约为 10 分钟，远大于中微子退耦
时的宇宙年龄 tνd ∼ 1s. 不过, 等到氦合成时宇宙年龄 (t ≃ 100s) 相比中子半衰期来说已经
可观了。因此，等到氦合成时，σ = nn

np
的值将比之前的冻结值 e−

∆m
kBTνd 略低，大约为 1/7

弱一点。

将 σ = nn
np

= 1/7 代入 (16.2) 式，就得到氦丰度约为 Y ∼= 0.25, 与观测相当吻合。不过，
考虑到恒星内部的核反应也会产生4He, 虽然比原初核合成的产量少很多，但也会使得原
初核合成时的氦丰度略低于今天观测到的氦丰度，考虑这个因素以后由今天观测的氦丰度

推断出来的原初氦丰度约为 0.23, 与上述理论值 0.25 也基本吻合。

原初核合成的其它产物2H、3He 以及 7Li，它们虽然丰度很小，但对于验证理论也很
重要，定量计算原初核合成产物的丰度还需要用到一个重要的物理参数 η , 它就是宇宙中
重子与光子数密度之比，即 η = nb/nγ , η−1 就代表每个重子周围的光子数，它通过影响光

分裂的难易程度而影响核合成开始的时刻，进而影响产物的丰度。4He 的丰度只微弱地依
赖于 η , 然而2H、3He 以及 7Li 的丰度却对 η 值相当敏感。计算表明，只要假定 η 值在
3.4×10−10 ∼ 5×10−10 的范围之内，则上述四种产物的理论丰度都能与观测丰度符合。
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16.1.4 宇宙微波背景 (CMB) 和宇宙学原理

伽莫夫的热大爆炸理论预言了有弥漫整个宇宙的微波背景存在。1960 年代美国普林
斯顿大学的 Dicke 和 Peebles 认识到背景辐射问题对宇宙学的重要性，因此就开始组织团
队准备观测仪器，以探寻这个辐射。然而，当他们还在做准备时，贝尔实验室的彭齐亚斯

和威尔逊意外地发现了宇宙微波背景辐射。1965 年这两组人同时在同一期《天体物理杂
志》上分别发表论文，彭齐亚斯和威尔逊的论文很简短，只客观地指出，在 4080MHz 发
现有一个 3.5K 的过剩天线温度，在测量限度内它是各向同性的，并与季节的变化无关。
Dicke 和 Peebles 等人的论文则详细解释了这信号的宇宙学意义，也就是指出它很可能是
宇宙微波背景。1978 年彭齐亚斯和威尔逊因为他们的发现获得了诺贝尔物理学奖。

各向同性的背景辐射的发现，其首要意义是确证了星系形成之前的早期宇宙的确充满

了均匀并且各向同性的热气体。当然，其中均匀性并不直接来自于对微波背景的观测，而

是来自于我们对所谓哥白尼原理的信念，即地球并不是宇宙中心，同样的，宇宙中任何一

处都不是宇宙中心，而是处处平权的。结合这个均匀性以及观测到的微波背景相对于地球

的各向同性，就能确立早期宇宙是处处均匀并且处处都各向同性的。由此而来的结果就是，

星系形成以后的宇宙在宇观大尺度上也是处处均匀且各向同性的。这也就是所谓的宇宙学
原理。

根据 1989 年 11 月升空的宇宙背景探测者（COBE，Cosmic Background Explorer）
测量到的结果，宇宙微波背景辐射谱非常精确地符合温度为 2.726±0.010K 的黑体辐射谱，
证实了银河系相对于背景辐射有一个相对的运动速度，并且还验证，扣除掉这个速度对测

量结果带来的影响，以及银河系内物质辐射的干扰，宇宙背景辐射具有高度各向同性，温

度涨落的幅度只有大约百万分之五。目前公认的理论认为，这个温度涨落起源于宇宙在形

成初期极小尺度上的量子涨落，它随着宇宙的暴胀而放大到宇宙学的尺度上，并且正是由

于温度的涨落造成宇宙物质分布的不均匀性，最终得以形成诸如星系团等的一类大尺度结

构。

其中对银河系相对微波背景运动速度的确立来自于观测到的微波背景辐射温度在偶

极上的微小各向异性。具体来说，星系作为膨胀宇宙中的一粒“沙子”，除了跟着宇宙膨胀

以外，必定还有其自身的运动，通常称之为本动。银河系当然也不例外，因此我们是在运

动的参考系中观测背景辐射的，这样就会有多普勒效应。不妨设想银河系在向右运动，设

出发时频率为 ν1 的光子在没有本动的星系上观测到的频率是 ν0(因为宇宙膨胀带来的宇
宙红移，ν0 当然小于 ν1), 则由于银河系在向右运动，右边来的光子的宇宙红移会被银河
系的本动抵消一些，从而它被接收到时的频率将比 ν0 略大，相反，左边来的光子的红移

将被本动加剧一些，从而测到的频率将比 ν0 略小，这就等效于改变了不同方向上宇宙微

波背景的温度，使之产生一个微小的各向异性，可以证明，这种由于银河系本动所产生的

各向异性是一种偶极各向异性。

除了偶极各向异性以外，微波背景的温度还有微小的多极各向异性，这种多极各向异

性常常用所谓的角功率谱来刻画 (关于角功率谱的简短介绍，见参考文献)。正如前面所说，
它起源于宇宙在形成初期极小尺度上的量子涨落，它随着宇宙的暴胀而放大到宇宙学的尺

度上，最终导致星系等结构的形成。
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最后讨论一点引申出来的物理观念。一百多年前，人们曾经认为有一种弥漫在全空间

的介质，称作以太，它可以作为静止或运动的绝对基准。天体相对于以太的运动就称之为

绝对运动，迈克尔逊和莫雷曾试图测出地球的绝对速度，然而始终得到零结果。从那以后

人们就抛弃了以太的概念，并认为绝对运动是没有意义的，这也就是相对性原理的基础。

然而，现在宇宙学肯定了弥漫全宇宙的背景辐射的存在，那么以背景辐射为基准的“绝对”

运动就有了意义，比如 COBE 就测出了银河系相对于背景辐射的“绝对”速度。

实际上，在宇宙任何地点的任何一个像银河系这样的局域参考系中都能测到宇宙微波

背景。如果发现从某个局域参考系中看来没有温度的偶极各向异性，那就可以认为这个局

域参考系是“绝对静止”的，或者说本动速度为零。而上面所谈的银河系的“绝对速度”

(本动速度) 就是相对于这样的静止局域参考系而言的。当然，值得注意的是，由于宇宙本
身在膨胀，所以宇宙中两个不同地点的静止局域系之间的距离是在膨胀增加的，或者说，

空间不同点上的局域静止系之间是相对运动的。这就好比吹气球，气球表面任意一点都是

局域静止的，但是随着气球的膨胀，两点之间的距离却在增加，我们的宇宙空间就好比气

球的表面。这也说明，这种局域静止系的存在其实并不意味着牛顿绝对时空观的复活。

宇宙学原理告诉我们，不同空间点的局域静止系是完全平权的，也就是均匀的，同时，

整个空间相对于任何一个局域静止系都是各向同性的。

Figure 16.1: 宇宙微波背景辐射。

他们用坚硬的黑

透明的亮

在太空建起一座金字塔

空中飘来百亿年前的那幅名画

塔心那颗小小芥子

是生在画师之前的宇宙吧？
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16.2 宇宙膨胀动力学

16.2.1 FLRW 度规

在宇宙学中，需要定义一些基本观察者，也就是相对于宇宙微波背景局域静止的观察

者, 也称作共动观察者。这些基本观察者的世界线互不相交，因此时空中每一个非奇异的
点 (奇异点比如有大爆炸开始的点) 都有唯一一条世界线穿过，因此所有这些世界线的线
束就构成了整个时空。利用这些共动观察者，我们可以定义 t =常数 的空间超曲面，这

只需要求它与基本观察者的协变速度相正交即可。接下来我们可以取基本观察者的固有时

为整个宇宙同步的时间坐标，记作 t, 此外我们还可以给每一条世界线指定三个空间坐标
xi, i = 1,2,3(沿着世界线是常值), 因此每一个共动观察者都有一个固定的 xi, 称作共动坐
标，它参数化了 t =常数 的空间超曲面。由于这些空间超曲面与共动观察者世界线相垂

直，因此宇宙的时空度规可以写成

ds2 =−dt2 +gi jdxidx j, (16.5)

式中 gi j 是 t,xi 的函数，它为空间超曲面上的诱导度规。

根据宇宙学原理，宇宙的空间几何 (不包括时间)是均匀各向同性的，而根据第十一章
关于最大对称空间的知识又可以知道，均匀各向同性的空间必定是所谓的最大对称空间，

因此宇宙的空间几何是一个最大对称空间。进一步，根据第十二章的知识可知，3 维最大
对称空间只有平坦的欧几里德空间 R3、闭合的三维球面 S3、以及开放的三维双曲空间 H3

这三种。

对于 S3, 我们可以把它嵌入在 4 维欧几里德空间 R4 中作为一张超曲面，满足方程

(z1)2 +(z2)2 +(z3)2 +(z4)2 = L2, (16.6)

S3 上的度规就是将 (dz1)2 +(dz2)2 +(dz3)2 +(dz4)2 限制在这张超曲面上。下面对前三个分

量引入球坐标，即令 (z1)2 +(z2)2 +(z3)2 = L2r2, 从而

(dz1)2 +(dz2)2 +(dz3)2 = L2(dr2 + r2dΩ2), (16.7)

其中 dΩ2 = dθ 2 + sin2 θdϕ 2 为两维球面上的立体角。另外，根据 S3 的方程 (16.6), 有
(z4)2 = L2(1− r2), 从而 z4dz4 =−L2rdr, 进而即有

(dz4)2 =
(−L2rdr)2

(z4)2 =
(−L2rdr)2

L2(1− r2)
= L2 r2

1− r2 dr2. (16.8)

将 (16.7) 式与 (16.8) 式加起来，即可以将 S3 上的度规 ds2 = [(dz1)2 +(dz2)2 +(dz3)2 +

(dz4)2]|S3 写成

ds2
S3 = L2(

1
1− r2 dr2 + r2dΩ2). (16.9)

对于 H3, 根据第十二章的知识，我们可以把它嵌入 1+3 维闵可夫斯基时空 R1,3, 作
为其中一张双曲面，满足如下方程

−(z0)2 +(z1)2 +(z2)2 +(z3)2 =−L2, (16.10)
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H3 上的度规就是将 R1,3 的度规 −(dz0)2 +(dz1)2 +(dz2)2 +(dz3)2 限制在这张双曲面上而

得到。类似的，对后三个分量引入球坐标，即令 (z1)2 +(z2)2 +(z3)2 = L2r2，因此当然也有

(16.7) 式。另一方面，根据 (16.10) 式，显然有 (z0)2 = L2(1+ r2), 从而 z0dz0 = L2rdr, 类似
的，进而即有

−(dz0)2 =−L2 r2

1+ r2 dr2. (16.11)

将 (16.11) 式与 (16.7) 式加起来，即可以将 H3 上的度规写成

ds2
H3 = L2(

1
1+ r2 dr2 + r2dΩ2). (16.12)

对于平坦的 R3，通过引入球坐标，其度规显然可以写成

ds2
R3 = L2(dr2 + r2dΩ2). (16.13)

因此我们可以将这三种情况综合性地写作

ds2
Space = hi jdxidx j = L2(

1
1− kr2 dr2 + r2dΩ2), (16.14)

式中 hi j 只是空间坐标 xi 的函数，其中对于正曲率的 S3, k = 1，对于平坦的 R3, k = 0, 对
于负曲率的 H3, k =−1。综合三种情况，空间的截面曲率 K 可以写成

K =
k

L2 . (16.15)

对于 k = 1 情形。此时，当 r → 1 时，度规 (16.14) 看起来是奇异的。我们可以定义

r = sin χ, 0 ≤ χ ≤ π. (16.16)

进而将度规 (16.14) 重写成

ds2
S3 = L2(dχ2 + sin2 χdΩ2). (16.17)

对于 k = 0 情形。可以直接令 r = χ, 进而将度规 (16.14) 重写成

ds2
R3 = L2(dχ2 +χ2dΩ2). (16.18)

对于 k =−1 情形。我们令

r = sinh χ, (16.19)

则可以将度规 (16.14) 重写成

ds2
H3 = L2(dχ2 + sinh2 χdΩ2). (16.20)

常常也将这三种情形统一写作

ds2
Space = L2(dχ2 +S2

k(χ)dΩ2), (16.21)



282 Chapter 16. 极简宇宙学

式中

Sk(χ) =


sin χ, k = 1,

χ, k = 0,

sinh χ, k =−1.

. (16.22)

当然，由于宇宙是在膨胀的，其空间大小在整体性地随时间膨胀，所以 (16.14) 在作
为宇宙的空间几何时，要乘上一个随时间演化的缩放因子 a2(t)，其中 a(t) 就是所谓的尺

度因子，它在宇宙的今天 (即 t0 时刻) 取 1，即 a(t0) = 1。从而 (16.5) 中的空间度规 gi j 必

定可以写成

gi j(t,x) = a2(t)hi j(x). (16.23)

根据 (16.5) 式，从而可以将整个宇宙时空的度规取成

ds2 =−dt2 +a2(t)L2(
1

1− kr2 dr2 + r2dΩ2)

=−dt2 +a2(t)L2[dχ2 +S2
k(χ)dΩ2] (16.24)

这就是著名的弗里德曼-勒梅特-罗伯逊-沃尔克度规，简称 FLRW 度规。其中，t 时刻宇宙

空间的尺寸即是 a(t)L, 由于 a(t0) = 1, 所以 L 即是宇宙在今天的尺寸。

哈勃定律

由于宇宙空间的均匀各向同性，所以我们可以取任意一个共动观察者为中心，令其

χ = 0，则另一共动观察者到他的共动距离就是 χ, 很显然，t 时刻这两者之间的固有距离

dP(t) 则是

dP(t) = a(t)Lχ. (16.25)

很明显，随着宇宙的膨胀，这两个共动观察者之间的固有距离在增加，换言之，一个观察

者在相对于另一个观察者退行，不难得到，退行速度 u(t) = ḋP(t) 为

u(t) = ḋP(t) = ȧLχ =
ȧ
a

dP(t). (16.26)

习惯上常常定义

H(t)≡ ȧ
a
, (16.27)

称之为哈勃参数，它具有时间倒数的量纲。则退行速度满足

u(t) = H(t)dP(t). (16.28)

也即是说，固有距离越远则相对退行的速度就越大，这就是哈勃定律。哈勃正是通过观察

到远处的星系在远离我们 (也就是相对于我们退行)，从而发现宇宙在膨胀的。哈勃参数



16.2 宇宙膨胀动力学 283

H(t) 依赖于宇宙时间 t, 当 t = t0 时，也就是宇宙今天，相应的 H(t0) 常常记作 H0, 称之为
哈勃常数。

从哈勃定律 (16.28) 可知，只要 dP 足够大，则退行速度 u(t) 完全有可能超过光速 1。

那这是不是违反了相对论的基本原理呢？并非如此，因为相对论原理说的其实是，任何粒

子的世界线都应该是类时或者类光曲线，不能类空。这句话换种说法其实应该是，任何粒

子相对于当地观察者的速率都应该小于等于光速 1。注意，这里的关键是，这个速度是相

对于当地观察者而言的。而遥远星系的退行速度并不是相对星系当地的观察者的，而是相

对于远方的我们而言的，那这当然是可以超过 1 的，并不违反相对论原理。

关于哈勃常数 H0 的测量值，目前不同的测量方法会得到不一致的测量结果 (主要是
通过对晚期宇宙的观测 (如通过对 Ia 型超新星的观测) 得出来的结果，与宇宙微波背景
(CMB) 数据对宇宙学标准模型的全局拟合得出来的结果不一致)，为什么不一致今天人们
还没搞清楚，有时候人们也称之为哈勃常数危机。典型的测量值是在 67 ∼ 74(km/s)/Mpc
之间。Mpc 即是百万秒差距，这是天文测量中常用的距离单位，1Mpc 大约为 330 万光
年。如果取 H0 = 73(km/s)/Mpc, 那这就表示相距 330 万光年的两个星系，在以大约每秒
73 公里的速度彼此远离。这一速度是地球围绕太阳公转速度的两倍多。

16.2.2 联络和曲率

FLRW 度规中只有尺度因子 a(t) 随时间的演化需要求解，a(t) 是由爱因斯坦场方程

决定的，为了应用场方程，我们又需要先计算出与 FLRW 度规对应的联络系数以及里奇

曲率。下面就是具体计算过程。

为了计算出联络系数，我们对如下世界线作用量 (λ 为世界线参数) 进行变分

S =
1
2

∫
dλ
[
−
( dt

dλ
)2

+a2(t)hi j
dxi

dλ
dx j

dλ
]
. (16.29)

比方说对 t(λ ) 的变分会给出

δS =
∫

dλ
[ d2t

dλ 2 +aȧhi j
dxi

dλ
dx j

dλ
]
δ t + ... (16.30)

式中 ȧ = da
dt , 由这个变分结果即有方程

d2t
dλ 2 +aȧhi j

dxi

dλ
dx j

dλ
= 0, (16.31)

进而即可以读出如下非零的联络系数

Γ0
i j = aȧhi j. (16.32)

类似的，对 xk 的变分将给出如下方程

d2xk

dλ 2 +2
ȧ
a

dt
dλ

dxk

dλ
+

1
2

hkl{∂ihl j +∂ jhli −∂lhi j}
dxi

dλ
dx j

dλ
= 0. (16.33)

式中矩阵 hi j 为矩阵 hi j 的逆。进而又可以读出如下非零联络系数

Γi
0 j =

ȧ
a

δ i
j, Γk

i j =
1
2

hkl{∂ihl j +∂ jhli −∂lhi j}. (16.34)
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其余联络系数均为零。很显然，其中 Γk
i j 就是按照空间度规 hi j(x) 算出来的标准联络系数。

特别的，对于共动观察者，其本动速度 dxi

dλ ≡ 0, 由此再求导一次，当然也有 d2xi

dλ 2 ≡ 0,
从而自动满足测地线方程 (16.33), 而且这时候测地线方程 (16.31) 简化成了 d2t

dλ 2 = 0, 由于
t 是共动观察者的固有时，而根据测地线方程的定义，λ 的自然选取也是共动观察者的固
有时，即取 λ = t，所以测地线方程 (16.31) 也是自动满足的。由此可见，在 FLRW 时空

中，共动观察者走的就是测地线。

有了联络系数以后，我们就可以进一步计算黎曼曲率张量，当然，由于我们的最终目

的是应用爱因斯坦场方程，所以实际上只需计算里奇曲率张量。根据黎曼曲率张量的计算

公式，有

Rµν = Rρ
µρν = ∂ρΓρ

νµ −∂νΓρ
ρµ +Γρ

ρσ Γσ
νµ −Γρ

νσ Γσ
ρµ . (16.35)

代入上面得出的联络系数，立即有

R0i = 0. (16.36)

以及

R00 =−∂tΓi
0i −Γi

0 jΓ
j
0i =−3

ä
a
. (16.37)

以及

Ri j = ∂tΓ0
ji +Γk

k0Γ0
ji −Γ0

jkΓk
0i −Γk

j0Γ0
ki + R̃i j, (16.38)

式中 R̃i j 为按照空间度规 hi j(x) 算出来的里奇张量，它由下式给出

R̃i j = ∂kΓk
ji −∂ jΓk

ki +Γl
lkΓk

ji −Γl
jkΓk

li. (16.39)

由于空间度规 hi j 描述的是一个最大对称空间，其截面曲率为 K = k/L2, 根据第十一章的
知识可知，hi j(x) 给出的黎曼曲率张量为

R̃lki j = K(hlihk j −hl jhki)⇒ R̃i j = 2Khi j. (16.40)

将这个结果代入 (16.38) 式，同时代入 Γ0
i j 和 Γi

0 j 的结果，即可以得到

Ri j =
[ ä

a
+2
( ȧ

a

)2
+2

K
a2

]
gi j, (16.41)

式中 gi j = a2(t)hi j。

根据以上结果，不难得到里奇标量为

R = 6
[ ä

a
+
( ȧ

a

)2
+

K
a2

]
. (16.42)

进而即能得到爱因斯坦张量 Gµν 的非零分量如下

G00 = 3
[( ȧ

a

)2
+

K
a2

]
, Gi j =−

[
2

ä
a
+
( ȧ

a

)2
+

K
a2

]
gi j. (16.43)
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16.2.3 弗里德曼方程

在大尺度上宇宙的物质内容可以看成是理想流体，其能量动量张量为第十四章中引入

的

T µν = (ρ + p)uµuν + pgµν . (16.44)

由于星系的本动速度相对于宇宙膨胀速度来说都很小，所以我们可以假定，在共动观察者

看来，宇宙物质的这理想流体是局域静止的，也即是说，在 FLRW 坐标中，这流体的协

变速度 uµ = (1,0,0,0)。从而 T 00 = ρ, T 0i = 0, T i j = gi j p, 换言之，

T µ
ν = diag(−ρ, p, p, p). (16.45)

宇宙空间的均匀性意味着 ρ 和 p 均只依赖于时间 t。

能动量张量的守恒方程 DµT µν = 0实际上反映了流体在时空中的演化，其中 DµT µ
i = 0

会给出物质组分满足的测地线方程，也就是共动观察者的测地线方程，正如前面说过的，

这是自动满足的。而能量守恒方程 DµT µ
0 = 0 将给出

0 = ∂µT µ
0 +Γµ

µνT ν
0 −Γρ

µ0T µ
ρ

=−ρ̇ +Γi
i0T 0

0 −Γi
j0T j

i

=−ρ̇ −3
ȧ
a
(ρ + p). (16.46)

这个能量守恒方程有一个直观解释，为此我们把它改写成

d(ρa3) =−pd(a3), (16.47)

考虑到一个空间区域的体积正比于 a3(t), 所以这个方程的意思就是，某空间区域膨胀向外
做的功等于区域内物质总能量的减少。

另一方面，根据爱因斯坦场方程，我们有

G00 = 8πGT00,⇒ 3
[( ȧ

a

)2
+

K
a2

]
= 8πGρ. (16.48)

重新整理一下，即可以写成 ( ȧ
a

)2
=

8πG
3

ρ − K
a2 . (16.49)

这就是著名的弗里德曼方程，它告诉我们宇宙是如何膨胀的。

爱因斯坦场方程的空间分量 Gi j = 8πGTi j 将给出

−2
[ ä

a
+
( ȧ

a

)2
+

K
a2

]
= 8πGp

⇒ ä
a
=−4πG

3
(ρ +3p). (16.50)

但是这不是一个独立的方程，因为你可以通过将弗里德曼方程对时间求导，然后代入能量

守恒方程 (16.46) 来得到它，虽然人们有时候也称这个方程为第二弗里德曼方程。
总之，要描述宇宙的演化，我们需要两个相互独立的基本方程，分别是能量守恒方程

(16.46), 以及弗里德曼方程 (16.49)。
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16.2.4 宇宙学红移

前面说过，哈勃观测到远处的星系在远离我们 (退行)，从而知道了宇宙在膨胀。但是，
远处星系的退行速度是如何观测的呢？当然，是通过发现远处星系发给我们的光信号有红

移，如果这星系离我们的距离不是过于遥远，从而退行速度不大的话，那么这红移可以解

释为多普勒红移。但是，一般来说，宇宙学红移和多普勒红移并不是一回事。

为了讲清楚远方星系光信号的宇宙学红移，不妨假设我们的观察者位于共动坐标的原

点 χ = 0, 远方的星系位于共动坐标 χA，假设光信号沿着径向从 χA 传播到原点处的观察

者。由于光信号走的是类光测地线，满足 ds2 = 0，进而根据 FLRW 度规，我们有

−dt2 +a2(t)L2dχ2 = 0 ⇔ dt
a(t)

=−Ldχ, (16.51)

式中注意到了沿着光路径 χ 在减少。假设光信号是 t1 时刻发出的，t2 时刻被接收到，则

将上式积分，即有 ∫ t2

t1

dt
a(t)

= L
∫ χA

0
dχ = LχA. (16.52)

经过一个周期以后，信号发出的时刻变成了 t1 +δ t1, 接收时刻变成了 t2 +δ t2, 其中 δ t1 就

是光发出时的时间周期，δ t2 则是光被接收时的时间周期。很显然，依然有∫ t2+δ t2

t1+δ t1

dt
a(t)

= LχA. (16.53)

将 (16.53) 式减去 (16.52) 式，并考虑到时间周期 δ t1 和 δ t2 均很小，从而即有

δ t2
a(t2)

− δ t1
a(t1)

= 0. (16.54)

假设光发出时的波长为 λ1，则很显然 λ1 = δ t1, 同样，光被接收到时的波长 λ2 = δ t2,
则根据上面的式子我们有

λ2

λ1
=

δ t2
δ t1

=
a(t2)
a(t1)

, (16.55)

显然，波长变了，也就是发生了红移，这就是宇宙学红移。

在实际应用中，接收光信号的当然就是我们，我们是在今天 (即 t0 时刻) 接收到光信
号的，而光信号发出的时刻是过去的某个 t 时刻，发出时的波长可以记为 λ，接收时的波
长记为 λ0, 则可以通过下式定义光信号的宇宙学红移 z

1+ z ≡ λ0

λ
=

a(t0)
a(t)

=
1

a(t)
, (16.56)

式中最后一个等于号利用了 a(t0) = 1。这个式子告诉我们，只要我们观测到远方星系光信

号的红移量 z > 0，那就说明过去的 a(t)< 1，从而说明宇宙是在膨胀！特别的，宇宙开始

于大爆炸奇点，即 a(0) = 0, 这对应于 z = ∞ 的红移。而宇宙今天对应 a(t0) = 1, 这相应于
z = 0。不仅如此，星系形成以后的宇宙相应于 z < 10, 而光子脱耦形成宇宙微波背景辐射
的时刻相应于 z ≃ 1000。
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有了宇宙学红移的概念以后，就可以讨论哈勃如何通过天文观测发现哈勃定律的了。

实际上，哈勃是对远方星系进行观测，而且这个远方星系不是太远 (相比于宇宙的大小)，
因此光子从它发出的时间 t 可以写成 t = t0 −δ t, t0 就是我们接收到光子的时间，也就是宇

宙的今天，由于被观测的星系离我们不是太远，所以它发出光子的时刻也不会比 t0 早很

多，因此 δ t ≪ t0。由此即可以对尺度因子进行展开

a(t) = a(t0 −δ t)

= a(t0)−δ tȧ(t0)+
1
2
(δ t)2ä(t0)+ ...

= a(t0)[1−δ tH(t0)−
1
2
(δ t)2q(t0)H2(t0)+ ...], (16.57)

当然式中的 a(t0) 其实就是 1，而 q(t) 是所谓的减速参数，其定义是

q(t) =− ä(t)a(t)
ȧ2(t)

. (16.58)

也即是说，如果 q(t)> 0，那就说明宇宙在减速膨胀，反之，如果 q(t)< 0，那宇宙就在加

速膨胀。习惯上常常记 a0 = a(t0) = 1, H(t0) = H0，q(t0) = q0, 其中 q0 就是宇宙当前的减

速参数。

利用 H0, q0, 就可以把远方星系的红移因子表示为

z =
a(t0)
a(t)

−1 =
[
1−δ tH(t0)−

1
2
(δ t)2q(t0)H2(t0)+ ...

]−1 −1

= δ tH0 +(δ t)2(1+ 1
2

q0
)
H2

0 + ... (16.59)

由于 δ t 为一个小量，所以红移 z 也为一个小量，z ≪ 1, 进而即有

δ t =
1

H0

[
z−
(
1+

1
2

q0
)
z2 + ...

]
, (16.60)

注意，这个式子只依赖于当前的参数 H0 和 q0，与宇宙的演化历史无关。

另一方面，根据 (16.52) 式，可以得到这个星系离我们的共动距离 dP = a0LχA 为

dP = a0LχA = a0

∫ t0

t

dt
a(t)

=
∫ t0

t
dt
[
1− (t0 − t)H0 + ...

]−1

=
[
δ t +

1
2
(δ t)2H0 + ...

]
. (16.61)

代入 δ t 的表达式 (16.60), 即有

dP =
1

H0

[
z− 1

2
(
1+q0

)
z2 + ...

]
. (16.62)

特别的，对于不太远的星系，z ≪ 1，所以作为一阶近似，即有

z = H0dP. (16.63)

对于这种不太远的星系，我们可以将其红移看作是多普勒红移，从而可得其退行速度 u = z,
进而 (16.63) 式给出的就是哈勃定律。



288 Chapter 16. 极简宇宙学

但是，如果我们保留到距离红移关系 (16.62) 的二阶近似，我们就会发现它和宇宙减
速参数 q0 有关，给定远方星系的红移量 z，如果宇宙在减速膨胀 q0 > 0, 则相对于 q0 = 0

的情形，远方星系的距离就会偏小，相反，如果宇宙在加速膨胀，q0 < 0, 则远方星系的距
离就会偏大。1998 年，Perlmutter 团队和 Riess 与 Schimdt 团队观测了红移大约在 0.5 左
右的 Ia 型超新星 (一种亮度非常稳定，可以用作“标准烛光”的天体)，发现这些超新星
比预期要暗，意味着它们离我们的距离偏大，进而推断出宇宙在加速膨胀。具体来说，就

是通过拟合这些超星系的距离红移关系 (严格来说，拟合的是光度距离和红移的关系，但
与上面的共动距离其实密切相关)，进而推断出 q0 < 0。

更一般地，由于哈勃参数 H(t) 是时间的函数，而通过尺度因子与时间的关系 a(t) 又

可以把时间看成是红移的函数，因此哈勃参数完全可以看作是红移的函数，记作 H(z)。进

而有

dz = d(1+ z) = d
(a0

a

)
=−a0

a
ȧ
a

dt

=−(1+ z)H(z)dt. (16.64)

因此，

t0 − t =
∫ t0

t
dt =

∫ z

0

dz′

(1+ z′)H(z′)
. (16.65)

特别的，如果取 t = 0, 相应 z = ∞，则有宇宙年龄的计算公式

t0 =
∫ ∞

0

dz
(1+ z)H(z)

. (16.66)

类似的，也有精确的距离-红移关系

dP = a0

∫ t0

t

dt
a(t)

=
∫ z

0

dz′

H(z′)
. (16.67)

很显然，无论是为了计算出宇宙年龄也好，还是为了得到精确的距离-红移关系也好，我们
都需要先知道 H(z) 的表达式，为此就需要求助于弗里德曼方程，下一小节我们再来讨论

这个问题。

16.2.5 宇宙学参数及其确定

物质、辐射以及宇宙学常数

宇宙的不同物质组分有不同的物态方程，通常可以刻画为

p = wρ. (16.68)

其中 w 是一个与时间无关的常数，称之为物态参数。如果要求物质内容满足主能量条件，

那么 |w| ≤ 1。一般来说，这些物质组分可以分成如下三类：1. w = 0, 即 p = 0, 这是一
些非相对论性的物质，即所谓的尘埃物质，后文也简称为物质 (和前文的物质概念有所不
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同)。比如所有星系构成的理想流体就可以看成是这样的物质，一个星系就是这尘埃中的
一个“颗粒”。2. w = 1/3, 根据第十四章的知识，这种物质组分是极端相对论性的，后文
简称为辐射。比如充满宇宙空间的微波背景辐射。3. w =−1, 即 p =−ρ, 比方说宇宙学常
数 (根据第十四章的知识)。
将物态方程 (16.68) 代入能量守恒方程 (16.46)，即可以得到 ρ̇/ρ =−3(1+w)ȧ/a, 积

分即可以得到

ρ ∝ a−3(1+w). (16.69)

很显然，对于物质

ρM ∝ a−3, (16.70)

由于空间区域的体积 ∝ a3，所以很显然，对于物质，随着宇宙的膨胀，一个空间区域内的

总能量保持为常数。但是，对于辐射

ρR ∝ a−4, (16.71)

很显然，随着宇宙的膨胀 (即 a 的增加)，辐射的能量密度衰减得更快，以至于一个空间区
域内的辐射总能量不可能保持为常数。这是因为随着宇宙的膨胀，光子的波长也膨胀了，

从而光子的频率就降低了，也就是所谓的红移了。而对于宇宙学常数 Λ，由于 w =−1，所

以很显然，

ρΛ ∝ a0, (16.72)

当然，这是我们早就知道的，宇宙学常数的能量密度是一个常数，不随宇宙膨胀而衰减。

从以上分析可知，随着宇宙的膨胀，辐射的能量密度衰减得最快，物质次之，而宇宙

学常数 (真空能) 的能量密度则是不变的。当今的天文学观测发现，宇宙中的可见物质约
占 4%, 而暗能量 (可以用宇宙学常数来代表) 则约占 68%。由此可以想见，在极早期宇宙

中物质和辐射的能量应该占据绝大部分的比例，而暗能量的比重则微乎其微，但是随着宇

宙的膨胀，最终却是暗能量取得了主导地位。进一步推论，如果宇宙继续膨胀下去，暗能

量的比重将越来越大，其它物质成分将可以被忽略，从而宇宙将进入一个渐进德西特时空。

但是，由于辐射随着宇宙膨胀衰减得最快，所以倒推回去，最早的时候，宇宙必定是由极

端相对论性的辐射主导的，然后过渡到物质主导，最后可能再过渡到暗能量主导。物质和

辐射相等的时刻大约对应于红移 z ≃ 104。

在辐射主导的时期，ρ ∼ a−4, 代入弗里德曼方程 (16.49)，由于此时 a 很小，而空间

曲率能 − k
a2L2 ∼ a−2，因此相比于辐射能可以忽略，进而可将弗里德曼方程 (16.49) 近似为

( ȧ
a

)2 ∼ a−4 ⇒ ȧ ∼ a−1, (16.73)

积分即可以得到

a(t)∼ t1/2. (16.74)
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特别的，t = 0 时，a(0) = 0，相应的空间曲率 (∼ a−2) 即为无穷大，物质的能量密度也为
无穷大。这说明 t = 0 时，时空是奇性的，这就是所谓的大爆炸奇点。

在物质主导的时期，ρ ∼ a−3, 代入弗里德曼方程 (16.49) 并忽略空间曲率能，即有( ȧ
a

)2 ∼ a−3 ⇒ ȧ ∼ a−1/2, (16.75)

积分即可以得到

a(t)∼ t2/3. (16.76)

不难看出，无论是辐射主导的时期还是物质主导的时期，虽然宇宙都在膨胀，但是均有

ä < 0, (16.77)

因此宇宙是减速膨胀的。

但是在宇宙学常数主导的时期，ρ = Λ
8πG , 代入弗里德曼方程 (16.49) 并忽略空间曲率

能，即有 ( ȧ
a

)2
=

Λ
3
, (16.78)

积分即得

a(t)∼ e
√

Λ
3 t . (16.79)

很显然这时宇宙不仅加速膨胀，而且是指数膨胀。实际上，正是因为观测到当前宇宙在加

速膨胀，人们才推断出暗能量存在并进一步推断出其在当前约占 68% 的，至于这个值如

何可以推断出来我们后文再讨论。

利用 a−1 = 1+ z，我们也可以将上述各组分能量密度对 a 的关系式重新表示成

ρM = ρM,0(1+ z)3, ρR = ρR,0(1+ z)4, ρΛ = ρΛ,0, (16.80)

式中 ρM,0,ρR,0,ρΛ,0 分别表示当今的物质能量密度、当今的辐射能量密度、以及当今的宇

宙学常数能量密度。从而宇宙内含物的总能量密度 ρ = ρR +ρM +ρΛ 可以表示成

ρ = ρR,0(1+ z)4 +ρM,0(1+ z)3 +ρΛ,0. (16.81)

宇宙学参数

下面我们把弗里德曼方程 (16.49) 写成如下形式

H2 =
8πG

3
ρ −K(1+ z)2. (16.82)

习惯上常常定义临界密度 ρc,0 如下

ρc,0 ≡
3H2

0
8πG

≈ 9.2×10−27kg ·m−3, (16.83)
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数值上就是大约每立方米 5.5 个质子。进而即可以把弗里德曼方程进一步改写成

H2 = H2
0
[ ρ

ρc,0
− K

H2
0
(1+ z)2] (16.84)

将前面的 (16.81) 代入这个式子, 即有

H2 = H2
0
[
ΩR(1+ z)4 +ΩM(1+ z)3 +ΩΛ +Ωk(1+ z)2]. (16.85)

式中

ΩR ≡ ρR,0

ρc,0
, ΩM ≡ ρM,0

ρc,0
, ΩΛ ≡

ρΛ,0

ρc,0
, Ωk ≡− K

H2
0
. (16.86)

(16.85) 式正是我们一直想找的 H(z) 的表达式。特别的，在 (16.85) 中取 z = 0(今天)，则
有

ΩR +ΩM +ΩΛ +Ωk = 1. (16.87)

所以，参数 ΩR,ΩM,ΩΛ,Ωk 可以解释成今天宇宙各组分能量密度所占的百分比，称作宇宙

的密度参数。特别的，Ωk 是空间曲率所占的百分比。不过值得注意的是，Ωk 可以取负数，

当空间曲率为正时，Ωk 就是负数。

很显然，Ωk 是正是负完全取决于 ΩR +ΩM +ΩΛ 是大于 1 还是小于 1，也就是取决于
ρ0 = ρR,0 +ρM,0 +ρΛ,0 是大于 ρc,0 还是小于 ρc,0。如果 ρ0 > ρc,0, 则 Ωk < 0, 空间曲率为正，
宇宙为闭宇宙。如果 ρ0 = ρc,0, 则 Ωk = 0, 空间曲率为零，宇宙为平坦宇宙。如果 ρ0 < ρc,0,
则 Ωk > 0, 空间曲率为负，宇宙为开宇宙。对宇宙微波背景角功率谱第一声学峰位置 (见
参考文献) 的拟合告诉我们 Ωk 非常接近于 0，即 Ωk ≈ 0，宇宙非常接近于平坦的。

所以，不同的宇宙学模型基本可以通过如下四个参数来标志

H0, ΩR, ΩM, ΩΛ. (16.88)

观测宇宙学的一个重要目标就是确定这四个参数的值，一般来说，这是一件非常复杂的事

情，要结合多种不同的观测结果。H0 的观测结果前面已经说过了，剩下三个密度参数的观

测结果大约为

ΩR ≈ 5×10−5, ΩM ≈ 0.3, ΩΛ ≈ 0.7, (16.89)

这也就是前面所说的暗能量约占 68% 的来源，但观测如何可以定出这个结果呢？考虑到

辐射的百分比很低，可以忽略，那观测是如何定出 ΩM ≈ 0.3, ΩΛ ≈ 0.7 的呢？这个问题我

们稍后再讨论。

不仅如此，当前的减速参数 q0 也可以用这些密度参数表达出来。为此我们先把第二

弗里德曼方程 (16.50) 写成如下形式

aä
ȧ2 =−4πG

3H2 (ρ +3p) =−4πG
3H2 (2ρR +ρM −2ρΛ), (16.90)
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式中最后一个等于号我们代入了各组分的物态方程。进而根据减速参数的定义，即有

q0 =
1
2

ΩM +ΩR −ΩΛ. (16.91)

很显然，如果宇宙中没有暗能量 (宇宙学常数)，即 ΩΛ = 0, 则必定有 q0 > 0，从而宇宙必

定减速膨胀。因此观测到宇宙加速膨胀，就意味着宇宙学常数必定大于零，或者说必定有

大于零的暗能量存在。实际上，由 q0 < 0，就必定有 ΩΛ > 1
2 ΩM。

另一方面，利用 (16.85) 式给出的 H(z) 表达式，代入宇宙年龄的计算公式 (16.66), 即
有

t0 =
1

H0

∫ ∞

0

dz
(1+ z)E(z)

, (16.92)

式中

E(z)≡
√

ΩR(1+ z)4 +ΩM(1+ z)3 +Ωk(1+ z)2 +ΩΛ. (16.93)

代入上面给出的各宇宙学参数值 (其中 Ωk = 0) 并进行数值积分，就可以得到宇宙年龄
t0 ≈ 138亿年, 常常也记作 t0 ≈ 13.8Gyr, Gyr 即是 Gigayear 的缩写，1Gyr= 十亿年。粗略
来说，也有 t0 ≈ 1/H0。

同样的，假如把 H(z) 的表达式代入距离-红移关系的计算公式 (16.67), 即有

dP(z) =
1

H0

∫ z

0

dz′

E(z′)
. (16.94)

特别的，如果所考察的红移不太大，比如 z < 6(通常观测的 Ia 型超新星都处于这个红移范
围)，那注意到 ΩR 和 Ωk 都很接近于零，进而即可以在上述积分中忽略 E(z) 中的 ΩR 和

Ωk 相关项，进而得到

dP(z) =
1

H0

∫ z

0

dz′√
ΩM(1+ z′)3 +ΩΛ

, z < 6. (16.95)

以上结果告诉了我们一个如何通过拟合 Ia型超新星的距离-红移关系，进而确定 ΩΛ ≈
0.7 的办法。为此还需要注意到，由于 ΩR 和 Ωk 相比可以忽略，所以 (16.87) 式可以近似
为

ΩM +ΩΛ = 1. (16.96)

代入上面的 (16.95) 式，即可以得到

dP(z) =
1

H0

∫ z

0

dz′√
(1−ΩΛ)(1+ z′)3 +ΩΛ

, z < 6. (16.97)

也即是说，Ia 型超新星的距离红移关系取决于 ΩΛ 的值，因此只需要对它们的距离-红移
关系进行拟合，就能够定出 ΩΛ 的值, 如图 (16.2)。这就是确定 ΩΛ 观测值的重要方法之

一。

宇宙命运
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Figure 16.2: Ia 型超新星的距离红移关系 (当然严格来说这里的距离是光度距离，但它其
实完全可以由共动距离 dP 决定) 与暗能量的发现。如果我们假设宇宙是平坦的，那么超
新星显然比在仅由物质构成的宇宙 ΩM = 1 中预测的要暗淡（或更远）。(SDSS = Sloan
Digital Sky Survey; SNLS = SuperNova Legacy Survey; HST = Hubble Space Telescope.)

当然，如果是想预言宇宙的未来，那红移这个概念就不好用了，这时候我们可以把方

程 (16.85) 恢复成

H2 = H2
0
[
ΩRa−4 +ΩMa−3 +ΩΛ +Ωka−2]. (16.98)

利用哈勃参数 H 的定义，显然也有

1
2

ȧ2 − 1
2

H2
0
[
ΩRa−2 +ΩMa−1 +ΩΛa2 +Ωk

]
= 0. (16.99)

可以把这个方程看作是一个沿着 a 轴运动的一维粒子的机械能守恒方程，这个粒子的质量

为 1, 势能为 V (a) =− 1
2 H2

0
[
ΩRa−2 +ΩMa−1 +ΩΛa2 +Ωk

]
, 总机械能为零。

通过分析这个一维粒子在势能曲线 V (a) 中的运动，我们就能搞明白宇宙未来的命运

(当前这个粒子位于 a0 = 1 处，速度 ȧ > 0)，是继续膨胀下去，还是被 V (a) 的势垒部分挡

住，然后调头开始收缩 (在物理上即是由于物质之间的万有引力 (为吸引力) 占据了主导地
位，使得宇宙在某个时刻开始收缩)。由于这种分析不过就是一道略微复杂些的力学习题，
所以我们留给读者自行完成。

16.2.6 宇宙学视界

宇宙学视界（Cosmological Horizon）是现代宇宙学中的一个重要概念，它描述了我们
在宇宙中能够观测到的最远距离。由于宇宙的膨胀和光速的限制，我们无法观测到无限远

的宇宙，因此宇宙学视界定义了可观测宇宙的边界。视界的存在是因为宇宙的膨胀速度可

能超过光速，因此某些区域的光可能永远无法到达我们。
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为了讲清楚视界的概念，让我们考虑一个位于 χ = 0 处的共动观察者，光信号在 tE
时刻从远处的 χA 处发送过来，在 tR 时刻被这个观察者接收到，则根据前面的 (16.52) 式，
必定有 ∫ tR

tE

dt
a(t)

= LχA. (16.100)

当然，这个式子也可以解释成，χ = 0 处的这个共动观察者在 tE 时刻向远处的 χA 位置发

送光信号，tR 时刻这个光信号到达 χA。

粒子视界

所谓的粒子视界，指的就是 χ = 0 位置的这个共动观察者在 t 时刻能够看到的最远

距离，很显然这个最远距离处的光一定是在宇宙诞生之初的 t = 0 时刻发出的，因此根据

(16.100) 式，这个最远距离的 χA 值为∫ t

0

dt ′

a(t ′)
= LχA. (16.101)

由于这是共动观察者 t 时刻观测到的，所以对应的固有距离就应该是 dph(t) = a(t)LχA，根

据上式这也就是

dph(t) = a(t)
∫ t

0

dt ′

a(t ′)
. (16.102)

dph(t) 就是 χ = 0 处的这个共动观察者在 t 时刻的粒子视界！

当然，由于 t → 0 时，a(t) → 0, 所以上面这个积分在下限处的贡献可能发散，如果
是这种情况，那粒子视界就是无穷大，否则粒子视界就是有限的。比方说，按照前面的标

准宇宙学模型，最早期的宇宙是辐射主导的，因此是作减速膨胀，那时 a(t) ∝ t1/2，代入

(16.102) 式不难发现，积分下限处的贡献是有限的。进一步，根据前面的 (16.67) 式，可得
当前的粒子视界的大小为

dph(t0) = a0

∫ t0

0

dt
a(t)

=
∫ ∞

0

dz
H(z)

=
1

H0

∫ ∞

0

dz
E(z)

(16.103)

代入 E(z) 的表达式，原则上就能算出这个结果。

另外，将 dph(t) 对时间求导，不难导出如下结果

ḋph(t) = H(t)dph(t)+1, (16.104)

也即是说，随着宇宙的膨胀 (H(t)> 0), 粒子视界的大小也是在膨胀的，而且膨胀的速度满
足某种哈勃定律。

粒子视界的意义不仅是说明可观测范围。注意光速是一切信号速度的上限，当两个点

的空间距离超过视界大小，它们之间就无法用信号建立联系，因此，这两个点上的物理情

况是不可能有因果关系的。从这个意义上讲，t 时刻粒子视界的大小也反映了此时可能有

因果联系的区域的大小。
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粒子视界的一个直接后果就是宇宙学模型中的视界问题。简而言之，我们观测到即使

对于分得非常开的区域，它们的宇宙微波背景辐射温度也是高度一致的。然而在前面的标

准宇宙学模型中，这样两个分得很开的点在光子脱耦形成微波背景的时候它们之间的距离

可以超过当时的粒子视界大小，因此那时候这两个点之间就不可能有因果联系。而这两点

的热平衡也不可能是此后在宇宙继续膨胀到今天的过程中形成的，因为此后光子已经脱耦

变成没有相互作用的自由光子了。那为什么这样的两个点有相同的温度呢？

事件视界

虽然粒子视界会随着宇宙的膨胀而膨胀，但这并不意味着 χ = 0 处的这个共动观察者

在未来可以看到 t 时刻的任何事件，实际上，即使这个观测者一直等到无穷远未来，t 时

刻的宇宙也总存在一些他观测不到的区域。实际上，根据 (16.100) 式，这个共动观察者在
无穷远将来能够观察到的最远坐标 χA 为∫ ∞

t

dt ′

a(t ′)
= LχA. (16.105)

(当然，这个 χA 坐标也可以解释成，t 时刻 χ = 0 处的观察者向远处发送光信号，这光信

号在无穷远未来能够到达的最大 χ 值。)
由于 χA 是宇宙在 t 时刻的坐标，所以相应固有距离 deh(t) 当然就是 deh(t) = a(t)LχA,

根据上一个式子，这也就是

deh(t) = a(t)
∫ ∞

t

dt ′

a(t ′)
. (16.106)

很显然 deh(t) 就是共动观察者在无穷远将来能看到的宇宙在 t 时刻的最大半径，称作这个

共动观察者的事件视界。

不难导出，事件视界满足

ḋeh(t) = H(t)deh(t)−1. (16.107)

这也就是说，如果某个时刻的事件视界 deh(t)< 1/H，则随着时间的推移，它是在缩小的。

哈勃视界

除了以上两种常用宇宙学视界以外，还有一种视界也很常用，即所谓的哈勃视界 dH，

其定义就是退行速度等于光速的那个距离。

具体来说，根据哈勃定律 (16.28)，远处星系相对于 χ = 0 处共动观察者的退行速度

为 u(t) = H(t)dP(t), dP(t) 为远处星系离共动观察者的固有距离，所谓的哈勃视界 dH，就

是使得 u(t) = 1 的那个距离 dP(t)，换言之，

dH =
1
H
. (16.108)

当然由于我们取了光速 c = 1 的单位制，如果恢复成常用单位制的话应该是 dH = c/H。常

常也把哈勃视界称作哈勃半径。
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16.3 暗物质与暗能量

暗物质

我们来考察一下当前宇宙物质的成分，即 ρM,0 的成分。暂且假定它主要由星系组成。

由此就可以通过天文观测数据对 ρM,0 进行一个独立的估计，如果由此得出来的 ΩM 的确

约为前文确定的 0.3，那就说明这个假设基本是成立的。

设当今宇宙星系的数密度为 n, 每个星系的平均质量为 M, 则 ρM,0 = nM。设宇宙空间

中单位体积的光度 (也就是光度密度) 为 L , 目前它已经有比较可靠的观测值了。再设每
个星系的平均光度为 L, 则 L = nL, 进而即有

ρM,0 = L
M
L
, (16.109)

式中 M/L 叫做星系的平均质光比。很显然，为了估计 ρM,0, 我们只需估计 M/L。实际的

测量当然是对具体星系进行的，得到的只是该星系的质光比 M/L, 很显然，只有当这个星
系具有相当的代表性时其质光比才可以作为 M/L 的估计值。好在虽然不同星系的质量差

别很大，可以差好几个数量级，但是星系质光比的差别却要小很多。因此通常星系质光比

的值都可以作为 M/L 的估计值。

要测星系的质光比，关键是测出星系的总质量。下面介绍测量漩涡星系 (如银河系)质
量的动力学方法。在漩涡星系中，恒星除无规运动外主要就是以星系的引力为向心力绕星

系中心旋转。为简化讨论，可以把漩涡星系看成一个圆盘。则由牛顿引力理论可知，距离

星系中心 r 处的恒星的旋转速度 v(r) 由下式决定

v2(r) = G
M(r)

r
, (16.110)

其中 M(r) 是星系在半径 r 之内的质量。函数 v(r) 的曲线就称之为星系的旋转曲线。天文

学家把许多星系的旋转曲线都测出来了。

假设 R0 代表星系光度消失处的半径，则 M(R0) 就是星系内发光物质的总质量。如果

星系在 r > R0 之外没有质量，则由 (16.110) 式可知，在 r > R0 处 v(r) 曲线应该按照 r−1/2

的规律下降，如图 (16.3) 中的曲线 A(虚线)。然而实测的星系旋转曲线并非如此，而是先
从星系中心陡然升起，然后近似水平地延伸，直到超出 R0 以外很远以至于无法测量为止，

如图 (16.3) 中的曲线 B。这就表明，漩涡星系在发光部分之外有一个半径比 R0 大得多的

暗晕，由暗物质组成，其质量约为发光部分的 3− 10 倍。除漩涡星系之外还有其他星系，

例如椭圆星系，有证据表明椭圆星系也有数量可观的暗物质。

实际上，如果仅仅只考虑星系中的发光物质，并由此估算出 ρM,0，那么由此得出的

ΩM 将仅仅为

ΩM(发光物质)< 1% (约为0.5%), (16.111)

很显然这远远小于 0.3(即 30%)，这也说明了应该有大量暗物质存在。总之，可以肯定，宇
宙中的暗物质在质量上大大超过了发光物质。
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Figure 16.3: 星系旋转曲线示意图。其中 B 为实测的曲线，A 为我们预期的曲线。

暗物质的存在本来不值得惊讶，因为很容易举出暗物质的例子：行星、暗淡的小恒星、

白矮星、中子星、黑洞、瓦解了的星系以及星际和星系际稀薄气体.... 这些例子中的暗物
质都由重子 (主要是质子和中子) 组成。然而原初核合成理论对当今宇宙重子物质的百分
比是有限制的。具体来说如下。

以 nb0 代表当今重子 (主要是核子) 数密度，mN 代表每个核子的质量，则当今重子物

质的质量密度 ρb,0 = nb0mN , 它对应的 Ωb = ρb,0/ρc,0 为

Ωb =
8πG
3H2

0
nb0mN =

8πG
3H2

0
mNnγ0η , (16.112)

式中 nγ0 为当今的光子数密度，其值可由对宇宙微波背景的观测推算出来，η 是前面原初
核合成小节中引入的参数，η = nb/nγ = nb0/nγ0。前面原初核合成小节中给出了 η 的范围。
由于宇宙微波背景是一个黑体辐射谱，所以根据斯忒藩-玻尔兹曼定律，其能量密度正

比于温度的四次方，从而光子数密度正比于温度的三次方，根据观测到的宇宙微波背景温

度为 2.728K 即可以推算出

nγ0 ≈ 4.1×108个/m3. (16.113)

结合前面给出的 η 的取值范围，就可以得出

2.3% < Ωb < 5.1%. (16.114)

显然 Ωb 的值大于发光物质值 (0.5%), 由此可知，重子物质中只有一小部分是发光物质，
大部分重子物质为暗物质。

但是，Ωb < 5.1% < 30% 也告诉我们，宇宙中的暗物质大部分是非重子暗物质！当然，

非重子暗物质远不如重子暗物质好想象，对非重子暗物质候选者的探究已经成为当今物理

学的热门课题。实际上，我们通常所谓的暗物质问题更多指的就是探究这些非重子暗物质。

非重子暗物质大约应为非常稳定的非重子粒子。中微子如果有质量的话，将是很明显

的候选者。从 1997 年开始人们倾向于相信某些中微子有大约 0.1eV 量级的质量，这些中
微子对 ΩM 的贡献约为 0.3% ∼ 15%。当然，它们是所谓的热暗物质，热指的是在它们退
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耦时运动速度依然很大。除了热暗物质以外，还有所谓的冷暗物质，冷指的是粒子以低速

运动，它们曾活跃于温度很高的极早期宇宙，并随温度下降而退耦，退耦时速度已经不高，

并作为背景遗迹留存至今，所以是冷暗物质。但是，虽然一些超越粒子物理标准模型的理

论预言有这样的有质量非重子粒子作为候选者而存在，但目前人们还没有观测到它们。

今天的宇宙在大尺度上是均匀各向同性的，但在小一点的尺度上却呈现出有层次的结

构，也就是存在恒星、星系、星系团以及超星系团。正如前面介绍热大爆炸基本概念那一

小节 (第16.1.1小节)中所讲的，今天的复杂结构起源于极早期宇宙中非常微小的密度涨落，
然后通过引力系统的不稳定性而被放大形成。暗物质的存在对于具体解释结构形成也是必

须的，因为如果认为宇宙中的物质主要是重子物质，那结构形成理论就会遇到严重困难。

根据非重子暗物质是热暗物质还是冷暗物质的区分，我们有两种结构形成模型。在热

暗物质模型中，结构的形成是“自上而下”的，即先形成超星系团，然后再逐级破裂为星

系团和星系。相反，在冷暗物质模型中，结构的形成是“自下而上”的，即先形成星系，然

后逐级形成星系团和超团。这两类模型中，冷暗物质模型已经取得了很大的成功。今天人

们广泛地认为，宇宙物质以非重子暗物质为主，而非重子暗物质中冷暗物质又是必不可少

的。

不过，由于观测上一直还没有发现暗物质粒子，所以目前也有一些非主流的理论，其

中人们通过修改万有引力规律来避免对暗物质的需要。

暗能量

正如前文讲过的，宇宙加速膨胀的发现，使得人们推断暗能量的存在，对暗能量的最

简单也是最广为接受的解释就是宇宙学常数。通常认为宇宙学常数就是量子场的真空能，

不过，正如前面的章节中提到过的，根据目前量子场论算出来的真空能比观测宇宙学确定

的宇宙学常数大太多了，完全不在一个量级，这到底是怎么回事目前人们还不清楚，这就

是著名的宇宙学常数问题。当然，在本书作者看来，最大的可能性是，当前的量子场论只

在局域小尺度上才通过了实验检验，这样的局域量子场论很可能不能适用于宇宙学的大尺

度，因此我们通过局域场论来计算整个宇宙学尺度上的真空能是不对的，因为万有引力的

存在修改了量子场论在大尺度上的性质。但，关键问题在于，正确的做法是什么？这就要

留给勇敢的读者们自己去探索了。

不过，暗能量也可以不是宇宙学常数，比如也有人提出暗能量密度是某种动态标量场

的能量密度，等等。总之，关于暗能量的理论很多，其中宇宙学常数是最简单最广为认可

的。但是，根据暗能量光谱仪 (Dark Energy Spectroscopic Instrument, DESI) 最近的观
测数据，也的确有迹象表明暗能量不是一个宇宙学常数，而是会随时间演化的东西。

如果认为暗能量是宇宙学常数，暗物质是冷暗物质 (cold dark matter, CDM)，由此
得到的宇宙学模型就是所谓的 ΛCDM 模型，它不仅与观测结果吻合得比较好，而且也是
最广为接受的宇宙学模型，通常也称之为标准宇宙学模型。
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16.4 宇宙暴胀

16.4.1 暴胀的基本概念

热大爆炸宇宙学虽然很成功，但它本身也有一些严重的问题。其中视界问题我们前面
介绍粒子视界时已经讲过了。简单来说，即是按照标准宇宙学模型，光子脱耦时的粒子视

界不够大，以至于无法解释超出视界范围的两个点为什么有相同的温度 (正如前面讲到过
的，宇宙微波背景的温度涨落幅度只有大约百万分之五)。宇宙为什么会如此均匀和各向
同性呢？(以至于在宇宙早期即使天空中两个因果无关的点也几乎完全均匀。)

在 1970 年代之前，一些物理学家说，这是由于热大爆炸开始时的初始条件非常特殊，
而初始条件要用量子引力来研究，因此这个问题超出了当前理论物理的能力范围。

热大爆炸无法解释的第二个问题是，平坦性问题。即宇宙空间为何如此平坦，为何 Ωk

如此接近于零，通常来说，这同样意味着需要对初始条件进行极端精细的微调。

第三个问题是所谓的磁单极子问题。具体来说即是，在粒子物理大统一理论的框架下，
早期宇宙在温度极高时会发生对称性破缺，导致磁单极子的产生。理论预测磁单极子的数

密度为 nmonopole ∝ T 3
G , 其中 TG 是大统一相变的温度 (约为 1016GeV)。根据这一预测，现今

宇宙中应该有大量磁单极子。然而，尽管人们进行了大量实验和观测，至今未发现磁单极

子的存在。观测上限表明，磁单极子的数密度应该远低于刚才说到的理论预言。那么，这

是为什么呢？磁单极子为何如此稀少呢？

为了解决热大爆炸的这些问题，阿兰 · 古斯于 1980 年提出，在早期辐射主导的宇宙
减速膨胀阶段之前，宇宙还经历了一个很短暂的指数级快速膨胀阶段，称作暴胀阶段，它

将极早期宇宙的一个小区域迅速拉伸到整个可观测宇宙的范围。暴胀发生在大约 10−36s
到 10−32s 之间，这个阶段宇宙大约膨胀了 e50 到 e60 倍，这个暴胀阶段结束以后宇宙才开

始按照原来的热大爆炸宇宙学演化。

由于粒子视界 dph(t) = a(t)
∫ t

0
dt ′

a(t ′)，所以如果 a(t) 指数膨胀了 e50 到 e60 倍，那么不难

算出，dph(t) 也会指数膨胀这么多倍。这就能够解决热大爆炸模型中光子脱耦时的粒子视

界不够大的问题，因为原来按照热大爆炸模型算出来的没有因果联系的区域现在就可以被

包含在同一个粒子视界中了，那这就解决了热大爆炸的视界问题。

同样的，暴胀阶段的存在也能够解决平坦性问题，为了看清楚这一点，假设我们定义

t 时刻的曲率密度参数 Ωk,t 为 Ωk,t ≡− K
a2(t)H2 , 则不难看出，一个指数膨胀的 a(t) 会把 Ωk,t

指数压低，从而相当于精细地把宇宙调节到了非常接近于平坦。直观上也就是急剧的膨胀

把空间曲率给拉平了。

宇宙暴胀对磁单极子为何如此稀少的解释就更加简单了，因为暴胀导致的宇宙体积的

急剧增大一下子把磁单极子给稀释了！

这里有一个问题，暴胀阶段宇宙急剧膨胀这么多倍，那温度应该就急剧降低到接近于

零了，那暴胀结束以后宇宙怎么又按照原来的热大爆炸演化了呢，毕竟热大爆炸是需要高

温的，这高温从哪里来呢？别着急，这个问题我们后文会给出解释。

先让我们来说说暴胀理论的一个巨大成就。前面讲到过，宇宙的结构形成需要密度涨

落的存在，问题是原来的热大爆炸宇宙学很难解释原初的密度涨落从哪里来。暴胀理论能

给出自然的解释！当然，你可能想到原初的密度涨落来自于量子涨落，但问题是量子涨落
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完全是微观的，它和宇宙学不在一个尺度上。但是，暴胀理论恰恰能自然地连接这两个尺

度，因为暴胀恰好可以把原来的微观尺度拉大到宇宙学尺度！而且具体进行的计算也表明

这个想法是完全能够成立的，与观测可以吻合。当然，这样的计算对于我们的极简宇宙学

而言过于专门了，所以我们这里略过。

16.4.2 暴胀场

一个重要的问题是，什么驱动了宇宙暴胀。它不可能是我们今天观测到的暗能量，虽

然暗能量的确能让宇宙加速膨胀，但是，暗能量在早期宇宙中占比是可以忽略的。但是暗

能量启发我们，只要我们在那个时期的宇宙中引入一种 w ≈−1 的常数能量密度，并让它

占主导地位，那它就能和暗能量一样让宇宙加速膨胀甚至指数膨胀。

在粒子物理中，产生常数能量密度的最简单办法就是引入一个不随空间坐标变化的标

量场，并让它有一个比较大的势能密度，那这个势能密度就会产生一个常数能量密度。基

于这些想法，人们引入了暴胀场，这是一个标量场，它驱动了宇宙暴胀。

作为标量场，暴胀场的作用量为

SI =
∫ √

−gd4x
[
− 1

2
gµν∂µϕ∂νϕ −U (ϕ)

]
. (16.115)

根据第 14章的相关知识可知，作为弯曲时空中的标量场，暴胀场对应于一种理想流体，其
能量密度 ρI 和压强 pI 分别为

ρI =−1
2
(∂ϕ)2 +U (ϕ), pI =−1

2
(∂ϕ)2 −U (ϕ). (16.116)

为了将注意力集中在时间演化上，可以假设暴胀场仅仅是时间 t 的函数，与空间坐标

无关。代入 FLRW 度规，进而即有

ρI =
1
2

ϕ̇ 2 +U (ϕ), pI =
1
2

ϕ̇ 2 −U (ϕ). (16.117)

不难看出，暴胀场的物态参数 wI =
pI
ρI
是在 −1 到 +1 之间的，并且如果暴胀场的动能远

远小于势能，即

ϕ̇ 2 ≪ U (ϕ). (16.118)

那么就有 wI ≈−1。从而这时候暴胀场就可能像宇宙学常数那样驱动宇宙指数膨胀。

进一步，把 FLRW 度规代入暴胀场作用量 SI 的表达式，进而即有

SI =
∫ √

hd3xdta3(t)
[1

2
ϕ̇ 2 −U (ϕ)

]
. (16.119)

式中 h 是空间度规 hi j 的行列式。对这个作用量变分，就能得到暴胀场的运动方程

ϕ̈ +3Hϕ̇ +U ′(ϕ) = 0, (16.120)

式中 U ′ 表示函数 U 对自变量 ϕ 的导数。很显然，这个方程可以看成是描述一个沿着 ϕ
轴运动的粒子，它受到势能曲线 U (ϕ) 的作用，方程中的 3Hϕ̇ 项相当于一种阻尼项，也
即是说，宇宙的膨胀会阻碍暴胀场随时间的变化。
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把 ρI 的表达式代入弗里德曼方程，并注意到暴胀场是主导的 (从而可以忽略其它一些
项)，即有

H2 =
8πG

3
[1

2
ϕ̇ 2 +U (ϕ)

]
. (16.121)

如果 (16.118) 式得到满足，那就有

H2 ≈ 1
3M2

pl
U (ϕ). (16.122)

式中 Mpl = 1/
√

8πG = 2.4353×1018GeV，称作约化的普朗克质量。很显然，只要 ϕ 场随
时间变化得足够缓慢，从而使得 U (ϕ)> 0 近似为常数，那宇宙近似就是指数膨胀的。为

此我们进一步要求

ϕ̈ ≪ U ′(ϕ). (16.123)

从而 (16.120) 就可以近似成

3Hϕ̇ ≃−U ′(ϕ). (16.124)

这时候 U (ϕ) 可以看作是一个有效的宇宙学常数，只不过相比于今天观测到的有效宇宙学
常数，它要大好多个数量级，以至于可以在暴胀阶段占据了主导地位。

(16.118) 式和 (16.123) 式合起来就是所谓的慢滚条件。如果慢滚条件满足，我们
就可以利用 (16.122) 式和 (16.124) 式，进而有 ϕ̇ 2 ∼ (U ′/H)2 ∼ M2

plU
′2/U , 进而即可

以把条件 ϕ̇ 2 ≪ U 重写成 M2
pl(U

′/U )2 ≪ 1。进一步，既然 ϕ̇ ∼ −MplU
′/U

1
2 , 则有

ϕ̈ ∼ M2
pl(U

′U ′′/U )−M2
pl(U

′3/(2U 2)), 又有 M2
pl(U

′/U )2 ≪ 1，从而条件 ϕ̈ ≪ U ′ 相当于

M2
plU

′′/U ≪ 1。根据这些，习惯上常常定义

ε ≡ 1
2

M2
pl
(U ′

U

)2
, η ≡ M2

pl
U ′′

U
. (16.125)

从而由慢滚条件即有 ε ≪ 1, |η | ≪ 1，这就是对暴胀场势能函数 U (ϕ) 的一个限制。
前面说了，暴胀阶段的有效宇宙学常数很大，那它后来是怎么变成像今天观测到的那

么小的呢？另一个相关的问题是，暴胀阶段是如何结束的呢？

这两个问题都可以通过选取合适的势能函数 U (ϕ) 来进行解答。比如说，可以设想
暴胀场的势能函数像图 (16.4) 中所示的那样，图中左边的平台区满足慢滚条件要求的
ε ≪ 1, |η | ≪ 1, 所以可以设想开始时暴胀场在这个平台区往下慢滚，从而驱使宇宙指数膨
胀。但是，一旦暴胀场进入图中的势阱区域，慢滚条件就不满足了，暴胀也就结束了。尤

其是暴胀场可以掉入阱底的极小值位置，这个位置对应的势能密度可能比平台区小好多个

数量级，从而暴胀场掉到阱底的话，有效的宇宙学常数就会马上变小好多个数量级。

不仅如此，暴胀场一旦掉入势阱，它原来的势能就会转化成动能，从而使得暴胀场在

势阱底部来回振荡，这种振荡会耦合到辐射场以及其它物质粒子场上，从而使得振荡的动

能转换成辐射场的激发，以及正反粒子对的产生，并且多余的暴胀场振荡能量还可以把辐

射和物质粒子加热到很高的温度，从而开始热大爆炸。这个过程就是所谓的宇宙重加热过

程，它解决了前面提到过的暴胀阶段和热大爆炸衔接的问题。
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Figure 16.4: 暴胀场势能函数，图中的 V (ϕ) 即是正文中的 U (ϕ)。

16.5 参考文献

关于什么是宇宙微波背景角功率谱，以及其第一声学峰如何确定宇宙非常接近于平

坦，最简短而清楚的介绍可以参见 A. Zee, Einstein Gravity in a Nutshell, 章节 VIII.3 ，
或者也可以直接问人工智能，比如 deepseek。

本章参考了俞允强《物理宇宙学讲义》以及梁灿彬《微分几何与广义相对论》的相关

章节。尤其是俞允强老师的《物理宇宙学讲义》给了本章很大启发。



17. 引力波

17 世纪末，牛顿坐在花园里，目睹了一颗苹果的坠落。这一瞬间的灵感，让他意识到
地球与苹果之间存在着一种无形的力——引力。牛顿的万有引力定律成功解释了行星的运

动、潮汐的涨落，甚至预言了海王星的存在。然而，牛顿的引力是一种“超距作用”，它瞬

间传递，无需时间。这种瞬时性的假设，与 19 世纪电磁学的发展产生了深刻的矛盾。
19 世纪中叶，麦克斯韦建立了电磁场理论，预言了电磁波的存在，并证明光就是一种

电磁波。电磁波以有限的速度传播，这一发现动摇了牛顿引力的根基。如果电磁相互作用

需要时间传递，那么引力相互作用是否也是如此？这个问题困扰了物理学家数十年，直到

爱因斯坦的出现。

1905 年，爱因斯坦提出了狭义相对论，彻底否定了“超距作用”的可能性。任何相互
作用的传递速度都不能超过光速，引力也不例外。1915 年，爱因斯坦进一步提出了广义相
对论，将引力解释为时空的弯曲。物质告诉时空如何弯曲，时空告诉物质如何运动。在这

一全新的理论框架下，引力不再是力，而是时空几何的表现。

广义相对论的方程中隐藏着一个惊人的预言：当物质加速运动时，它会扰动周围的时

空，产生一种以光速传播的波动——这就是引力波。引力波是时空的涟漪，是宇宙的琴弦，

它携带着源头的信息，穿越浩瀚的宇宙，抵达地球。然而，引力波的信号极其微弱，爱因

斯坦本人也曾怀疑人类是否能够探测到它。起初科学家们只能依靠间接证据来推测引力波

的存在，比如双星系统中轨道能量损失的现象，这符合引力波辐射带走能量的预期。

一个世纪之后的 2015 年 9 月 14 日，激光干涉引力波天文台（LIGO）首次直接探测
到了引力波信号。这一信号来自 13 亿光年外的两个黑洞的并合，标志着人类正式进入引
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力波天文学的时代。引力波的探测不仅验证了爱因斯坦的预言，更为我们打开了一扇观测

宇宙的新窗口。不同于传统的电磁波观测手段，引力波不受尘埃、气体或其他物质的影响，

能够穿透几乎所有的障碍直达地球。这意味着我们可以窥探那些传统望远镜无法触及的极

端天体事件，如黑洞碰撞、超新星爆发甚至可能是宇宙大爆炸本身的余晖。通过引力波，

我们可以“聆听”黑洞的碰撞、中子星的并合，甚至追溯宇宙的起源。

17.1 线性化的场方程

引力波的理论研究当然需要求解爱因斯坦场方程，但是如果引力场很强，那除了少数

特殊情况之外，就没有一般性的解析求解方法。出路之一是，寻求数值解，或者说发展数

值模拟，在实际应用中，这甚至是最为重要的出路。但是，作为一本讲述理论原理而不是

侧重于应用的书，转去讲数值模拟肯定是不合适的。好在，还有另一条出路，就是去求解

弱引力场近似下的爱因斯坦场方程。这条出路有两个优点：第一，它可以一般性地进行求

解。第二，它足以揭示引力波的存在，揭示其产生和传播的机理。

所谓的弱引力场近似，指的就是，时空几乎是平坦的，只是在这个平坦的背景上存在

一些微扰，所谓时空的涟漪。具体来说，在弱场近似下，度规场 gµν 可以分解成如下形式

gµν = ηµν +hµν , (17.1)

式中 ηµν = diag(−1,+1,+1,+1) 为闵可夫斯基度规，而 hµν 为这个平坦时空背景上的微

扰小量，满足 |hµν | ≪ 1。

这时候，我们把 hµν 看成是由度规 ηµν 所描述的平坦时空背景上的场 (称作线性化度
规场)，也就是说，hµν 是满足洛伦兹变换的平坦时空张量，而不是弯曲时空张量，因此我

们用闵可夫斯基度规来对它进行指标的升降，比方说

hµν ≡ ηµρηνσ hρσ . (17.2)

同样，我们也用闵可夫斯基度规来进行指标的收缩，比方说 h ≡ ηµνhµν。类似的处理也将

同样应用于弱引力场近似下的其它量！

根据第四章的相关知识，在如下无穷小微分同胚变换之下

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), (17.3)

度规场将变换为

gµν(x)→ g′µν(x) = gµν(x)− [ερ∂ρgµν +gµρ∂νερ +gρν∂µερ ]. (17.4)

应用弱场近似 g′µν = ηµν +h′µν , 并保留到一阶小量 (注意 εµ 和 hµν 都是小量)，即可以得
到

hµν(x)→ h′µν(x) = hµν(x)− (∂µεν +∂νεµ). (17.5)

换言之，在无穷小微分同胚之下，线性化度规场在变换前后的改变量为 δhµν = −(∂µεν +

∂νεµ)。这完全类似于电动力学中电磁矢量势 Aµ 在无穷小规范变换之下的改变量 δAµ =
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−∂µε, 所以，在线性化度规场近似下，无穷小微分同胚变换完全可以看成是一种类似于电
动力学中的规范变换，而线性化度规场 hµν 就是这一规范变换之下的规范场1。

线性化场方程

在上面的弱引力场近似下，爱因斯坦场方程可以化简 (保留到 hµν 的一阶)，这个化简
以后的场方程称作线性化爱因斯坦场方程，因为其中我们只保留到小量 hµν 的一阶，也就

是线性阶。

首先，gµν 的一阶近似为

gµν = ηµν −hµν . (17.6)

相应的克里斯托夫联络系数的线性化近似为

Γσ
µν =

1
2

ησρ(∂µhρν +∂νhρµ −∂ρhµν). (17.7)

注意，Γσ
µν 本身为一阶小量。

黎曼曲率张量为

Rρ
σ µν = ∂µΓρ

νσ −∂νΓρ
µσ +Γρ

µλ Γλ
νσ −Γρ

νλ Γλ
µσ . (17.8)

在线性化引力场的近似下，联络系数为一阶小量，从而式中的 ΓΓ 项为二阶小量，因此可
以忽略。从而，黎曼曲率张量的线性化近似为

Rρ
σ µν = ∂µΓρ

νσ −∂νΓρ
µσ

=
1
2

ηρλ (∂µ∂σ hνλ −∂µ∂λ hνσ −∂ν∂σ hµλ +∂ν∂λ hµσ ). (17.9)

注意，这同样是一阶小量。进而里奇张量为

Rµν =
1
2
(∂ ρ∂µhνρ +∂ ρ∂νhµρ −∂ 2hµν −∂µ∂νh), (17.10)

式中 ∂ 2 ≡ ∂ µ∂µ , h ≡ hµ
µ。进一步可以得到里奇标量的线性化近似为

R = ∂ µ∂ νhµν −∂ 2h. (17.11)

由里奇张量和里奇标量的线性化近似，即可以得到爱因斯坦张量的线性化近似，为

Gµν =
1
2
[
∂ ρ∂µhνρ +∂ ρ∂νhµρ −∂ 2hµν −∂µ∂νh− (∂ ρ∂ σ hρσ −∂ 2h)ηµν

]
. (17.12)

爱因斯坦张量满足比安奇恒等式 DµGµν , 在线性化近似下，这个恒等式将变成

∂ µGµν = 0. (17.13)

1值得注意的是，如果把规范对称性定义成理论中的某种冗余，那么广义相对论中一般的微分同胚对称性也

可以看成是一种广义的规范对称性，因为在量子引力中，真正的物理可观测量要求是微分同胚不变的，也即

是说，广义相对论的微分同胚对称性也是理论描述的某种冗余。
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不难验证，上面给出的线性化爱因斯坦张量自动满足这个恒等式。

有了爱因斯坦张量的线性化近似，我们就可以写出爱因斯坦场方程的线性化近似了，

为

∂ ρ∂µhνρ +∂ ρ∂νhµρ −∂ 2hµν −∂µ∂νh− (∂ ρ∂ σ hρσ −∂ 2h)ηµν = 16πGTµν .

当然，为了自洽，方程右边的 Tµν 也得近似为小量。

Fierz-Pauli 作用量

我们知道，爱因斯坦场方程可以从爱因斯坦-希尔伯特作用量中得到，那么，在弱引力
场近似下，这个作用量近似为什么呢？这个问题其实有点复杂，复杂之处在于，为了得到

场方程的一阶近似，我们需要将作用量近似到二阶小量，特别的，我们需要将里奇标量近

似到二阶小量，如果直接算的话，这会有点复杂。不过，我们可以根据上面给出的爱因斯坦

张量的线性近似，以及作用量原理 δSEH = 1
2κ
∫

d4x[−Gµνδhµν ] 凑出答案 (其中 κ = 8πG)。
经过合适的分部积分并丢掉边界项以后，可以得到结果为

SFP =
1

2κ

∫
d4x
[
− 1

4
∂ρhµν∂ ρhµν +

1
2

∂ρhµν∂ νhρµ +
1
4

∂µh∂ µh− 1
2

∂νhµν∂µh
]
.

这个结果最早是 Fierz 和 Pauli 给出来的，所以也称作 Fierz-Pauli 作用量。
另一种快速得到 Fierz-Pauli 作用量的办法是，首先，要求它是 hµν 的二阶小量，同

时每一项都包含两个偏导运算。在这两个要求下，作用量的一般形式为

SFP =
∫

d4x
[
c1∂ρhµν∂ ρhµν + c2∂ρhµν∂ νhρµ + c3∂µh∂ µh+ c4∂νhµν∂µh

]
,

式中 c1,c2,c3,c4 为待定的常数系数。然后，最重要的是，我们要求这个作用量在规范变换

(17.5) 之下保持不变 (经过合适的分部积分并丢弃边界项)。计算出规范变换 (17.5) 之下上
述作用量的改变量，经过合适的分部积分之后，结果是

δSFP =−
∫

d4x
[
(4c1 +2c2)∂ 2∂µhµνεν

+(2c2 +2c4)∂µ∂ν∂ ρhµνερ +(4c3 +2c4)∂ 2∂ µhεµ

]
. (17.14)

要求这个改变量等于零，由此就能确定

4c1 +2c2 = 0, 2c2 +2c4 = 0, 4c3 +2c4 = 0.

这组方程的通解为

c1 =−1
4

a, c2 =
1
2

a, c3 =
1
4

a, c4 =−1
2

a, (17.15)

式中 a 为一个未定的常数因子。也就是说，上面这些要求可以把 Fierz-Pauli 作用量确定
到只差一个整体的常数因子 a。

以上推导也给出另一种对引力场方程进行线性近似的办法，就是通过规范不变性的要

求先确定出 Fierz-Pauli 作用量 (差一个整体的常数因子 a), 之后再将这个作用量进行牛顿
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引力近似，与牛顿引力的作用量进行比较，得到 a = 1
16πG。然后再对最终的 Fierz-Pauli 作

用量进行变分，得到线性化近似以后的爱因斯坦场方程。这种推导办法的好处是，不需要

先知道完整的爱因斯坦场方程，甚至都不需要联络和曲率张量等几何概念，更不要说对这

些几何量进行线性近似了。事实上，它只需要假设在弱场近似下，引力场由 hµν 描述，然

后假设理论在规范变换 (17.5) 之下保持不变。这是一种完全场论化的处理办法，它不需要
那些黎曼几何的概念。

规范固定

实际上，前面得出的线性化场方程还可以简化。为此我们定义

hµν ≡ hµν −
1
2

hηµν . (17.16)

从而易有 h ≡ h
µ
µ =−h, 进而也有

hµν ≡ hµν −
1
2

hηµν . (17.17)

所以我们只要先解出 hµν , 那由这个式子就能得到原来的 hµν . 将 (17.17) 式代入前面得到
的线性化场方程，不难有

∂ ρ∂µhνρ +∂ ρ∂νhµρ −∂ 2hµν −ηµν∂ ρ∂ σ hρσ = 16πGTµν . (17.18)

另外一方面，理论有 hµν → hµν − (∂µεν +∂νεµ) 的规范对称性, 用变量 hµν 来说，这

个规范对称性即是

hµν → hµν − (∂µεν +∂νεµ −ηµν∂ ρερ). (17.19)

假设原来有 ∂ µhµν = fν , 其中 fν 是某个任意的矢量场，那么在上述规范变换之下，它将变

成 ∂ µhµν −∂ 2εν = fν . 因此只要适当地选取 εν 为方程 −∂ 2εν = fν 的解，我们就可以让最

终的 hµν 额外满足如下方程

∂ µhµν = 0. (17.20)

注意，额外要求 hµν 满足这个方程以后，我们就不再能进行前面的规范变换了！所以，这

个方程是一种规范固定条件，常常称作 de Donder 规范条件，或者简称为 de Donder 规
范。当然，规范固定条件不是唯一的，de Donder 规范只是比较好用也比较常用而已，就
如同电动力学中的洛伦兹规范一样。

很显然，在 de Donder 规范 (17.20) 下，线性化爱因斯坦场方程 (17.18) 可以进一步
简化为

−∂ 2hµν = 16πGTµν . (17.21)

当然，这时候为了和方程 (17.20) 自洽，得有

∂ µTµν = 0. (17.22)
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实际上，这就是协变能动量守恒方程 DµTµν = 0 的弱引力场近似结果。

其实，de Donder 规范在任意非线性引力场 (而不仅仅是线性弱引力场) 情况下是有
一个对应物的，就是如下规范条件

gµνΓρ
µν = 0. (17.23)

注意，这不是一个张量方程，因为 Γρ
µν 不是一个张量。事实上，这个方程只在特定的局部

坐标下才成立2，它就是用来挑出这些方便的局部坐标的。读者不难自己验证，这个非线

性引力场的规范条件在线性化近似下给出的就是 de Donder 规范条件。
上述非线性规范条件 (17.23) 之所以有用，是因为它有一些良好的性质。比方说如果

我们考虑弯曲时空中的 DµDµ 算符，则由于 DµDµ = gµν(∂µ∂ν −Γρ
νµ∂ρ), 很显然，如果有

规范条件 (17.23)，那么即有 DµDµ = gµν∂µ∂ν。类似的简化也发生在计算协变散度 Dµωµ

时，如果有规范条件 (17.23)，则 Dµωµ = gµν(∂µων −Γρ
µνωρ) = ∂ νων。

17.2 真空中的引力波

2015 年 9 月 14 日，人类首次直接捕捉到了来自宇宙深处的时空涟漪——引力波。这
一天，位于美国路易斯安那州和华盛顿州的两台 LIGO（激光干涉引力波天文台）探测器，
记录下了一段持续约 0.2 秒的独特信号。这个编号为 GW150914 的事件，不仅验证了爱
因斯坦百年前的预言，更开启了人类探索宇宙的全新窗口。

GW150914 源自 13 亿光年外的一场宇宙“婚礼”：两颗质量分别为 35 倍和 30 倍太
阳质量的黑洞，在相互缠绕数十亿年后以近乎光速碰撞合并，最终形成一个 62 倍太阳质
量的旋转黑洞。这一过程中，相当于 3 倍太阳质量的能量 (一个巨大的能量) 以引力波形
式辐射而出，跨越浩瀚星海抵达地球。LIGO 通过测量两条 4 公里长激光干涉臂的微小长
度差（约 10−18 米），捕捉到了这场宇宙事件留下的唯一证据。

2016 年 2 月 11 日，LIGO 团队公布这一发现时，科学界为之沸腾。引力波的探测不
仅填补了广义相对论实验验证的最后一块拼图，更标志着“多信使天文学”时代的来临。

人类从此不仅能“看”电磁波，还能“听”引力波，以前所未有的方式感知黑洞、中子星

等暗弱天体的奥秘。截至 2023 年，LIGO 与欧洲 Virgo 探测器已累计探测到百余次引力
波事件，包括双中子星合并引发的“光与引力波交响曲”。

这项发现被《科学》杂志誉为“世纪突破”，其核心团队荣获 2017 年诺贝尔物理学奖。
正如 LIGO 创始人之一基普·索恩所言：“我们第一次听见了宇宙的呼吸。”从爱因斯坦的
纸笔推演到实验室中的激光闪烁，人类用百年坚守证明：那些藏匿于时空褶皱中的宇宙私

语，终将被倾听。

本节我们来研究在弱场近似下，引力波如何在真空中传播。

17.2.1 求解波动方程

所谓在真空中，指的就是没有物质源。因此这时线性化场方程 (17.21) 将变成，

∂ 2hµν = 0, ∂ µhµν = 0. (17.24)
2与之相反，张量方程只要在一个坐标系下成立，则就在任意坐标系下都成立。
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当然，式中第二个方程就是 de Donder 规范条件。
由于以上方程为标准的波动方程，它当然有如下标准的平面波解,

hµν = Re
(
Hµνeikρ xρ)

, (17.25)

式中 Hµν 是一个复的对称极化张量，kµ 是一个实的四维波矢量。记住，求解的最后一步

是取实部，不过，我们也常常省去对这一步的显式书写，而默认人们最后必然会这么做。

将上述平面波解的假设代入方程 (17.24), 立即有

kρkρ = 0, kµHµν = 0. (17.26)

前一个方程告诉我们，真空中引力波的波矢量是一个类光矢量，因此引力波以光速传播。
后一个方程告诉我们，引力波的极化张量与其传播方向正交。

不过，de Donder 规范条件其实并没有固定所有的规范自由度。为了看出这一点，假
设我们在规范变换 (17.19) 中取

∂ 2εµ = 0. (17.27)

则不难看出，只要变换之前的 hµν 满足 de Donder 规范条件，则变换之后依然满足 de
Donder 规范条件。

很显然，(17.27) 式存在如下平面波解

εµ = Re
(
λµeikρ xρ)

, kρkρ = 0. (17.28)

代入规范变换 (17.19)，即有，满足 de Donder 规范条件的平面引力波还可以进行如下变
换

Hµν → Hµν − i
(
kµλν + kνλµ −ηµνkρλρ

)
. (17.29)

因此，我们可以进一步选择合适的 λµ 使得

H0µ = 0, Hµ
µ = 0. (17.30)

这个条件，联合前面 (17.26) 的第二式，就称之为横向无迹规范，即 Transverse Traceless
gauge 或者 TT 规范。所谓无迹，指的就是矩阵 H 是无迹的，或者说，这时候 h = 0 =−h。

因此，在横向无迹规范中，我们有 hµν = hµν。

下面我们来数一下引力波的物理自由度。首先，极化张量 Hµν 有
4(4+1)

2 = 10 个独立

分量，de Donder 规范条件 ((17.26) 的第二式) 对它加上了 4 个约束条件，而且，在满足
这些约束条件的同时，还可以进行 4 个剩余的规范变换 (由前面的 λµ 刻画)，所以，真正
物理的独立极化分量只有 10−4−4 = 2 个。

取类光矢量 kµ = (ω,ki)(类光条件为 ω2 − kiki = 0), 则根据 (17.30) 式以及 (17.26) 的
第二式可知，在横向无迹规范中，必有

H00 = 0, H0i = 0, kiHi j = 0, H i
i = 0. (17.31)
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由于 3-矢量 ki 的方向就是波的传播方向，所以这就告诉我们，平面引力波是横波，因为

其极化张量与波的传播方向相垂直。

特别的，如果取 ki 沿着 z 轴的方向，则满足上述条件的 H 必定有如下形式

Hµν =


0 0 0 0

0 H+ H× 0

0 H× −H+ 0

0 0 0 0

 . (17.32)

式中，H+,H× 就是极化张量 Hµν 的两个独立物理分量。稍微我们会进一步解释这两种极

化模式的物理含义。

17.2.2 随波起伏

假设你是一个粒子，只受引力作用，因此你走的是弯曲时空中的测地线，那么，根据

等效原理，当引力波从你身上经过时，你将什么都感受不到，你觉得你是完全自由的。不

过，你并不是一个粒子，更好的模型是把你看成一簇粒子，每一个都在引力场中作测地线

运动，当引力波经过你时，虽然你身上每一个点的引力都没有绝对意义，但是，潮汐力有

绝对意义，作为一簇粒子，你可以感受到潮汐力，它可以由第七章所讲述的测地线偏离方

程来刻画。

根据第七章，测地线偏离方程为

D2ηµ

Dτ2 = Rµ
ρσνuρuσ ην , (17.33)

式中 ηµ 为偏离矢量。uµ 为这些粒子的协变速度，即 ∂τ = uµ∂µ(τ 为粒子的固有时), ηµ

与 uµ 正交。类似于第七章中的一些做法，我们取沿着其中一个粒子测地线自由下落的局

部惯性系 (从而 t = τ)，则在这个局部惯性系中，潮汐加速度可以简化为

D2ηµ

Dτ2 =
d2ηµ

dt2 . (17.34)

在此局部惯性系中，uµ = (1,0,0,0), 因此与之正交的偏离矢量 ηµ 必然满足 η0 = 0, 根据
第七章的相关推导，这时候可以将测地线偏离方程简化为

d2η i

dt2 = Ri00 jη j. (17.35)

前面推导过，线性化的黎曼曲率张量为

Rρ
σ µν =

1
2

ηρλ (∂µ∂σ hνλ −∂µ∂λ hνσ −∂ν∂σ hµλ +∂ν∂λ hµσ ). (17.36)

注意到在 TT 规范中 hµν = hµν , 且 h0µ = 0, 从而即有

Ri00 j =
1
2

∂ 2
t hi j. (17.37)



17.2 真空中的引力波 311

代入 hi j = hi j = Re
(
Hi je−iωt+ik jx j), 并将注意力集中在基准测地线附近 (在上述局部惯性系

中即取 x j = 0)，即有

Ri00 j =−ω2 1
2

Re
(
Hi je−iωt). (17.38)

为了进一步简化讨论，我们假设引力波沿着局部惯性系的 z 轴传播，则在将 (17.38)
式代入测地线偏离方程 (17.35) 以后，即有：

1. H+ 极化: 对于 H× = 0 的 H+ 极化模式, 有

d2η1

dt2 =−ω2

2
Re
(
H+e−iωt)η1,

d2η2

dt2 =
ω2

2
Re
(
H+e−iωt)η2. (17.39)

设 H+ = |H+|eiϕ+ , 并注意到 |H+| 为一个微扰小量，从而可以用微扰法求解出上述方程的
近似解，为

η1(t) = η1(0)
(
1+

1
2
|H+|cos(ωt −ϕ+)+ ...

)
η2(t) = η2(0)

(
1− 1

2
|H+|cos(ωt −ϕ+)+ ...

)
. (17.40)

在所考察的这一簇测地线中取定一条基准测地线，假设它位于 xi = 0 的坐标原点，取

偏离矢量 η i 为它到临近测地线的距离。由于引力波沿着 z 轴传播，所以我们只需要考察

x−y 平面里的情况。假设在原点周围取一圈测地线，并让它在初始时围绕原点形成一个圆

周。则上述解 (17.40)告诉我们，在引力波的影响下，如果这圆周上的测地线沿着 x 轴 (η1

方向) 向外移动，则它们必定同时沿着 y 轴 (η2) 向内移动，反过来也一样。所以，随着时
间的推移，这一圈粒子必定从圆周演化成椭圆，然后再演化回来，如图 (17.1) 所示。

Figure 17.1: H+ 极化的引力波影响下 x− y 平面上的测地偏离演化情况。

2. H× 极化: 类似的，对于 H+ = 0 的 H× 极化模式，有

d2η1

dt2 =−ω2

2
Re
(
H×e−iωt)η2,

d2η2

dt2 =−ω2

2
Re
(
H×e−iωt)η1. (17.41)

设 H× = |H×|eiϕ× , 并注意到 |H×| 为一个微扰小量，从而可以用微扰法求解出上述方程的
近似解，为

η1(t) = η1(0)+η2(0)
1
2
|H×|cos(ωt −ϕ×)+ ...

η2(t) = η2(0)+η1(0)
1
2
|H×|cos(ωt −ϕ×)+ .... (17.42)
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Figure 17.2: H× 极化的引力波影响下 x− y 平面上的测地偏离演化情况。

换言之，η1 ±η2 的演化情况才与 H+ 极化的情形完全类似。这就相当于在 x−y 平面内转

过了 45 度。从而，H× 极化的引力波影响下 x− y 平面上的测地偏离演化情况如图 (17.2)
所示。

当然，我们也可以考察以上两种极化模式的线性叠加。值得注意的是，引力波影响下

的偏离矢量在角度 π 的旋转之下是不变的！这与电磁波极化矢量不同，后者只在 2π 的旋
转下才不变。这一事实反映的是，引力子的自旋是 2，而光子的自旋是 1。

引力波探测器

引力波探测器是干涉仪。它们通过让光线在两条互相垂直的臂之间来回反射进行探

测，臂两端的镜子充当测试质量块。当引力波垂直于探测器平面传播时，会导致其中一条

臂缩短而另一条臂伸长。若将探测器两臂分别沿 x 轴和 y 轴对齐，则可通过公式 (17.40)
读出臂长的最大变化量，

L′ = L
(
1± 1

2
H+

)
⇒ δL

L
= H+. (17.43)

为了估算这一变化的量级，我们需要了解典型天体物理源可能产生的振幅 H+ 的大小。我

们将在后面的小节中详细讨论这一点。结果显示其数值极其微小：典型源的 H+约为 10−21。

LIGO 探测器的每条臂长约 L ≈ 3 公里，这意味着需要检测的臂长变化量仅为 δL ≈ 10−18

米。这个数字看似小得离谱——它比质子的半径还小，并且比干涉仪所用光的波长小约

1012 倍。尽管如此，探测器的灵敏度足以胜任这一任务。2015 年，LIGO 天文台首次成功
探测到引力波，该合作组织的三位成员因此获得 2017年诺贝尔奖。此后，LIGO和 VIRGO
探测器已观测到大量涉及黑洞与中子星合并的事件。

17.2.3 精确解

我们已经找到了线性爱因斯坦方程的波动解。对于一个沿着 z 轴正方向传播的平面引

力波，这种解的度规可以写成

ds2 =−dt2 +dz2 +
(
δab +hab(t − z)

)
dxadxb, (17.44)

式中 a,b = 1,2 指示 x−y 平面内的坐标分量。由于所考察的是线性爱因斯坦方程，所以任

意 hab(t − z) 都是解，前文考察的只是这种解的傅里叶分解。
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如果我们引入如下光锥坐标

u = t − z, v = t + z. (17.45)

则也可以把上述线性爱因斯坦方程的解写成

ds2 =−dudv+dxadxa +hab(u)dxadxb. (17.46)

问题是，对于完整的非线性爱因斯坦场方程，我们能否找到类似的波动解呢？

回答是，可以！具体来说，下述 Brinkmann 度规就是一个这样的精确解，描述沿着 z

轴正方向传播的平面引力波，

ds2 =−dudv+dxadxa +Hab(u)xaxbdu2. (17.47)

人们可以通过直接计算证明，只要 Hab(u) 无迹，则相应的 Brinkmann 度规就是里奇平坦
的，从而是真空爱因斯坦场方程的精确解，

Rµν = 0 ⇔ Ha
a(u) = 0. (17.48)

换言之，这类精确解也有两个独立的极化模式，为

Hab(u) =

[
H11(u) H12(u)

H12(u) −H11(u)

]
. (17.49)

一般来说，人们很难找到一个非线性偏微分方程的一簇依赖于任意函数 (比如这里的
H11(u) 和 H12(u)) 的精确解，但是，Brinkmann 度规例外。

17.3 引力波的产生

前面的小节中讨论了引力波在真空中的传播，然而引力波是如何产生的呢？我们知道

加速运动的电荷会辐射出电磁波，类似的，加速运动的质点会辐射出引力波。

想象一个静止的球放在橡皮膜上，橡皮膜会凹陷，但不会产生波动。如果球在橡皮膜

上匀速运动，凹陷的形状会移动，但仍然不会产生波动。但，如果球在橡皮膜上加速运动，

凹陷的形状就会不断变化，这种变化会以波动的形式向外传播。类似的，物质的存在会引

起时空的弯曲 (凹陷)，当物质加速运动时，时空的弯曲会发生变化，这种变化以引力波的
形式向外传播。

更具体地说，由于线性化爱因斯坦方程 (17.21) 和电磁矢量势满足的方程类似，都是
波动方程，方程的右边就是源，电流矢量是电磁波的源，而能动张量就是引力波的源，所

以，引力波和电磁波有很大的类似之处。但是，由于电磁矢量势是一个矢量，相应的源也

是矢量，而引力波的 hµν 是二阶张量，相应的源也是二阶张量，所以引力波的产生和电磁

波的产生也有不同之处，这反映在，偶极辐射就能产生电磁波，但是引力波并不来源于偶

极辐射，要产生引力波，至少需要四极辐射，稍后我们会清楚地看到这一点。
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17.3.1 求解线性化爱因斯坦场方程

我们的出发点是线性化爱因斯坦方程 (17.21)，为方便起见重写如下

−∂ 2hµν = 16πGTµν . (17.50)

我们的基本目标就是求解这个方程。

以上方程可以用标准的格林函数法来求解，具体求解过程与我的《经典场论新讲》第

七章对电磁辐射的求解完全类似，这里只概述一下结果。首先，我们定义格林函数 G(x)(其
中 x = (t,x) 代表时空坐标 xµ), 它满足如下格林方程

−∂ 2G(x) = δ 4(x). (17.51)

利用这个格林函数，即可以把 (17.50) 式的解写成

hµν(x) = 16πG
∫

d4x′G(x− x′)Tµν(x′). (17.52)

不难验证，这个解的确满足 de Donder 规范条件，验证如下

∂ µhµν(x) = 16πG
∫

d4x′∂ µG(x− x′)Tµν(x′)

=−16πG
∫

d4x′(∂ ′µG(x− x′))Tµν(x′)

= 16πG
∫

d4x′G(x− x′)∂ ′µTµν(x′) = 0, (17.53)

其中第三行我们进行了分部积分，最后的等号是利用能动量守恒方程。值得注意的是，虽

然这个解满足 de Donder 规范条件，但并不意味着它也满足横向无迹规范，通常来说，它
不满足。

由于因果性的考虑，我们应该取 G(x)为所谓的延迟格林函数，记作 Gret(x)，根据《经

典场论新讲》第七章的推导，

Gret(x) =
1

2π
δ (x2)θ(t), (17.54)

式中 x2 = xµxµ , θ(t) 为阶跃函数。这个结果在正洛伦兹变换 SO+(1,3) 下明显保持不变。

取时空坐标 x = (t,x)，其中三维矢量 x 为空间坐标，并取 r = |x|, 从而 δ (x2) = δ (t2 −
r2) = 1

2r

[
δ (t − r)− δ (t + r)

]
. 又注意到，当 t > 0 时，δ (t + r) 自动等于零 (因为 r 总大于

零)，而当 t < 0 时 δ (t − r) 自动等于零，从而即可以将上面的 (17.54) 式写成

Gret(x) =
1

2π
δ (x2)θ(t) =

1
4πr

δ (t − r). (17.55)

将以上结果代入 (17.52) 式，即有

hµν(x) = 16πG
∫

d4x′Gret(x− x′)Tµν(x′)

= 4G
∫

d4x′
δ (t − t ′−|x−x′|)

|x−x′|
Tµν(x′)

= 4G
∫

d3x′
1

|x−x′|
Tµν(x′, tret). (17.56)
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式中 tret ≡ t −|x−x′|, 也称作延迟时刻。这个结果的含义是，空间 x 点 t 时刻的引力场由

x′ 点的源在更早的延迟时刻 tret 决定，这是因为引力波的传播是需要时间的，它以有限大

小的光速 (取为 1) 传播。当然，这个结果与我们在电动力学里熟悉的推迟势公式基本是一
样的。

如果物质源只分布在一个有限的空间区域内，设这个区域的尺寸为 d，并且假设我们

感兴趣的是源在距离很远的地方产生的引力场，即假设 |x−x′| ≫ d, 则就可以作如下近似
(注意 r = |x|)

|x−x′|= r− x ·x′

r
+ ...⇒ 1

|x−x′|
=

1
r
+

x ·x′

r3 + ... (17.57)

注意延迟时刻 tret 中包含了一个 |x−x′|, 从而

Tµν(x′, tret) = Tµν(x′, t − r+x ·x′/r+ ...). (17.58)

为了进一步近似展开上述结果，我们需要假设在引力波从源点 x′ 传播到场点 x 的时
间之内，作为源的能动张量改变很小，也即是说，我们要假设物质源的运动是非相对论的。

有了这个假设以后，就可以进一步将上述能动张量近似展开成

Tµν(x′, tret) = Tµν(x′, t − r)+ Ṫµν(x′, t − r)
x ·x′

r
+ .... (17.59)

物质源作非相对论运动的假设意味着 Ṫµνx′ 与相应 Tµν 的比是一个小量，简称 Ṫµν 是一个

小量。

有了 (17.57) 式和 (17.59) 式这两个近似以后，即可以对结果 (17.56) 进行近似展开
了。在小量展开的领头阶 (小量包含 d/r 以及 Ṫµν)，我们有

hµν(x, t) =
4G
r

∫
d3x′Tµν(x′, t − r)+ .... (17.60)

特别的，

h00(x, t) =
4G
r

E + ...., 其中 E =
∫

d3x′T00(x′, t − r) (17.61)

根据能动量守恒，E 为源的守恒能量，所以这意味着 h00(x, t) 在小量展开的领头阶是不依
赖于时间的，实际上这个结果就等价于牛顿势 Φ =−GE/r。类似的，也有

h0i(x, t) =−4G
r

Pi + ...., 其中 Pi =−
∫

d3x′T0i(x′, t − r) (17.62)

当然，Pi 就是物质源的守恒动量，因此 h0i(x, t) 在领头阶也不随时间变化。通常我们会选
取一个合适的惯性系，以使得 Pi = 0, 从而让 h0i(x, t) = 0。

正如我们已经看到的，在小量展开的领头阶，h00(x, t),h0i(x, t) 均是静态的，不随时间
演化，因此对于引力波的考察并没有多少意思。有意思的是 hi j(x, t)，根据 (17.60) 式，它
应该为

hi j(x, t) =
4G
r

∫
d3x′Ti j(x′, t − r)+ .... (17.63)
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注意现在等式右边的积分并不是一个守恒量，因此一般来说是依赖于时间的。

定理： ∫
d3xTi j(x, t) =

1
2

Ïi j(t), (17.64)

式中 Ii j(t) 是能量的四极矩

Ii j(t) =
∫

d3xT 00(x, t)xix j. (17.65)

证明：注意到

T i j = ∂k(T ikx j)− (∂kT ik)x j = ∂k(T ikx j)+(∂0T 0i)x j, (17.66)

式中第二个等于号是利用了能动量守恒方程 ∂µT µν = 0。对于这个结果中的 T 0i 项，我们

再次利用同样的技巧。具体来说对于对称化的指标 (i j)，我们有

T 0(ix j) =
1
2

∂k(T 0kxix j)− 1
2
(∂kT 0k)xix j

=
1
2

∂k(T 0kxix j)+
1
2
(∂0T 00)xix j. (17.67)

将 (17.66) 式对三维空间积分，忽略全微分的边界项，然后再代入 (17.67) 式，即有∫
d3xT i j(x, t) =

1
2

∂ 2
0

∫
d3xT 00(x, t)xix j, (17.68)

从而定理得证。

利用上述定理的结论，就可以把结果 (17.63) 重写成，

hi j(x, t) =
2G
r

Ïi j(t − r)+ .... (17.69)

这个结果告诉我们，只需要晃动能量四极矩不为零的物质源，就可以在远处产生引力波。

特别的，这意味着，在领头阶，引力辐射是一种四极辐射，这与电磁辐射不同，后者在领

头阶是偶极辐射。

也即是说，不存在偶极的引力辐射。这可以从下面的说明中看得更清楚一些。为此我

们定义能量的偶极矩

EX =
∫

d3xT 00(x, t)x. (17.70)

注意到，由于能量守恒 Ė = 0, 所以

EẊ i =
∫

d3x(∂0T 00)xi =−
∫

d3x(∂ jT j0)xi =
∫

d3xT i0 = Pi, (17.71)

其中倒数第二个等于号是进行了分部积分。但是，动量守恒意味着 Ṗ = 0, 从而

EẌ = Ṗ = 0. (17.72)

这就告诉我们偶极辐射为零。
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现在，我们可以利用结果 (17.69) 进一步推导出 h00 和 h0i 的次领头阶贡献。为此我

们注意到根据 de Donder 规范条件 ∂ µhµν = 0, 有

∂0h0i = ∂ jh ji, ∂0h00 = ∂ihi0. (17.73)

这两个方程中的第一个给出

∂0h0i = ∂ j

(2G
r

Ïi j(t − r)
)
=−

2Gx̂ j

r2 Ïi j(t − r)−
2Gx̂ j

r
...
I i j(t − r), (17.74)

式中我们利用了 ∂ jr = x j/r ≡ x̂ j。

(17.74) 式的两项中，哪一项的贡献更大呢？由于我们考虑的是远场，看起来似乎是
1/r 项的贡献远比 1/r2 项的贡献为大。但是，这里有一个细节需要小心，即 1/r 项比 1/r2

项多一阶时间导数，对于晃动频率为 ω 的源，多一阶时间导数相当于多一个 ω ∼ 1/λ 因
子，这里 λ 为引力辐射的波长。因此这也即是说，仅在 (1/λ )(1/r)≫ 1/r2 时，1/r 项的

贡献才远超过 1/r2 项的贡献。换言之，仅在如下条件满足时

r ≫ λ , (17.75)

1/r 项的贡献才远超过 1/r2 项的贡献。这个条件就是所谓的远场区条件，或者说辐射区条

件。

因此，由 (17.74) 式可知，在辐射区，我们有

h0i =−
2Gx̂ j

r
Ïi j(t − r)+ ...., (17.76)

这里我们已经取了 Pi = 0 的惯性参考系。

重复上述技巧，即可以进一步决定 h00, 结果是，在辐射区，它可以近似由下式给出

h00 =
4GE

r
+

2Gx̂ix̂ j

r
Ïi j(t − r)+ ... (17.77)

当然，这些结果也可以通过直接将 (17.56) 展开到次领头阶来得到，只不过用 de Donder
规范条件来推导这些结果更加快速。

17.3.2 示例：双星系统

作为示例，我们考察一个双星系统。假设两颗星的质量均为 M,两者间距为 R,在 x−y

平面内旋转。用牛顿引力很容易算出旋转频率为

ω2 =
2GM

R3 . (17.78)

假设把两颗星均当成质点处理，每一颗星的质量密度当然都是 δ 函数的乘积，因此，
在非相对论近似下，双星系统的能量密度为

T 00 = Mδ (z)
[
δ (x− R

2
cosωt)δ (y− R

2
sinωt)+δ (x+

R
2

cosωt)δ (y+
R
2

sinωt)
]
.
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因此不难算出，能量四极矩 Ii j(t) 为

Ii j(t) =
MR2

2


cos2 ωt cosωt sinωt 0

cosωt sinωt sin2 ωt 0

0 0 0



=
MR2

4


1+ cos2ωt sin2ωt 0

sin2ωt 1− cos2ωt 0

0 0 0

 (17.79)

代入 (17.69) 式，即可以算出相应的引力波扰动

hi j =−2GMR2ω2

r


cos2ωtr sin2ωtr 0

sin2ωtr −cos2ωtr 0

0 0 0

 , (17.80)

式中 tr ≡ t − r.
可以看出，双星系统辐射出来的引力波基本上沿着径向往外传播。但是，如果我们将

注意力集中在 z 轴方向，则上面的结果告诉我们，和自由空间的平面引力波一样，这时候

相应的引力波为横波，其极化模式为 H+ 模式和 H× 模式的某种叠加，实际上，这是一种

圆极化模式。

为了估算辐射出来的引力波到底有多强，我们代入 (17.78) 式给出的 ω2, 即有

|hi j| ∼
G2M2

Rr
. (17.81)

很显然，双星的质量越大，离得越近，则辐射出来的引力波就越强。由于双星不可能是真

正的质点，它们的尺寸最小都是黑洞大小，因此两者最近的距离当然就是相距一个施瓦西

半径 R ∼ Rg = 2GM, 这时候

|hi j| ∼
GM

r
. (17.82)

一个质量约为几个太阳那么大的黑洞半径约为 Rg ∼ 10km, 假如两个这样的黑洞形成双星
系统，假如这系统距离我们数百万光年，即 r ∼ 1018km, 则我们将有 |hi j| ∼ 10−17。而假如

这系统距离我们为数十亿光年，则有 |hi j| ∼ 10−20。当然它们都非常非常小，但是，正如

前面的相应小节中提到过的，当前的引力波探测器已经有足够的灵敏度，足以探测到这么

微小的引力波扰动。

17.4 诺特技巧推导引力波能动张量

考察一个正在发出引力辐射的物质源，我们想问，它的辐射功率为多少？为此，我们

需要取一个很大的两维闭合曲面包围这个物质源 (这个两维曲面在源区的外面，且远离源
区)，然后计算单位时间经过这个闭合曲面流出去的引力能为多少。但是，为了进行这种计
算，我们需要知道线性化引力场的能流密度公式，或者更一般地，需要知道线性化引力场

的能动张量 tµν。本节将表明，如何可以用诺特技巧导出它。
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根据前文，我们把 hµν 看作平坦时空中的一个二阶张量场 (因此，现在 hµν 不必是小

量)，它具有如下 Fierz-Pauli 作用量

SFP =
1

16πG

∫
d4x
[
− 1

4
∂ρhµν∂ ρhµν +

1
2

∂ρhµν∂ νhρµ +
1
4

∂µh∂ µh− 1
2

∂νhµν∂µh
]
.

很明显，这个作用量具有时空平移不变性，因此原则上当然可以从它出发通过标准的诺特

定理得到一个正则能动张量。问题是，这样得到的正则能动张量往往是不对称的。

好在本书第二章 (2.103) 式和 (2.104) 式的下面我们描述了一种通过诺特技巧得到对
称能动张量的办法。为此和第二章中的处理一样，我们取如下无穷小局域洛伦兹变换

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), εµ(x) = εµ
ν(x)x

ν . (17.83)

式中 εµν(x) 是无穷小的反对称张量。

作为二阶张量场，hµν(x) 必定满足如下洛伦兹变换规则

h′µν(x
′)Λµ

ρ(x)Λν
σ (x) = hρσ (x)⇒ h′µν(x

′)(δ µ
ρ + εµ

ρ(x))(δ ν
σ + εν

σ (x)) = hρσ (x).

注意到 εµ
ν(x) 为无穷小量，不难得到

h′µν(x
′) = hµν(x)− (hρνερ

µ +hµρερ
ν). (17.84)

换言之，在无穷小局域洛伦兹变换 (172) 之下，hµν 在变换前后的改变量为 (注意，hµν 不

必是小量)

δhµν ≡ h′µν(x
′)−hµν(x) =−

(
hρνερ

µ(x)+hµρερ
ν(x)

)
. (17.85)

式中我们用加横杠的 δ 以区别于前文出现过的规范变换 δhµν =−(∂µεν +∂νεµ).
我们把 Fierz-Pauli 作用量看作基本场变量 hµν 的泛函，而诸如 hµν 这样的场变量则

看成是用 ηµν 上升指标的结果，其余上指标也作类似理解。这样一来，Fierz-Pauli 作用量
就具有如下形式

SFP[hµν(x)] =
∫

D
d4xL

(
hµν(x),∂ρhµν(x)

)
, (17.86)

式中为了明晰起见，假定只考察一个特定的时空区域 D , 也即是说，作用量的时空积分是
在 D 上积的。

记无穷小局域时空变换 (172) 把时空局域 D 变到了 D ′, 即

D → D ′, (17.87)

当然，D ′ 与 D 的差别是无穷小的。则，无穷小局域时空变换 (172) 之后的 Fierz-Pauli 作
用量为

SFP[h′µν(x)] =
∫

D ′
d4xL

(
h′µν(x),∂ρh′µν(x)

)
=
∫

D ′
d4x′L

(
h′µν(x

′),∂ ′
ρh′µν(x

′)
)
, (17.88)
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注意，现在这个作用量积分是在变换之后的区域 D ′ 上积的。

可以对上面的 (175) 式继续进行如下推导

SFP[h′µν(x)] =
∫

D ′
d4x′L

(
h′µν(x

′),∂ ′
ρh′µν(x

′)
)
,

=
∫

D
d4xdet(

∂x′

∂x
)L
(
h+δh,

∂xσ

∂x′ρ
∂σ (h+δh)

)
, (17.89)

式中 h是 hµν 的简记符号 (下文约定相同，不要和 hµ
µ 搞混了)。注意到 det( ∂x′

∂x ) = 1+∂µεµ ,
以及 ∂xσ

∂x′ρ = δ σ
ρ −∂ρεσ , 代入 (176) 式，即有

SFP[h′µν(x)] =
∫

D
d4x
(
1+∂αεα)L (h+δh,∂ρ(h+δh)−∂ρεσ ∂σ (h+δh)

)
=
∫

D
d4x
(
1+∂αεα)L (h+δh,∂ρ(h+δh)−∂ρεσ ∂σ h

)
(17.90)

式中我们注意到 ∂ρεσ ∂σ (δh) 为二阶无穷小量，从而可以略去。

进一步将 (177) 式展开到一阶小量，即有

SFP[h′µν(x)] =
∫

D
d4xL

(
h,∂ρh

)
+
∫

D
d4x∂µεµL

(
h,∂ρh

)
−
∫

D
d4x

∂L

∂ (∂ρh)
∂σ h∂ρεσ +

∫
D

d4xδL , (17.91)

式中

δL ≡ L
(
h+δh,∂ρ(h+δh)

)
−L

(
h,∂ρh

)
. (17.92)

注意到
∫
D d4xL

(
h,∂ρh

)
= SFP[hµν(x)]，从而立即有变换前后作用量的改变量为

δSFP ≡SFP[h′µν(x)]−SFP[hµν(x)]

=
∫

D
d4x∂µεµL

(
h,∂ρh

)
−
∫

D
d4x

∂L

∂ (∂ρh)
∂σ h∂ρεσ +

∫
D

d4xδL ,

=−
∫

D
d4x
[ ∂L

∂ (∂ρhµν)
∂σ hµν −δ ρ

σ L
]
∂ρεσ +

∫
D

d4xδL . (17.93)

很显然，最后的这两项中，前一项就是标准的正则能动张量的贡献, 不妨记

θρσ ≡−
[ ∂L

∂ (∂ ρhµν)
∂σ hµν −ηρσL

]
. (17.94)

则可以将上述结果简写成

δSFP =
∫

D
d4xθµν∂ µεν +

∫
D

d4xδL . (17.95)

后面的 δL 项是对正则能动张量 θµν 的修正，正如本书第二章中根据局域洛伦兹变换证

明过的，这一修正将正好使得最终的能动张量为对称张量。

读者可能觉得，根据最小作用量原理, δL 的修正项不应该正好等于零吗？然而情况

并非如此。的确，和最小作用量原理的推导一样，经过分部积分，我们有∫
D

d4xδL =
∫

D
d4x
[∂L

∂h
−∂ρ

∂L

∂ (∂ρh)

]
δh+

∫
D

d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρh)
δh
]

(17.96)
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等式右边的第一项根据 h 场的运动方程 (欧拉-拉格朗日方程) 自动等于零，第二项是一个
全微分项，它在区域边界 ∂D 上有贡献，而且和最小作用量原理的情形不同，现在这个边

界贡献非零。这是由于 δh 中包含的是 εµ
ν 项，而我们现在并没有要求它在区域边界 ∂D

上取零, 相反, 我们将要求 εµ
ν 的偏导在边界 ∂D 上取零 (即在区域边界上，所考察的无穷

小局域洛伦兹变换趋于一个整体的无穷小洛伦兹变换)。所以，与最小作用量原理的情形
不同，这里这个全微分项的贡献不是零！

代入前面的 (173) 式，即可以得到∫
D

d4xδL =
∫

D
d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
δhµβ

]
=−2

∫
D

d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hνβ εν

µ

]
=−2

∫
D

d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hνβ

]
εν

µ −2
∫

D
d4x
[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hνβ

]
∂ρεν

µ

= 2
∫

D
d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hν

β

]
εµν +2

∫
D

d4x
[ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hν

β

]
∂ρεµν (17.97)

式中我们适当地升降了指标，并且利用了 εµν 的反对称性来去掉一些负号。不妨记，

Xρµν ≡ ∂L

∂ (∂ρhµβ )
hν

β . (17.98)

将上面这个结果 (184) 和 (182) 式的结果结合，即有

δSFP =
∫

D
d4x
[
θ µν∂µεν +2∂ρXρµνεµν +2Xρµν∂ρεµν

]
. (17.99)

将 Xρµν 的 µν 指标反对称化，并记

Y ρµν ≡ Xρµν −Xρνµ . (17.100)

则不难看出 (17.99) 又可以写成

δSFP =
∫

D
d4x
[
θ µν∂µεν +∂ρY ρµνεµν +Y ρµν∂ρεµν

]
. (17.101)

根据第二章的知识，为了读出对称的能动张量 tµν , 关键是要把上式凑成如下形式

δSFP =
∫

D
d4xtµν∂µεν . (17.102)

结果是，的确能�出来，我先写出答案，然后我们再验证它的确能倒过来给出原来的 (186)
式 (这比直接凑答案容易些)。答案是，

δSFP =
∫

D
d4x
[
θ µν −∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]∂µεν . (17.103)

为了验证，我们需要用到 εν = ενσ xσ , 进而 ∂µεν = (∂µενσ )xσ − εµν，并注意到 Y ρµν 这样

的表达式关于后两个指标是反对称的。

为了验证 (188) 式，显然暂时可以不管 θ µν∫
D

d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]∂µεν

=
∫

D
d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]((∂µενσ )xσ − εµν)

=
∫

D
d4x
[
∂ρY ρµνεµν −∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)(∂µενσ )xσ

]
. (17.104)
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这一步我们用到 Y µρν +Y νρµ 关于 µν 是对称的，而 εµν 是反对称的。很显然，(186) 式中
的 εµν 项已经得到验证了，下面我们把注意力放在 ∂ρεµν 项上。由上面的推导∫

D
d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)(∂µενσ )xσ

]
=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)[(∂ρ∂µενσ )xσ +∂µενρ ]
]
. (17.105)

这里是进行了分部积分 (分部积分的边界项之所以可以忽略，是因为我们假设了 ενσ 的偏

导在 ∂D 上取零)。注意到
(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ) 关于 µρ 反对称，而 (∂ρ∂µενσ )xσ 关于

µρ 对称，立即有 ∫
D

d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)[(∂ρ∂µενσ )xσ +∂µενρ ]
]

=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν +Y νµρ)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[(

−Y µρν)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[
Y ρµν∂ρεµν

]
. (17.106)

正是 (186) 式中的 ∂ρεµν 项，验证完成！上述过程中我们利用了 Y ρµν +Y νµρ 关于指标 νρ
对称，而 ∂µενρ 关于 νρ 反对称。

从最终的 (188) 式中，可以读出

tµν = θ µν −∂ρ
(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ). (17.107)

这个结果与 Weinberg 量子场论第一卷 7.4 节中给出的一般公式是一致的 (虽然温伯格并
没有讨论张量场)，当然推导方法并不相同，我们这里的推导主要是强调诺特技巧。有些时
候人们也称这种对称的能动量张量为 Belinfante(贝林凡特) 张量。不过，和正则能动张量
一样，一般来说，这个能动张量并不具有 δhµν = −(∂µεν + ∂νεµ) 规范变换之下的规范不

变性。

17.5 辐射功率

本节我们着重考察引力源的辐射功率，正如前面所说，这需要知道线性化引力场能动

张量 tµν 的具体形式，而且，我们想设法让 tµν 规范不变，因为这样它才是一个物理量。

17.5.1 引力波能动张量的具体形式

但是真正将 Fierz-Pauli 作用量的表达式代入上面的 (192) 式进行推导计算还是太复
杂了！为了简化问题，我们可以进一步取横向无迹规范 (TT 规范)，即取

h00 = h0i = 0, ∂ihi j = 0, hii = 0, (17.108)

当然，这只是前面 (17.31) 式的另一种写法。因此，在这个规范中 h = hµ
µ = 0, ∂ µhµν = 0,

又注意到 Fierz-Pauli 作用量为

SFP =
1

16πG

∫
d4x
[
− 1

4
∂ρhµν∂ ρhµν +

1
2

∂ρhµν∂ νhρµ +
1
4

∂µh∂ µh− 1
2

∂νhµν∂µh
]
,
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进而通过合适的分部积分即可知，TT 规范下的 Fierz-Pauli 作用量可以写成

SFP =
1

16πG

∫
d4x
[
− 1

4
∂ρhµν∂ ρhµν

]
. (17.109)

当然，这时候 hµν 场的运动方程就简化为

∂ 2hµν = 0. (17.110)

从 (17.109) 中可以读出相应的拉格朗日量 L , 为

L =
1

16πG

[
− 1

4
∂ρhµν∂ ρhµν

]
. (17.111)

为了具体计算 (192) 式给出的能动张量，我们先算一下 Xρµν , 代入前面的定义，即可得

Xρµν =− 1
32πG

(∂ ρhµβ )hν
β . (17.112)

进而即有

Y ρµν =− 1
32πG

[
(∂ ρhµβ )hν

β − (∂ ρhνβ )hµ
β
]
. (17.113)

利用运动方程，不难得 ∂ρY ρµν = 0, 但是，∂ρ(Y µρν +Y νρµ) ̸= 0, 具体表达式当然可以直接
算出来，不过，我们这里就不写这个表达式了，因为正如后文将表明的，它对我们本节想

得到的最终结果没有贡献。另一方面，代入前面的一般公式 (181),即可以得出 θµν，为 (经
过了一些指标升降)

θµν =
1

16πG

[1
2

∂µhαβ ∂νhαβ − 1
4

ηµν∂ρhαβ ∂ ρhαβ
]
. (17.114)

由于所考察作用量的特殊性，这已经是一个对称张量了。综上，可知

tµν = θ µν +∂ρ(Y µρν +Y νρµ). (17.115)

的确是一个对称张量。这个能动张量是在 TT 规范下给出的，它当然不是规范不变的！然
而我们希望让它规范不变，如此才能作为一个物理量。

为了得到规范不变的能动张量，一种不太严格但是简单的处理办法是这样的。假设所

考察的引力波的特征波长为 λ , 下面我们考察一个以时空点 x 为中心的典型尺寸为 a 的时

空区域 V , a ≫ λ。然后在 V 上对 tµν 进行某种粗粒化平均，即将 tµν 在 V 上的多次振荡

平均掉，具体来说，我们定义

⟨tµν(x)⟩ ≡
∫

V
d4yW (x− y)tµν(y), (17.116)

其中权函数W 在 V 上光滑变化，满足
∫

V d4yW (x−y) = 1,以及在区域的边界 ∂V 上W = 0。

这种粗粒化意味着，对于一个全微分 ∂X , 其平均将有 ⟨∂X⟩ ∼ 1/a, 由于相对来说 a 很大

(a ≫ λ )，因此 1/a 可以忽略，所以在相差 1/a 量级的意义上，我们有

⟨∂X⟩= 0. (17.117)
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由此进一步，我们有如下分部积分关系 (在相差 1/a 量级的意义上, 以后不再说明)

⟨X∂Y ⟩=−⟨(∂X)Y ⟩. (17.118)

利用上面的关系，立即有

⟨∂ρ(Y µρν +Y νρµ)⟩= 0, (17.119)

因为它平均的是一个全微分。类似的，也有

⟨∂ρhαβ ∂ ρhαβ ⟩=−⟨(∂ 2hαβ )h
αβ ⟩= 0, (17.120)

其中最后的等于零是利用了 hµν 的运动方程。综合这些结果，以及前面给出的能动张量表

达式 (17.115), 立即有

⟨tµν⟩=
1

32πG
⟨∂µhρσ ∂νhρσ ⟩. (17.121)

不难验证，平均以后的能动张量依然满足守恒方程，验证如下

∂ µ⟨tµν⟩=
1

32πG

[
⟨∂ 2hρσ ∂νhρσ ⟩+ 1

2
⟨∂ν(∂µhρσ ∂ µhρσ )⟩

]
= 0, (17.122)

等式右边第一项等于零是由于运动方程，而第二项等于零是因为平均的是一个全微分。

不仅如此，平均以后的能动张量 (17.121) 还是规范不变的！为此，我们考察规范变换
δhµν =−(∂µεν +∂νεµ)，在此变换之下

δ ⟨tµν⟩=
1

32πG

[
⟨∂µδhρσ ∂νhρσ ⟩+ ⟨∂µhρσ ∂νδhρσ ⟩

]
=− 1

32πG

[
⟨∂µ(∂ρεσ +∂σ ερ)∂νhρσ ⟩+ ⟨∂µhρσ ∂ν(∂ ρεσ +∂ σ ερ)⟩

]
.

通过分部积分并利用 de Bonder 规范条件 ∂ ρhρσ = 0, 可以看出最后这些项都等于零，因
此最后的结果等于零，即

δ ⟨tµν⟩= 0. (17.123)

所以，平均以后的能动张量 (17.121) 才是我们最终要找的物理量。

17.5.2 再谈 TT 规范

对于无源区的一个波矢量为 k 的平面引力波解 hµν , 假设它已经满足 de Donder 规范，
但是不满足 TT 规范，如何才能得到一个相应的 TT 规范下的解呢？
为此我们注意到波的传播方向为 n = k/|k|, n为单位矢量，TT规范当然要满足 nihi j =

0。所以我们引入

Pi j(n)≡ δi j −nin j, (17.124)

显然，这是一个对称横向张量，满足 niPi j = 0, 且很明显其迹为 2, Pii = 2。并且，不难看

出 Pi j 是一个投影算符，即满足

PikPk j = Pi j. (17.125)
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进一步，我们构建如下张量

Λi j,kl(n) = PikPjl −
1
2

Pi jPkl, (17.126)

显然，它关于指标对 (i j) 和 (kl) 是对称的。不难验证，它也是投影算符，满足

Λi j,klΛkl,mn = Λi j,mn. (17.127)

并且，它的所有指标均是横向的，即有 niΛi j,kl = 0,n jΛi j,kl = 0 等等。且它的 (i j) 和 (kl) 指

标对均是无迹的，即

Λii,kl = Λi j,kk = 0. (17.128)

得到 TT 规范下的解的办法很简单，就是利用 hµν 的空间分量 hi j,

hTT
i j = Λi j,klhkl , (17.129)

式中，为了以示区分，我们用上标 TT 来明确标示 TT 规范下的解。更一般的，对于任何
对称张量 Si j, 均可以定义其横向无迹部分为

STT
i j = Λi j,klSkl . (17.130)

现在，我们可以将上一小节得到的 ⟨tµν⟩ 公式 (17.121) 重记为 (注意 hTT
0µ = 0)

⟨tµν⟩=
1

32πG
⟨∂µhTT

i j ∂νhTT
i j ⟩. (17.131)

特别的，能量密度 ⟨t00⟩ 为

⟨t00⟩= 1
32πG

⟨ḣTT
i j ḣTT

i j ⟩. (17.132)

能流密度 ⟨t0k⟩ 为 (负号来源于 0 指标的升降)

⟨t0k⟩=− 1
32πG

⟨ḣTT
i j ∂khTT

i j ⟩. (17.133)

有时候需要将涉及单位矢量 n 的一些量在单位球面上平均，这里收集一些结果∫ dΩ
4π

nin j =
1
3

δi j, (17.134)

式中 dΩ 为球面上的立体角。类似的，也有∫ dΩ
4π

nin jnknl =
1
15

(δi jδkl +δikδ jl +δilδ jk). (17.135)

而且类似的恒等式还可以推广到任意多个 n 乘积的平均，结果是：对于奇数个 n 的乘积，

由于被积函数在空间反演下为奇宇称，所以在球面上积分的结果等于零。而对于偶数个 n

的乘积，注意到 ni1ni2 ...ni2l 是全对称的，所以其平均的最终结果也只能依赖于克隆内克符
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号的全对称乘积，需要确定的是这个结果前面的整体常数因子，这可以通过把所有指标成

对地收缩掉来确定，最终结果是∫ dΩ
4π

ni1ni2 ...ni2l =
1

(2l +1)!!
(δi1i2δi3i4 ...δi2l−1i2l + ....). (17.136)

根据定义式 (17.126), Λi j,kl(n) 也可以展开成如下形式

Λi j,kl(n) =δikδ jl −
1
2

δi jδkl −n jnlδik −ninkδ jl

+
1
2

nknlδi j +
1
2

nin jδkl +
1
2

nin jnknl. (17.137)

进一步运用上一段的结果，即可以得到∫ dΩ
4π

Λi j,kl(n) =
1

30
(11δikδ jl −4δi jδkl +δilδ jk). (17.138)

17.5.3 辐射功率

有了以上这些准备，现在即可以计算一个有限尺寸引力源辐射引力波的功率了。为此，

我们需要以这个源为中心，在离源很远的地方取一个大的球面 S2 包围这个源 (假设这个
球面的半径为 r = |x|)，然后计算单位时间从这个球面流出去的能流，换言之，辐射功率
P 为

P =
∫

S2
dAni⟨t0i⟩=

∫
S2

dA⟨t0r⟩, (17.139)

式中 n = x/|x| 为径向的单位矢量，dA = r2dΩ 为球面的面积元。
根据上一小节，我们知道

⟨t0r⟩=− 1
32πG

⟨ḣTT
i j

∂
∂ r

hTT
i j ⟩. (17.140)

另一方面，根据引力波的产生那一节中的公式 (17.69) 可知，hTT
i j 必定具有如下形式

hTT
i j (t,r) =

1
r

fi j(t − r). (17.141)

因此，立即有

∂
∂ r

hTT
i j =− 1

r2 fi j(t − r)+
1
r

∂
∂ r

fi j(t − r). (17.142)

而很显然 ∂
∂ r fi j(t − r) =− ∂

∂ t fi j(t − r), 所以

∂
∂ r

hTT
i j =−ḣTT

i j +O(1/r2). (17.143)

由于我们考察的球面离源非常远，所以相比来说，后面的 O(1/r2) 项可以忽略。进一步结

合 (17.140) 式，即有

⟨t0r⟩= 1
32πG

⟨ḣTT
i j ḣTT

i j ⟩= ⟨t00⟩. (17.144)
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所以，引力源的辐射功率为

P =
r2

32πG

∫
S2

dΩ⟨ḣTT
i j ḣTT

i j ⟩. (17.145)

为了得到 hTT
i j 的表达式，下面我们要引用引力波的产生那一节中的公式 (17.69) 了，

不妨将之重写在下面

hi j(x, t) =
2G
r

Ïi j(t − r). (17.146)

张量 Ii j 可以分解成无迹部分和迹部分的和，

Ii j =
(
Ii j −

1
3

δi jIkk
)
+

1
3

δi jIkk. (17.147)

式中 Ii j − 1
3 δi jIkk 就是无迹部分，常常记作 Qi j, 根据 Ii j 的定义，显然有

Qi j(t) = Ii j −
1
3

δi jIkk =
∫

d3xT 00(t,x)
(
xix j −

1
3

δi jr2). (17.148)

为了得到引力辐射的 hTT
i j ，我们只需要沿着引力波传播的径向 (n 方向) 对 (17.146)

作一个横向无迹投影，注意横向无迹投影的作用之下，Ii j 的迹部分可以丢弃，因此有

hTT
i j (x, t) =

2G
r

Λi j,kl(n)Q̈kl(t − r). (17.149)

代入辐射功率的 (17.145) 式，并利用投影算符的性质，不难有

P =
G
8π

∫
S2

dΩΛi j,kl(n)⟨
...
Q i j

...
Q kl⟩. (17.150)

注意到 Ïi j 仅仅是 t − r 的函数，因此
...
Q i j 也仅仅是 t − r 的函数，与方向 n 无关。所以，上

述球面积分其实仅仅只需对 Λi j,kl(n) 进行，利用前面的 (17.138) 式，并注意到 Qi j 是无迹

的，不难得到

P =
G
5
⟨
...
Q i j

...
Q i j⟩. (17.151)

这就是四极近似下引力源辐射功率的最终表达式。

17.5.4 估算辐射功率的量级

下面我们来对辐射功率进行一个快速的估算。还是假设一个双星系统，两星的质量均

为 M, 间距为 R, 则根据牛顿引力，它们相互旋转的频率 ω 为

ω2R ∼ GM
R2 . (17.152)

能量四极矩 Q ∼ MR2, 因此
...
Q ∼ ω3MR2, 由此即可得此双星系统的辐射功率约为

P ∼ G
...
Q 2 ∼ G4M5

R5 . (17.153)
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为了估算出量级，我们需要恢复光速 c, 注意到施瓦西半径为 Rg = 2GM/c2, 牛顿引力
常数的量纲为 [G] = M−1L3T−2, 从而即知，c5/G 为功率的量纲 (即能量除以时间的量纲)。
不妨定义如下普朗克亮度

LPlank ≡ c5

G
≈ 3.6×1052J/s. (17.154)

进而即可以把上面的 (17.153) 式恢复为

P ∼
(Rg

R

)5LPlank. (17.155)

普朗克亮度到底是一个多大的功率呢？这么说吧，太阳发光的功率为 L⊙ ≈ 10−26LPlank,
一个星系大约有 1011 颗横星，其总亮度为 Lgalaxy ≈ 10−15LPlank，可观测宇宙中大约有 1010

个星系，因此宇宙中所有恒星的总亮度大约为 10−5LPlank。

但是，当两个黑洞相互旋转着彼此靠近，当它们之间的距离小到差不多等于施瓦西半

径时，上面的公式 (17.155) 告诉我们，它们辐射引力波的功率可以达到一个 LPlank! 也就
是说，这时候这两个黑洞辐射引力波的功率超过整个可观测宇宙所有恒星发光的总功率。

那么，行星绕日运动也是一个双星系统，也会辐射引力波，这个辐射功率大约为多少

呢？当然，由于这时候我们考察的两个星星质量不等，M1 ≫ M2, 所以这时候公式 (17.153)
应该修正为

P ∼
G4M3

1 M2
2

R5 . (17.156)

以木星绕日为例，木星的质量约为 10−3M⊙, 距离太阳约为 109km, 太阳的施瓦西半径约为
3km, 可以根据上面公式估算出木星绕日辐射引力波的功率，约为

P ∼ 10−50LPlank ≈ 10−24L⊙. (17.157)

显然，这是一个小到可以忽略的功率。之所以和前面黑洞结合过程辐射功率差这么多，是

因为引力辐射的功率反比于距离 5 次方，因此它随着距离的增加下降得非常快。

17.6 参考文献

关于引力波，本章当然只是一个导引，更多的专门内容可以参见 Michele Maggiore 所
著的两卷本：

Gravitational Waves, Volume 1 Theory and Experiments
Gravitational Waves, Volume 2 Astrophysics and Cosmology
非常好的两本书，强烈推荐给想进一步了解或者深入研究相关内容的读者。



18. 哈密顿表述与 ADM 能量

本章主要是想讨论如何将哈密顿力学的框架应用于广义相对论的研究。这不仅在时

空动力学演化的数值模拟中很重要，而且还可以给出引力场哈密顿量的表达式，以及引

力场能量的一个合理定义，也就是所谓的 ADM 能量 (Arnowitt-Deser-Misner 能量)。但
是为了系统地处理这些问题，需要在数学和物理两方面做一些准备，数学上的准备就是

要系统地研究如何将时空流形分解为不同时刻的一系列空间切片，也就是所谓的 3+1 分

解或者 ADM 分解，而物理上的准备就是要引入引力场作用量的边界项，也就是所谓的

Gibbons-Hawking-York 边界项。本章将从数学准备开始，讲清楚所有这些问题。

18.1 时空中的超曲面

18.1.1 超曲面与 ADM 分解

考虑 n 维时空中的 n−1 维超曲面，记作 Σ, 通常也称作余 1 维超曲面 (由于 n− (n−
1) = 1)。这样的超曲面常常可以由一个光滑函数 S(x) 按照如下方程刻画

S(x) = σ , (18.1)

式中 σ 为常数。不同的常数 σ 将给出不同的余 1维超曲面，它们形成一个超曲面簇，通常
称这样的簇为时空流形的页层化。局域地，我们总可以用 n−1 维坐标 ya,a = 1,2, ...,n−1

参数化 Σ, 进而可以将时空的局域坐标选取为 (σ ,ya)。

如果 Σ 本身是某个时空区域 D 的边界，记作 Σ = ∂D , 则 Σ 必定是一个闭合超曲面，
也即是说，Σ 自己将没有边界。这当然是因为边界的边界总等于零，即

∂∂D = 0. (18.2)
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S(x) 的梯度将给出 Σ 的余法矢量，具体来说，Σ 的余法矢量 nµ 正比于 ∂µS(x)，即

nµ = f (x)∂µS(x). (18.3)

式中 f (x) 为任意标量函数。当然，将 nµ 的指标升上去就是法矢量 nµ。如果 nµ 不是类光

矢量，则我们总可以通过适当地选取 f (x), 使得 nµ 成为单位法矢量，即满足

gµνnµnν = ε, (18.4)

式中 ε =+1,−1 分别对应 nµ 为类空和类时矢量的情形。如果 nµ 处处类时，则称相应的

超曲面 Σ 为类空超曲面，反之，如果法矢量 nµ 处处类空，则称相应 Σ 为类时超曲面。
利用方程 (18.3) 不难证明，超曲面的法矢量满足所谓的 Frobenius 定理

n[µDνnρ] = 0. (18.5)

证明很简单，只需注意到联络系数关于两个下指标是对称的，从而在全反对称操作下贡献

为零即可。换言之，我们有 n[µDνnρ] = n[µ∂νnρ], 进而利用方程 (18.3) 很快就能得出结果
等于零。反过来，如果一个矢量场 nµ 满足如上 Frobenius 定理，那么它必定是某个余 1
维超曲面的法矢量场，具体证明请读者们参阅微分流形相关书籍。

当用 ya 参数化了 Σ 以后， ∂
∂ya =

∂xµ

∂ya ∂µ 当然就是 Σ 的切矢量场，常常将其指标形式记
为 eµ

a，也即是说

eµ
a ≡

∂xµ

∂ya . (18.6)

作为 Σ 的切矢量场，eµ
a 当然和法矢量 nµ 正交，即有

nµeµ
a = 0. (18.7)

定义

hµ
ν ≡ δ µ

ν − εnµnν , (18.8)

不难验证，

hµ
νhν

ρ = hµ
ρ , (18.9)

从而 hµ
ν 是所谓的投影算符 (不要和引力波那一章中的符号混淆了，两者之间没有关系)。

同样不难验证，在这个投影算符的作用下

hµ
νeν

a = eµ
a, hµ

νnν = 0, hµ
νnµ = 0. (18.10)

也即是说，这个投影算符的作用是向着超曲面 Σ 的切向进行投影。
记 hµ

ν 降指标以后的结果为 hµν = gµν −εnµnν，根据投影恒等式以及指标升降关系不

难验证，hµν 正好就是原来的度规张量 gµν 向着超曲面 Σ 的切向投影的结果，

hµν ≡ gµν − εnµnν = hρ
µhσ

νgρσ . (18.11)
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因此，与 hµν 相关的，可以引入超曲面上的诱导度规 hab，定义如下

hab ≡ eµ
aeν

bhµν = eµ
aeν

bgµν , (18.12)

其中第二个等于号是利用了 nµeµ
a = 0。

hab 的逆矩阵记为 hab, 它们可以对超曲面的指标 a,b, · · · 进行升降或者缩并。值得注
意的是，虽然 hab 为 hab 的逆矩阵，但是，hµν 并不是 hµν 的逆矩阵，而是它用逆度规张

量 gµν 升指标的结果。事实上，hµν 是一个秩为 n−1 的 n×n 矩阵，它没有逆矩阵。

不过，我们有如下完备性关系式

gµν = εnµnν +habeµ
aeν

b. (18.13)

为了验证这个式子，我们只需验证等式右边能给出和左边一样的各种内积关系，比如，等

式右边显然可以给出 nµ 与 nν 的内积为 ε, 也能给出 eµa 与 eνb 的内积为 hab，nµ 与 eνa

的内积为零。根据这个结果，我们有

habeµ
aeν

b = gµν − εnµnν = hµν . (18.14)

更一般地，任何与超曲面 Σ 相切的张量场 Aµν ··· 均可以作如下分解

Aµν ··· = Aab···eµ
aeν

b · · · , (18.15)

很显然，这个式子的确意味着 nµAµν ··· = nνAµν ··· = 0, 确证了 Aµν ··· 是与 Σ 相切的张量场。
反过来也有

Aab··· = Aµν ···eµ
aeν

b · · · (18.16)

因此，给定时空流形中任意一个张量场，我们可以用投影算符 hµ
ν 作用于其每一个指标，

进而得到一个与 Σ 相切的张量场，然后再利用上式，即可以得到一个相应的定义在 Σ 上
的诱导张量场。值得注意的是，诱导张量场 Aab··· 仅仅相对于超曲面上的坐标变换 ya → y′a

来说才是张量，对于时空中的坐标变换 xµ → x′µ 来说，它是标量。

当在时空流形上取局域坐标 (σ ,ya) 以后，则除了超曲面上的切矢量 eµ
a 以外，还可以

进一步考察时空流形上的切矢量 sµ，其定义为

sµ ≡ ∂xµ

∂σ
. (18.17)

一般来说，sµ 应该是 nµ 与 eµ
a 的线性组合，写作

sµ = Nnµ +Naeµ
a. (18.18)

进而即可以将时空流形上的坐标微分写成

dxµ = sµdσ + eµ
adya = Nnµdσ +(Nadσ +dya)eµ

a. (18.19)

因此，原来时空流形上的线元即可以写成

ds2 = gµνdxµdxν = εN2dσ2 +hab(dya +Nadσ)(dyb +Nbdσ). (18.20)
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这称之为时空流形度规的 ADM 分解。
特别的，当 Σ 为类空超曲面，从而 ε =−1 时, 变量 σ 就起到时间坐标的作用，这时

候 N 就称为时移函数 (lapse function), Na 就称为位移矢量 (shift vector).
不难看出，如果用矩阵形式，则上述度规的 ADM 分解可以写成

(gµν) =

[
εN2 +NaNa Na

Na hab

]
. (18.21)

所以有 √
|g|= N

√
|h|, 其中h ≡ det(hab). (18.22)

18.1.2 外曲率

超曲面 Σ 在时空流形中的弯曲情况经常由其外曲率刻画。外曲率张量是一个对称张
量，其定义为

Kab ≡
1
2

eµ
aeν

bLngµν , (18.23)

式中 Ln 表示沿着向量场 nµ 的李导数。根据第四章中的相关知识， 1
2Lngµν = 1

2(Dµnν +

Dνnµ) = D(µnν), 所以上述定义又可以重写为

Kab ≡
1
2

eµ
aeν

bLngµν = eµ
aeν

bD(µnν). (18.24)

进一步，Kab 的迹为

K ≡ habKab. (18.25)

利用 (18.13) 式，即有

K = gµνD(µnν)− εnµnνD(µnν) (18.26)

注意到 nµnµ = ε, 从而 nµDνnµ = 0, 进而又可以把这个结果写成

K = Dµnµ . (18.27)

注意到 [ ∂
∂ya ,

∂
∂yb ] = 0, 利用 [X ,Y ] = 0 ⇒ DXY −DY X = 0, 从而 D∂ya eµ

b −D∂yb eµ
a = 0, 也

就是

eν
aDνeµ

b = eν
bDνeµ

a. (18.28)

再利用 nµeµ
a = 0, 从而 (Dνnµ)e

µ
a =−nµDνeµ

a，不难有

eµ
aeν

bDµnν =−eµ
a(Dµeν

b)nν

=−eµ
b(Dµeν

a)nν = eµ
beν

aDµnν . (18.29)

也即是说，eµ
aeν

bDµnν 关于 a,b 指标已经是对称的了，因此，

Kab = eµ
aeν

bD(µnν) = eµ
aeν

bDµnν . (18.30)

外曲率描写的是超曲面在流形中的相对弯曲状况，它不是曲面本身内在的曲率，相同

的超曲面 (具有相同的诱导度规) 放在不同的流形中，其外曲率往往不相同。
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18.1.3 超曲面上的协变导数

我们想研究任意与超曲面 Σ 相切的张量场 Aµν ··· 是如何求协变导数的，具体来说，我

们想把 Aµν ··· 在时空流形中的协变导数与 Aab··· 在超曲面 Σ 中的协变导数 (联络系数由诱
导度规 hab 决定) 联系起来。为了简单起见，我们考察一个与 Σ 相切的矢量场 Aµ , 它满足

nµAµ = 0, Aµ = Aaeµ
a, Aa = Aµeµ

a. (18.31)

我们定义 Aa 在超曲面上的内禀协变导数 DaAb 为时空流形上的协变导数 DµAν 向着

超曲面切向的投影，也即

DaAb ≡ eµ
aeν

b(DµAν). (18.32)

我们将证明，Da 的联络系数正是与诱导度规 hab 相容的克里斯托夫联络。

为此，我们把 (18.32) 式右边改写成

eµ
aeν

b(DµAν) = eµ
aDµ(eν

bAν)− (eµ
aDµeν

b)Aν

= eµ
aDµAb − (eµ

aDµeνb)Aν

=
∂xµ

∂ya
∂Ab

∂xµ − (eµ
aDµeνb)eνcAc

=
∂

∂ya Ab −Γc
abAc ≡ ∂aAb −Γc

abAc. (18.33)

式中我们定义了

Γc
ab ≡ (eµ

aDµeνb)eνc = (eµ
aDµeν

b)e
c

ν . (18.34)

利用 (18.28) 式，不难看出 Γc
ab 关于两个下指标 a,b 对称。

另一方面，根据定义

Dahbc ≡ eµ
aeν

beρ
c(Dµhνρ) = eµ

aeν
beρ

c[Dµgνρ − εDµ(nνnρ)]

=−εeµ
aeν

beρ
c[(Dµnν)nρ +nν(Dµnρ)] = 0. (18.35)

式中最后一个等于号是利用了 nµeµ
a = 0。所以，协变导数 Da 与诱导度规 hbc 相容，而刚

才又证明了它的联络系数 Γc
ab 是对称的。进而根据第四章中的相关讨论可知，必定有

Γc
ab =

1
2

hce(∂ahbe +∂bhae −∂ehab
)
, (18.36)

即 Γc
ab 为与诱导度规 hab 相容的克里斯托夫联络。

Gauss-Weingarten 方程

任给与超曲面 Σ 相切的向量场 Aµ , 我们已经定义了 DaAb ≡ eµ
aeν

b(DµAν) 为向量场

eµ
aDµAν 的切向投影。现在，我们想问的是，eµ

aDµAν 的法向分量是多少？
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为此，我们将 eµ
aDµAν 写作 eµ

aDµAρgν
ρ(当然，gν

ρ 实际上就是 δ ν
ρ), 代入 (18.13) 式，

即有

eµ
aDµAν = (eµ

aDµAρ)gν
ρ = (eµ

aDµAρ)(εnνnρ +hbceν
beρc)

= ε(eµ
aDµAρnρ)nν +hbceν

b(e
µ
aeρ

cDµAρ). (18.37)

注意到 nµAµ = 0, 从而 DµAρnρ =−AρDµnρ , 代入上式即有

eµ
aDµAν =−ε(eµ

aAρDµnρ)nν +hbceν
bDaAc

= eν
bDaAb − ε(eµ

aeρ
bDµnρ)Abnν

= eν
bDaAb − εKabAbnν . (18.38)

最后一行是代入了关于 Kab 的 (18.30) 式，这一行的第一项就是切向分量，第二项则是法
向分量。很显然，法向分量正比于外曲率，当且仅当外曲率等于零时法向分量才等于零。

特别的，取 Aν = eν
b, 从而 Aa = δ a

b , 代入 (18.38) 式，即有

eµ
aDµeν

b = eν
cΓc

ab − εKabnν . (18.39)

这就是所谓的 Gauss-Weingarten 方程。

18.1.4 Gauss-Codazzi 方程

根据诱导度规 hab, 当然可以算出超曲面 Σ 的内禀曲率张量 Rc
dab，和所有黎曼曲率张

量一样，它由下式定义

[Da,Db]Ac = Rc
dabAd , (18.40)

根据协变导数 Da 的定义，即可以得出

Rc
dab = ∂aΓc

bd −∂bΓc
ad +Γc

aeΓe
bd −Γc

beΓe
ad . (18.41)

另一方面，时空流形本身也有一个黎曼曲率张量 Rρ
σ µν , 它是由时空上的度规张量 gµν 决

定的。我们想问，这两种黎曼曲率张量之间的关系是什么？

为此，我们从 Gauss-Weingarten 方程开始，由它可得

eµ
aDµ(eν

bDνeρ
c) = eµ

aDµ
(
eρ

dΓd
bc − εKbcnρ). (18.42)

对于这个方程的左手边 (LHS)，我们有

LHS = eµ
aDµ(eν

bDνeρ
c) = eµ

aeν
b(DµDνeρ

c)+(eµ
aDµeν

b)(Dνeρ
c)

= eµ
aeν

b(DµDνeρ
c)+(eν

dΓd
ab − εKabnν)(Dνeρ

c)

= eµ
aeν

b(DµDνeρ
c)+Γd

abeν
dDνeρ

c − εKab(nνDνeρ
c)

= eµ
aeν

b(DµDνeρ
c)+Γd

ab(e
ρ
eΓe

dc − εKdcnρ)− εKab(nνDνeρ
c).
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将这个结果减去 ab 置换以后的结果，即得

eµ
aeν

bRρ
σ µνeσ

c. (18.43)

而对于方程 (18.42) 的右手边 (RHS), 我们有

RHS = eµ
aDµ

(
eρ

dΓd
bc − εKbcnρ)

= (eµ
aDµeρ

d)Γ
d
bc + eρ

d(∂aΓd
bc)− ε(∂aKbc)nρ − εKbc(eµ

aDµnρ)

= (eρ
eΓe

ad − εKadnρ)Γd
bc + eρ

e(∂aΓe
bc)− ε(∂aKbc)nρ − εKbc(eµ

aDµnρ).

同样，将这个结果减去 ab 置换以后的类似结果，即得

eρ
eRe

cab − ε(DaKbc −DbKac)nρ + εKac(e
µ
bDµnρ)− εKbc(eµ

aDµnρ). (18.44)

令等式左边的 (18.43) 与等式右边的 (18.44) 相等，即得

eµ
aeν

bRρ
σ µνeσ

c

=eρ
eRe

cab − ε(DaKbc −DbKac)nρ + εKac(e
µ
bDµnρ)− εKbc(eµ

aDµnρ)

将这个结果向切向投影，即得 (用到关于 Kab 的 (18.30) 式)

Rµνρσ eµ
aeν

beρ
ceσ

d = Rabcd + ε(KadKbc −KacKbd). (18.45)

而如果沿着法向 nν 投影，则得 (用了一些黎曼曲率张量的代数性质)

eµ
aeν

beσ
cRµνσρnρ = DaKbc −DbKac. (18.46)

推导过程中我们消去了等式两边整体的负号。

方程 (18.30) 和方程 (18.46) 就是所谓的 Gauss-Codazzi 方程。它们揭示了时空流形
中的黎曼曲率张量的一些分量可以用超曲面的内禀曲率与外曲率共同来表达。剩下的分量

是 Rµρνσ eµ
anρeν

bnσ , 它们不能用仅仅与 hab、Kab 相关的量来表达。

缩并形式

为了将 Gauss-Codazzi 方程揭示的曲率分解应用于爱因斯坦场方程，我们需要将黎曼
曲率张量进行缩并。

首先，里奇张量 Rρσ = gµνRµρνσ , 代入 (18.13) 式，即有

Rρσ = (εnµnν +habeµ
aeν

b)Rµρνσ

= εRµρνσ nµnν +habRµρνσ eµ
aeν

b. (18.47)

注意到 Rµρνσ nµnρnνnσ = 0(因为 Rµρνσ 关于指标 nu,σ 反对称), 所以立即有

Rρσ nρnσ = habRµρνσ eµ
anρeν

bnσ . (18.48)
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同样注意到 Rµρνσ nµnνnσ = 0，所以有

Rρσ eρ
cnσ = habRµρνσ eµ

aeρ
ceν

bnσ . (18.49)

进一步，里奇张量 R = gρσ Rρσ , 利用上面的 (18.47), 即有

R = (εnρnσ +hcdeρ
ceσ

d)(εRµρνσ nµnν +habRµρνσ eµ
aeν

b)

= 2εhabRµρνσ eµ
anρeν

bnσ +habhcdRµρνσ eµ
aeρ

ceν
beσ

d

= 2εRρσ nρnσ +habhcdRµρνσ eµ
aeρ

ceν
beσ

d . (18.50)

上式最后一行我们代入了 (18.48) 式。
注意到爱因斯坦张量 Gρσ = Rρσ − 1

2 gρσ R, 进而即可以得到

Gρσ nρnσ = Rρσ nρnσ − 1
2

εR

=−1
2

ε
[
R+ ε(KabKab −K2)

]
. (18.51)

式中我们利用了上面的 (18.48) 式和 (18.50) 式，并代入了 Gauss-Codazzi 方程。式中的 R

就是由诱导度规 hab 算出来的曲率标量。类似的，利用 (18.49) 式, 并代入 Gauss-Codazzi
方程，还可以得到

Gρσ eρ
anσ = Rρσ eρ

anσ = DbKb
a −DaKb

b. (18.52)

方程 (18.51) 和方程 (18.52) 的重要性在于，它们可以用来把爱因斯坦场方程的部分
分量用超曲面 Σ 上的相关变量来重新表达。不过，值得注意的是，剩下的分量 Gρσ eρ

aeσ
b

不能用仅仅与 hab、Kab 相关的量来表达。

如果 Σ 为类空超曲面，从而 nµ 类时，则通常会定义

ρ ≡ Tµνnµnν , ja ≡ Tρσ eρ
anσ . (18.53)

则根据爱因斯坦场方程中的 Gρσ nρnσ = κTρσ nρnσ (κ = 8πG), 以及 Gρσ eρ
anσ = κTρσ eρ

anσ ,
立即有

R+K2 −KabKab = (2κ)ρ

DbKb
a −DaKb

b = κ ja. (18.54)

式中我们利用了 (18.51) 式和 (18.52) 式。

里奇标量

下面对里奇标量的分解形式进行进一步推导，我们的出发点是上面的 (18.50) 式，重
写如下

R = 2εRρσ nρnσ +habhcdRµρνσ eµ
aeρ

ceν
beσ

d . (18.55)
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其中，利用 Gauss-Codazzi 方程，立即有

habhcdRµρνσ eµ
aeρ

ceν
beσ

d = R+ ε(KabKab −K2). (18.56)

利用黎曼曲率张量的定义 [Dν ,Dσ ]nρ =−nµRµρνσ , 立即有

Rµνnµnν =−nν [Dν ,Dρ ]nρ =−nν(DνDρnρ)+nν(DρDνnρ)

=−Dν(nνDρnρ)+(Dνnν)(Dρnρ)+Dρ(nνDνnρ)− (Dρnν)(Dνnρ).

注意到 K = Dµnµ , 所以第二行的第二项就是 K2，下面我们关注第二行的最后一项。

(Dρnν)(Dνnρ) = gµνgρσ (Dρnµ)(Dνnσ )

= (εnµnν +hµν)(εnρnσ +hρσ )(Dρnµ)(Dνnσ )

= (εnµnν +hµν)hρσ (Dρnµ)(Dνnσ ) = hµνhρσ (Dρnµ)(Dνnσ )

= hbceµ
beν

chadeρ
aeσ

d(Dρnµ)(Dνnσ )

= hadhbc(eρ
aeµ

bDρnµ)(eν
ceσ

dDνnσ )

= hadhbcKabKcd = KabKab.

式中第三行是利用了类似 nσ Dνnσ = 0(因为 Dν(nσ nσ ) = 0) 这样的结果。因此，最终我们
有

Rµνnµnν =−Dν(nνDρnρ)+Dρ(nνDνnρ)+K2 −KabKab. (18.57)

综合上面两段的结果，即有

R = R+ ε(K2 −KabKab)+2ε
[
−Dν(nνDρnρ)+Dρ(nνDνnρ)

]
= R+ ε(K2 −KabKab)+2εDρ(nνDνnρ −nρDνnν). (18.58)

这个结果在后文讨论广义相对论的哈密顿表述时会很有用。

18.2 引力作用量的边界项

在本书第五章中，我们通过对爱因斯坦-希尔伯特作用量进行变分，得出爱因斯坦场方
程。但是，在那里我们也提到过，关于变分的边界项实际上还遗留有一个微妙的问题有待

处理。现在我们来处理这个问题。

首先让我们简单回顾一下对爱因斯坦-希尔伯特作用量的变分计算。注意到 SEH =
1

2κ
∫

d4x
√
−gRµνgµν(κ = 8πG), 从而即有

δSEH =
1

2κ

∫
d4x
[√

−gRµνδgµν +
√
−g(δRµν)gµν +δ (

√
−g)R

]
. (18.59)

利用 δ (
√
−g) = 1

2
√
−ggµνδgµν 以及 δgµν =−gµρδgρσ gσν , 即可以得到

δSEH =
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
− (Rµν − 1

2
gµνR)δgµν +(δRµν)gµν]. (18.60)
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所以最后要算的就是 δRµν，这已经在第五章中算过了，这里不再重复，结果是

δRµν = Dρ(δΓρ
νµ)−Dν(δΓρ

ρµ). (18.61)

利用以上结果，容易看出 (18.60) 式中的 δRµν 项可以化成

1
2κ

∫
d4x

√
−g(δRµν)gµν =

1
2κ

∫
d4x

√
−g
[
Dρ(δΓρ

νµ)−Dν(δΓρ
ρµ)
]
gµν

=
1

2κ

∫
d4x

√
−g
[
Dρ(gµνδΓρ

νµ)−Dν(gµνδΓρ
ρµ)
]

=
1

2κ

∫
d4x

√
−gDµ

(
gρσ δΓµ

ρσ −gµνδΓρ
ρν
)
. (18.62)

习惯上，会令

vµ ≡ gρσ δΓµ
ρσ −gµνδΓρ

ρν . (18.63)

从而可以将 (18.60) 式写成

(2κ)δSEH =
∫

D
d4x

√
−g
[
−Gµνδgµν

]
+
∫

D
d4x

√
−g(Dµvµ), (18.64)

式中我们已经假定原来的爱因斯坦-希尔伯特作用量是定义在某个时空区域 D 上的。

记时空区域 D 的边界为 ∂D , 它当然是一个闭合的时空超曲面 (为了简单起见，假定
∂D 不存在类光的部分), 记 ∂D 上的坐标为 ya，其上的诱导度规为 hab, 外曲率为 Kab, 法
向量为 nµ , 满足 nµnµ = ε, 其中 ε 在 ∂D 的类空部分取 −1, 而在类时部分取 +1。

进而利用弯曲时空中的高斯定理 (见第四章中的讲述)，即可以把 (18.64) 式进一步写
成

(2κ)δSEH =
∫

D
d4x

√
−g
[
−Gµνδgµν

]
+
∫

∂D
d3y
√

|h|ε(nµvµ), (18.65)

很容易看到第二项其实是一个表面积分项，其中 ε =−1 的情形是把第四章中关于高斯定

理的讲述推广到 nµ 类时的情形。由于在利用最小作用量原理时我们总是假定场位形在区

域边界的变分等于零，即假定

δgµν |∂D = 0. (18.66)

(注意，这意味着边界上诱导度规 hab 的变分也等于零.) 所以你可能认为这个表面积分项
会自动等于零。然而情况并没有这么简单，因为正如我们马上就可以看清楚的，vµ 并不完

全由 δgµν 决定，它还含有 δgµν 的偏导项，虽然 δgµν 在 ∂D 上为零，但是，δgµν 的偏

导在 ∂D 上并不一定等于零。所以，(18.65) 式中的表面积分项其实并不等于零！这就是
第五章中我们提到过的那个非常微妙的细节问题。

为了看清楚这个细节问题，让我们回到 vµ 的定义 (18.63)式。为此我们需要计算 δΓµ
ρσ ,

注意到我们关心的是边界 ∂D 上的情况，这时候有 δgρσ = 0 = δgρσ , 所以

δΓµ
ρσ |∂D =

1
2

gµν(∂ρδgσν +∂σ δgρν −∂νδgρσ
)
. (18.67)
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代入 vµ 的定义式 (18.63)，可以得到

vµ = gρσ (∂σ δgµρ −∂µδgσρ). (18.68)

进而即有

(nµvµ)|∂D = nµ(εnρnσ +hρσ )(∂σ δgµρ −∂µδgσρ)

= nµhρσ (∂σ δgµρ −∂µδgσρ), (18.69)

式中我们注意到了 (∂σ δgµρ −∂µδgσρ) 关于 σ ,µ 反对称。又由于 hρσ 是与超曲面 ∂D 相

切的张量，而 δgρσ 在超曲面 ∂D 上恒等于零，因此，δgρσ 沿着切向的导数也等于零，从

而 hρσ ∂σ δgµρ = 0, 因此最终我们有

(nµvµ)|∂D =−hρσ nµ∂µδgρσ , (18.70)

注意这里涉及的是 δgρσ 沿着法向的偏导，而不是切向的，因此不等于零。

综合以上所有结果，即有

(2κ)δSEH =
∫

D
d4x

√
−g
[
−Gµνδgµν

]
−
∫

∂D
d3y
√
|h|εhρσ nµ∂µδgρσ . (18.71)

这里涉及一个非零的边界积分项，而在应用最小作用量原理时，这样的项是我们希望能消

除的。之所以出现这样的非零边界项，是因为里奇标量中 (从而 SEH 中) 包含了度规场的
二阶偏导，而不仅仅是一阶偏导，这是与通常场论不同的地方。

为了消除这样的变分边界项，我们在引力场的作用量中额外添加一个边界作用量

SB(称作 Gibbons-Hawking-York 边界项), 其定义是

SB =
1
κ

∫
∂D

d3y
√
|h|εK. (18.72)

下面我们来证明，这个边界作用量的变分正好能抵消掉 (18.71) 中多出来的边界项。
注意到

K = Dµnµ = gµνDµnν = (εnµnν +hµν)Dµnν

= hµνDµnν = hµν(∂µnν −Γρ
µνnρ). (18.73)

由于 hµν 是边界上的度规，其变分等于零，从而

δK =−hµνδΓρ
µνnρ

=−1
2

hµνnρ(∂µδgνρ +∂νδgµρ −∂ρδgµν)

=
1
2

hµνnρ∂ρδgµν . (18.74)

最后一行同样是利用了度规场变分沿着切向的偏导等于零。根据这个结果，即有

(2κ)δSB = 2
∫

∂D
d3y
√

|h|εδK =
∫

∂D
d3y
√
|h|εhρσ nµ∂µδgρσ . (18.75)
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很显然，这正好抵消了 (18.71) 中多出来的边界项。
因此，只要我们取引力场的作用量为 SG = SEH +SB, 式中

SEH =
1

2κ

∫
D

d4x
√
−gR, SB =

1
κ

∫
∂D

d3y
√
|h|εK. (18.76)

则 SG 的变分将正好给出

δSG =
1

2κ

∫
D

d4x
√
−g
[
−Gµνδgµν

]
. (18.77)

进而就补上了第五章中推导爱因斯坦场方程时的细节性漏洞。

但是，这里还有一个细节问题，那就是即使对于平坦的闵可夫斯基时空 (因此里奇标
量 R = 0), 随着时空区域 D 趋于无穷大，也即 ∂D 趋于无穷远，计算发现上面定义的 SB

也会发散，从而使得整个时空的 SG 发散！为了克服这个问题，通常会将 SB 修正为

SB ≡ 1
κ

∫
∂D

d3y
√
|h|ε(K −K0), (18.78)

式中 K0 为同一个超曲面 ∂D(有相同的诱导度规) 嵌入参考的平坦时空流形时的外曲率 (K

当然为 ∂D 在待考察的这个时空中的外曲率)。很显然，这样修正以后，对于平坦时空即
有 SB = 0, 从而也有 SG = 0。更一般地，对于任何渐进平坦时空，修正以后引力作用量 SG

都将保持有限，这就解决了发散问题。注意，由于 K0 不依赖于待考察时空的度规，因此

它的变分等于零，从而这种修正不会改变前面关于变分边界项的所有讨论。

18.3 哈密顿表述与 ADM 能量

现在开始讨论本章的正题，广义相对论的哈密顿表述，也即是说，在哈密顿力学的框

架下讨论广义相对论。这需要将四维时空流形进行 ADM 分解，也称作 3+1 分解，即将

时空流形切片成三维类空超曲面簇，只不过对应前面 (18.1.1) 小节中的 σ 现在取作时间
参数 t。利用哈密顿表述，我们可以给引力场整体的能量下一个合适的定义，称作 ADM
能量。需要说明的是，ADM 能量仅适用于渐近平坦的时空，因此需要宇宙学常数 Λ = 0。

为了建立哈密顿表述，我们需要把时空切片成余 1 维的类空超曲面簇，其中每一个超
曲面对应一个时间参数 t, 给定 t 的类空超曲面记作 Σt , 它由方程 t(x) = t 定义，等式左边

的 t(x) 相应于前面 (18.1.1) 小节中的 S(x)。Σt 的法矢量记作 nµ (nµ ∝ ∂µt(x)), 当然 nµ 是

类时的，满足

nµnµ =−1. (18.79)

同样也可以用坐标 ya 参数化 Σt 本身，如此一来，(t,ya) 就构成了时空的一组局域坐标。

根据 (18.1.1) 小节中讨论的 ADM 分解，可以将时空流形的度规分解成

ds2 =−N2dt2 +hab(dya +Nadt)(dyb +Nbdt), (18.80)

其中 hab 为 Σt 上的诱导度规，其余符号的含义也都和前文相同，比如 Σt 的外曲率还是记

作 Kab。
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以 t 为参数的等 ya 曲线与 Σt 相交，但通常不是正交。具体来说，这些曲线的切矢量

tµ ≡
( ∂xµ

∂ t

)
ya(相应于 (18.1.1) 小节中的 sµ) 可以展开为

tµ = Nnµ +Naeµ
a. (18.81)

这个方程解释了时移函数 N 以及位移矢量 Na 的含义。从这个方程我们可以得到

nµtµ =−N. (18.82)

另一方面，又有

(∂µt)tµ =
∂ t

∂xµ
∂xµ

∂ t
=

∂ t
∂ t

= 1. (18.83)

而且，我们也知道 nµ ∝ ∂µt, 进而比较上面两个式子，即知

nµ =−N∂µt. (18.84)

如果我们取局部坐标 xµ = (t,ya), 则很显然 tµ = (1,0,0,0), eµ
a = δ µ

a , 由此立即有

Lteµ
a = 0. (18.85)

式中李导数 Lt 的下标 t 表示向量场 tµ , 由于这是一个张量方程，所以它当然在任意局部
坐标中均成立！

18.3.1 构造类时边界

在 Σt 上面取一个余 1 维闭合超曲面 St , 注意，这里余 1 维是指在 Σt 中余 1 维，同
样，闭合也是指在 Σt 中闭合。记 St 在 Σt 中的法矢量为 ra，在时空中，这个法矢量当然

就是 rµ = raeµ
a，显然 rµnµ = 0。随着沿法向 nµ 的推移，不同时刻 Σt 上的 St 会扫出一个

在时空中余 1 维的类时超曲面 B，如图 (18.1) 所示。很显然，rµ 也是 B 在时空中的法

矢量，因此当然是一个类空矢量，满足 rµrµ = 1。

Figure 18.1: 以 Σt f ∪ (−Σti)∪B 为边界的时空区域 D .
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超曲面 St 可以看成是 Σt 与 B 的交，在时空中，它当然是余 2 维的。以坐标 θ A 参

数化 St , 引入 St 上的切矢量场

eµ
A ≡ ∂xµ

∂θ A . (18.86)

这些切矢量场当然同时也是 Σt 上的切矢量 (因此有 nµeµ
A = 0)，因此可以用 eµ

a 展开，设

eµ
A = eµ

aea
A, 不难看出 ea

A = ∂ya

∂θ A。

St 上的诱导度规 σAB 显然满足

σAB = gµνeµ
Aeν

B = habea
Aeb

B. (18.87)

注意到 ra 是 St 在 Σt 中的法向量，所以 St 在 Σt 中的完备性关系为 hab = rarb +σABea
Aeb

B,
又由于 Σt 在时空中的完备性关系为 gµν =−nµnν +habeµ

aeν
b, 进而可得 St 最终在时空中的

完备性关系为

gµν =−nµnν + rµrν +σABeµ
Aeν

B, (18.88)

这当然是因为 St 在时空中是余 2 维超曲面。St 在 Σt 中的外曲率 (相对于 Σt 的弯曲程度)
及其迹分别为

kAB = eµ
Aeν

BDµrν = ea
Aeb

BDarb, k = σABkAB. (18.89)

式中我们代入了 eµ
A = eµ

aea
A。

从上述讨论来看，参数化不同时刻 St 的坐标 θ A 似乎可以是相互独立的。但是，前面

定义 B 时说了，是沿着 Σt 的法向随时间推移 St。因此，可以设想以 t 为参数的曲线是正

交地穿过不同时刻的 St 的 (也即是说在 St 上，位移矢量 Na = 0), 自然的定义是，取同一
条 t 曲线上所有点的 θ A 坐标相同。也即是说，我们有 (即在方程 (18.81) 中取 Na = 0)(∂xµ

∂ t

)
θ A

= Nnµ . (18.90)

假设用任意坐标 zi 参数化 B，并在 B 上引入切向量场 eµ
i, 定义为

eµ
i ≡

∂xµ

∂ zi . (18.91)

满足 rµeµ
i = 0。因此 B 上的诱导度规 γi j 满足

γi j = gµνeµ
ie

ν
j. (18.92)

类似于前面的 (18.13), 当然也有如下完备性关系

gµν = rµrν + γ i jeµ
ie

ν
j. (18.93)

类似的，B 的外曲率为

Ki j = eµ
ie

ν
jDµrν . (18.94)
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其迹为 K = γ i jKi j。

虽然原则上 zi 可以任意选取，但是上面关于如何定义不同时刻 St 上坐标的讨论告诉

我们，选取 zi = (t,θ A) 是特别方便的。在这种选取中，B 上的一个小位移 dxµ 将由下式

给出

dxµ =
(∂xµ

∂ t

)
θ A

dt +
( ∂xµ

∂θ A

)
t
dθ A = Nnµdt + eµ

Adθ A. (18.95)

这里我们用了 (18.86) 式和 (18.90) 式。因此 B 上的线元将为

ds2
B = gµνdxµdxν |B

= gµν(Nnµdt + eµ
Adθ A)(Nnνdt + eν

Bdθ B)

= (gµνnµnν)N2dt2 +(gµνeµ
Aeν

B)dθ Adθ B, (18.96)

式中用到 nµeµ
A = 0。由这个结果立即有

γi jdzidz j =−N2dt2 +σABdθ Adθ B. (18.97)

这意味着
√
−γ = N

√
σ , 其中 γ = det(γi j), σ = det(σAB)。

18.3.2 引力作用量的 ADM 分解

为了寻找广义相对论的哈密顿表述，我们需要把引力场的作用量进行 ADM 分解。为
此我们先将引力场作用量重写在下面

SG =
1

2κ

∫
D

d4x
√
−gR+

1
κ

∫
∂D

d3y
√
|h|εK. (18.98)

式中我们暂时忽略了减除项 K0。

我们让 D 为类空超曲面 Σti 和 Σt f 以及类时超曲面 B 围起来的时空区域，如上面的

图 (18.1) 所示，换言之

∂D = Σt f ∪ (−Σti)∪B, (18.99)

式中 −Σti 前面的负号是用来提醒我们作为 D 的边界 −Σti 的法向是向着过去方向的，与

Σti 的法向相反，这当然是因为 ∂D 的法向按照定义就是从区域内部指向外部的。进而利

用上一小节的符号，我们可以把区域 D 上引力场的作用量更清楚地写成

SG =
1

2κ

∫
D

d4x
√
−gR− 1

κ

∫
Σt f

d3y
√

hK

+
1
κ

∫
Σti

d3y
√

hK +
1
κ

∫
B

d3z
√
−γK , (18.100)

式中我们已经考虑 −Σti 前面那个额外的负号了，即用了
∫
−Σti

d3y · · ·=−
∫

Σti
d3y · · ·。

当然，时空区域 D 被切片成了类空超曲面 Σt 簇，根据前面的公式 (18.58), 在 Σt 上

R = R+KabKab −K2 −2Dρ(nνDνnρ −nρDνnν). (18.101)
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进而即有
1

2κ

∫
D

d4x
√
−gR =

1
2κ

∫ t f

ti
dt
∫

Σt

d3yN
√

h
(
R+KabKab −K2)

− 1
κ

∫
∂D

d3y
√
|h|εmρ(nνDνnρ −nρDνnν). (18.102)

式中我们应用了高斯定理，mρ 为 ∂D 的法向量，注意它不一定为 nρ。同时我们还用到

d4x
√

|g|= d3yN
√

h。

同样，上式中的边界积分项要分解成分别在 −Σti , Σt f , 以及 B 上的积分。其中在 −Σti

上的积分可以转换成 (考虑到了这时候 mρ =−nρ , 以及 ε =−1)
1
κ

∫
Σti

d3y
√

h(−)nρ(nνDνnρ −nρDνnν)

=− 1
κ

∫
Σti

d3y
√

hDνnν =− 1
κ

∫
Σti

d3y
√

hK. (18.103)

式中我们用到了 nρnρ =−1，以及 nρDνnρ = 0。很显然，结果正好与 (18.100) 中边界作用
量的相应项抵消。类似的，Σt f 上的所有边界积分项也会刚好抵消。因此只剩下 B 上的贡

献 (B 的 ε = 1, 法向量为 rµ)

− 1
κ

∫
B

d3z
√
−γrρ(nνDνnρ −nρDνnν)

=− 1
κ

∫
B

d3z
√
−γrρnνDνnρ =

1
κ

∫
B

d3z
√
−γnνnρ(Dνrρ). (18.104)

式中我们利用了 rρnρ = 0 并进行了分部积分。

把所有这些结果放在一起，即有

SG =
1

2κ

∫ t f

ti
dt
∫

Σt

d3yN
√

h
(
R+KabKab −K2)

+
1
κ

∫
B

d3z
√
−γ
(
K +nµnνDµrν

)
. (18.105)

下面我们改写一下 K ,

K = γ i jKi j = γ i j(eµ
ie

ν
jDµrν)

= (γ i jeµ
ie

ν
j)Dµrν = (gµν − rµrν)Dµrν , (18.106)

其中我们利用了完备性关系 (18.93)。进而即有

K +nµnνDµrν = (gµν − rµrν +nµnν)Dµrν

= (σABeµ
Aeν

B)Dµrν = σAB(eµ
Aeν

BDµrν)

= σABkAB = k. (18.107)

其中我们利用了完备性关系 (18.88)。
有了上面的结果，再利用 d3z

√
−γ = dtd2θN

√
σ , 进而即有

SG =
∫ t f

ti
dt
[ 1

2κ

∫
Σt

d3yN
√

h
(
R+KabKab −K2)

+
1
κ

∫
St

d2θN
√

σ(k− k0)
]
. (18.108)
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式中通过包含进一个额外的 −k0, 我们已经恢复了被忽略的减除项。k0 是 St 嵌入在平坦空

间中的外曲率。有了减除项 k0 以后，就可以使得平坦时空的作用量为零，进一步，对于渐

进平坦时空，它可以保证作用量在 St → ∞ 时保持有限。

注意，在上面的结果中，边界积分项对拉格朗日量是有贡献的，但是对于拉格朗日体

密度当然没有贡献。事实上，我们可以从 (18.108)中读出引力场的拉格朗日体密度 LG(不
要和李导数混淆了)，为

LG =
1

2κ
N
√

h
(
R+KabKab −K2). (18.109)

而拉格朗日量 LG 为

LG =
∫

Σt

d3yLG +
1
κ

∫
St

d2θN
√

σ(k− k0). (18.110)

当然，一般来说时空中还会有物质场，物质场的作用量也要进行 3+1 分解，但是由

于给定物质场作用量以后，这种分解没有原则上的困难，所以我们不再进行专门的讨论。

同样，后文也都会仅仅将注意力集中在引力场上，忽略物质场。

18.3.3 引力场的哈密顿量

为了得到引力场的哈密顿表述，我们定义诱导度规 hab 的时间导数为

ḣab ≡ Lthab, (18.111)

根据诱导度规的定义，有

ḣab = Lt(gµνeµ
aeν

b) = (Ltgµν)eµ
aeν

b, (18.112)

式中我们利用了 (18.85) 式。直接计算度规场的李导数

Ltgµν = Dµtν +Dνtµ = Dµ(Nnν +Nν)+Dν(Nnµ +Nµ)

= (∂µN)nν +(∂νN)nµ +N(Dµnν +Dνnµ)+DµNν +DνNµ .

其中 Nµ ≡ Naeµ
a。进而即有

ḣab = 2NKab +DaNb +DbNa ⇒ Kab =
1

2N

(
ḣab −DaNb −DbNa

)
. (18.113)

上述分析表明，引力场作用量 (18.108) 中的时间导数全部都包含在外曲率中，进而利
用拉格朗日体密度 LG 的定义 (18.109), 即可以得到场变量 hab 的共轭动量 πab 为

πab ≡ ∂LG

∂ ḣab
=

1
2κ

√
h(Kab −Khab). (18.114)
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所以根据勒让德变换，哈密顿体密度 HG 为

HG ≡πabḣab −LG

=
1

2κ
√

h(Kab −Khab)(2NKab +DaNb +DbNa)

− 1
2κ

N
√

h
(
R+KabKab −K2)

=
1

2κ
N
√

h
(
KabKab −K2 −R

)
+

1
κ
√

h(Kab −Khab)(DaNb)

=
1

2κ
N
√

h
(
KabKab −K2 −R

)
+

1
κ
√

hDa[(Kab −Khab)Nb]

− 1
κ
√

hNbDa(Kab −Khab). (18.115)

但是，哈密顿量 HG 其实是拉格朗日量的勒让德变换，定义为 HG ≡
∫

d3yπabḣab −LG, 因此
根据 (18.110) 式，其实还要加上边界积分项的贡献，最终即有

HG =
∫

Σt

d3yHG − 1
κ

∫
St

d2θN
√

σ(k− k0)

=
∫

Σt

d3y(NH +NbH
b)− 1

κ

∫
St

d2θN
√

σ(k− k0)

+
1
κ

∫
Σt

d3y
√

hDa[(Kab −Khab)Nb], (18.116)

式中

H ≡ 1
2κ

√
h
(
KabKab −K2 −R

)
(18.117)

H b ≡− 1
κ
√

hDa(Kab −Khab)⇒

Ha =− 1
κ
√

h
(
DbKb

a −DaKb
b
)
. (18.118)

另一方面，利用高斯定理，有

1
κ

∫
Σ

d3y
√

hDa[(Kab −Khab)Nb] =
1
κ

∫
St

d2θ
√

σra[(Kab −Khab)Nb].

代入上面的 (18.116) 式，即有

HG =
∫

Σt

d3y(NH +NbH
b)+

− 1
κ

∫
St

d2θ
√

σ
[
N(k− k0)− raNb(Kab −Khab)

]
. (18.119)

常常也用共轭动量密度 πab 来把 H 重新表达成

H =
2κ√

h

(
πabπab −

1
2

π2)− √
h

2κ
R. (18.120)

式中 π = habπab。引入如下所谓的 de Witt 度规

Gabcd ≡ 1
2
(hachbd +hadhbc −habhcd). (18.121)
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进而即可以进一步将 H 重写成

H =
2κ√

h
Gabcdπabπcd −

√
h

2κ
R. (18.122)

另外，利用共轭动量密度 πab 也可以把 H b 重新表达成

H b =−2
√

hDa
( 1√

h
πab). (18.123)

注意，在拉格朗日体密度 LG 中，并未来出现 N 和 Na 的时间导数，这意味着 N 和

Na 是拉格朗日乘子，它们的共轭动量密度为零，因此根据哈密顿正则方程, 即有如下约束
方程

0 =
δHG

δN
= H , 0 =

δHG

δNa = Ha. (18.124)

利用上面关于 H 和 Ha 的定义式 (18.117)、(18.118)，即有

R+K2 −KabKab = 0, DbKb
a −DaKb

b = 0. (18.125)

这与前面的结果 (18.54) 在忽略物质场时一致。如果进一步考虑物质场，那么就要在 H

和 Ha 中添加上物质场的贡献，最终得到的约束方程依然是 (18.54) 式。其中 H = 0 称作

哈密顿约束，而 Ha = 0 称作动量约束，两种约束加起来一共四个分量约束方程，正好对

应四个独立的微分同胚变换，实际上，微分同胚不变性就是这四个分量约束方程的起源。

进一步当然还可以根据 hab 和 πab 的哈密顿正则方程 (如下) 推导它们所满足的运动
方程

ḣab =
δHG

δπab , π̇ab =−δHG

δhab
, (18.126)

只不过具体推导 HG 对 hab 和 πab 的变分有点繁琐，这里从略。特别的，给定 hab 和 πab

在某个初始类空超曲面 Σt0 的初始值，我们就可以通过求解它们的哈密顿正则方程，得到

它们在此后任意时刻的 Σt 上的值，而且这种求解还可以通过数值方法进行，这在时空动

力学演化的数值模拟中很有用。

很显然，对于满足哈密顿约束和动量约束的物理场位形，相应的哈密顿量 HG 的体密

度贡献其实等于零，只有边界积分有贡献，有时候也把这个边界贡献记作 HADM

HADM =− 1
κ

∫
St

d2θ
√

σ
[
N(k− k0)− raNb(Kab −Khab)

]
. (18.127)

对于物理场位形，HG = HADM.

18.3.4 ADM 能量

本小节讨论如何定义渐近平坦时空的总能量，尤其是我们要把它和 HADM 联系起来。

前面说过，对于物理的引力场位形，其哈密顿量由 HADM 给出。但是，HADM 的定义

依赖于类空超曲面 Σt 在很远的渐近区域的行为，同时也依赖于时移函数 N 以及位移矢量

Na 的渐近行为。虽然 N 和 Na 总可以任意选，但时空渐近平坦的事实会给出 Σt 渐近行为
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的合适要求。具体来说，我们要求 Σt 渐近地与闵可夫斯基时空的某个等时面重合：假如

(̃t, x̃, ỹ, z̃) 是无穷远处的一个洛伦兹参考系，则 Σt 必须渐近地与 t̃ = constant 的超曲面重
合。因此，Σt 上任意选取的坐标 ya 会渐近地与闵可夫斯基空间坐标联系起来，即有渐近

关系 ya → ya(x̃, ỹ, z̃)。类似的，也有渐近关系 xµ → xµ (̃t, x̃, ỹ, z̃)。

注意到 t̃ 为渐近区域的静止观察者的固有时，此观察者的协变速度为 uµ = ∂xµ

∂ t̃ , 由于
uµ 是归一的，且与 t̃ = constant 的超曲面正交，因此它必定就是渐近区域的 nµ , 换言之，
我们有渐近关系 nµ → ∂xµ

∂ t̃ 。又注意到 tµ = Nnµ +Naeµ
a, 所以必然也有如下渐近关系

tµ → N
(∂xµ

∂ t̃

)
ya
+Na

(∂xµ

∂ya

)
t̃
. (18.128)

也即是说，按照我们对 Σt 渐近行为的要求，选取渐近区域的 N、Na 与选取相应区域的 tµ

是一回事。特别的，HADM 可以看成是依赖于渐近区域的 tµ。

为了定义渐近平坦时空的总能量，我们取 St 为空间无穷远处的 2 维球面，记作 S∞
t ,

同时，我们在无穷远处选取 N = 1 以及 Na = 0。我们把总能量 EADM 定义成如此计算出

来的 HADM, 即

EADM ≡− 1
κ

∫
S∞

t

d2θ
√

σ(k− k0). (18.129)

之所以说 EADM 是总能量，原因如下：首先 N = 1,Na = 0 相应于 tµ → ∂xµ

∂ t̃ , 也即是说，tµ

渐近于无穷远处的一个时间平移生成元。EADM 正是这个时间平移生成元对应的引力哈密

顿量，从而就是时空的总能量。

类似的，HADM 也可以提供时空总角动量与渐近旋转之间的联系。只要我们选取 tµ →
ϕ µ ≡ ∂xµ

∂ϕ , 这里 ϕ 是渐近区域相对于笛卡尔坐标 (x̃, ỹ, z̃) 的一个旋转角度。当然，这种选取

相应于 N = 0, Na ≡ ϕ a = ∂ya

∂ϕ。也即是说，时空的总角动量 JADM 可以定义成

JADM ≡− 1
κ

∫
S∞

t

d2θ
√

σ
[
raϕ b(Kab −Khab)

]
, (18.130)

相对于原来 HADM 的公式，我们在式中多加了一个额外的负号，这是为了使得计算出来的

角动量的正负与通常约定吻合。值得注意的是，总角动量的定义是相对于某个转轴而言的，

ϕ 就是相对于这个转轴的转角。
从上面的定义可以看出，渐近平坦时空的总能量和总角动量只依赖于引力场在空间无

穷远处的渐近行为，这是一个相当奇妙的性质，因为一般来说，能量总量这样的东西应该

是某个能量体密度的体积积分，应该是依赖于整个空间体的。不过，在电动力学中我们也

见过类似的现象，即空间的电荷总量只依赖于空间无穷远处的电通量。

在渐近平坦时空中，ADM 能量 (也包括 ADM 角动量) 是时间无关的守恒量。这是因
为：首先，时空的渐近对称性 (如时间平移不变性) 导致能量守恒。其次，为了保证时空渐
近平坦，引力辐射在无穷远处的能量流需满足特定衰减条件，从而对 ADM 能量无贡献。

值得说明的是，这里给出的 ADM 能量的公式和通常所见的 ADM 公式并不相同，推
导方式当然也不同。但是，可以证明，两个不同的公式结果其实是一致的，证明可以参见

S. W. Hawking, Gary T. Horowitz, The Gravitational Hamiltonian, Action, Entropy and
Surface Terms, arXiv: gr-qc/9501014.
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正质量定理 (Schoen-Yau-Witten 定理)

既然 ADM 能量 EADM 为渐近平坦时空的总能量，一个重要的问题是，EADM 是否有

下界? 甚至是否有 EADM ≥ 0? 这个问题之所以重要，是因为如果总能量没有下界，那么
任何时空都将不稳定，会无限地往能量更低的时空衰变。

好在 Schoen 和 Yau 给出了这个问题的肯定回答 (Yau 就是丘成桐)。Schoen-Yau 证
明，对于物理上合理的物质场 (满足主能量条件)，总有

EADM ≥ 0, (18.131)

且 EADM = 0 当且仅当时空全局为平坦的闵可夫斯基时空。这表明，引力系统的总能量

非负，且“无引力”的真空即为能量零点，所以通常称这个定理为正质量定理 (质量即
是能量)。后来 Witten 又给出了这个定理的更优雅而且大大简化的证明，所以也称之为
Schoen-Yau-Witten 定理。

轴对称稳态时空的能量和角动量

下面我们考察一个具体的渐近时空，并计算其 ADM 能量和角动量。我们考察的时空
就是轴对称稳态时空。

正如第十三章 (讲述克尔黑洞的章节) 中提到过的，轴对称的稳态时空在空间无穷远
(r →+∞) 处度规的渐近形式为

ds2 →−
(
1− 2GM

r

)
dt2 +(1+

2GM
r

)dr2 + r2(dθ 2 + sin2 θdϕ 2)

− 4GJ
r

sin2 θdtdϕ . (18.132)

通过重新定义 r，具体来说就是将 r 替换成 r+GM, 我们也可以将上面的渐近度规改写成
(注意 r →+∞)

ds2 →−
(
1− 2GM

r

)
dt2 +(1+

2GM
r

)
(
dr2 + r2dΩ2)

− 4GJ
r

sin2 θdtdϕ . (18.133)

式中 dΩ2 ≡ dθ 2 + sin2 θdϕ 2。在第十三章中我们提到过，上面的 M 是整个时空的总能量，

J 是总角动量，现在我们就通过具体计算来确定这一点。

首先，选取 Σt 为 t 取常数值的超曲面，不难看出上面的这个渐近度规 (18.133) 符合
我们对 Σt 的要求。显然 nµ = −

(
1− GM

r

)
∂µt(注意到 r 很大，并且我们的计算仅仅保留到

GM/r 的一阶，下同)。很显然，Σt 上的诱导度规为

habdyadyb = (1+
2GM

r
)
(
dr2 + r2dΩ2). (18.134)

取空间边界 St 为 r = R 处的两维球面，最终我们要取 R → ∞ 的极限。不难看出，St 的法

向量 ra 为 ra =
(
1+ GM

r

)
∂ar, 并且 St 上的诱导度规为

σABdθ Adθ B = (1+
2GM

R
)R2dΩ2. (18.135)
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为了计算 ADM 能量 M，我们需要计算 k = Dara, 计算的结果是 k = 2(1−2GM/R)/R。

另外还需要从 k 中减除掉 k0, k0 是同一个 St 嵌入平坦空间的外曲率。记 St 在平坦空间的

诱导度规为

σ0
ABdθ Adθ B = R′2dΩ2, (18.136)

很显然，为了保证 σ0
AB = σAB, 需要取 R′ = R(1+GM/R)。进而可算得 k0 = 2/R′ = 2(1−

GM/R)/R。所以 k− k0 =−2GM/R2。另一方面
√

σd2θ = R2(1+2GM/R)sinθdθdϕ。将这
些结果代入公式 (18.140), 即得

EADM = M. (18.137)

正如我们所期望的。

为了计算 ADM角动量 JADM，我们注意到 Kabraϕ b =Ka
braϕ b =Ka

b(1+GM/r) ∂ r
∂ya

∂yb

∂ϕ =

(1+GM/r)Kr
ϕ = (1+GM/r)grrKrϕ = (1−GM/r)Krϕ , 利用定义 Kab = eµ

aeν
bDµnν 可以算得

Krϕ = (1−GM/r)Γt
rϕ . 利用

gtt =−(1+2GM/r), gtϕ =−2GJ/r3. (18.138)

进而可以算得 Γt
rϕ = −3GJ sin2 θ/r2, 进而即有 Krϕ = −3GJ sin2 θ/R2。另一方面，公式

(18.130) 中的第二项 (Khabraϕ b 项) 其实等于零，因为 ra 和 ϕ a 是正交的。将这些结果

代入公式 (18.130)，即得 JADM = (3J/4)
∫ π

0 sin3 θdθ = J, 即

JADM = J, (18.139)

正是我们期待的结果。

引力能量的非定域性

ADM 能量定义的是整个时空的总能量，而且它只取决于度规的渐近行为，也就是

说，这样定义出来的能量是非定域的，即不是由一个能量密度进行体积积分给出的。除了

ADM 能量之外，关于引力场全局能量的定义还有 Bondi 能量等。
那么，可不可能定义引力场的能量密度呢？前面引力波的章节中好像我们给出过引力

场的能量密度 (能动张量)，但是，那里是把时空背景取作平坦时空，把引力场看作时空背
景上的微扰场，而不是采用更一般的引力场对应于时空弯曲的观点，尤其是，那里我们并

没有用到等效原理。那么，一般来说，对于非微扰的引力场，可不可以定义它的局域能量

密度呢？或者更广泛地说，可不可以定义引力场本身的能动张量呢？

类比于电磁场的话，我们知道，电磁场的能动张量取决于场强的平方，因此人们可能

同样猜想，引力场的能动张量也取决于场强的平方，但问题是，引力场的场强由克里斯托

夫联络来刻画，而根据等效原理，我们总可以取局域惯性系，在局域惯性系中，克里斯托

夫联络为零，也就是引力场强为零，如此一来就会导致引力场的能动张量恒等于零！但是，

引力场当然是有能量的，所以这样想的话就会自相矛盾。
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问题可能还是出在引力能量的非定域性，也即是说，引力场有能量，但是这能量并不

由局域的能量密度来刻画。换言之，可能不存在引力场能动张量的一个合理定义！当然，

人们也作过一些尝试，想用某种赝能动张量来定义引力场的能量密度，比如朗道和栗弗席

兹的《场论》中就提出过一个这样的赝张量。但总体来说，这些尝试都不太成功。

另一方面，人们也尝试过定义引力场的准局域能量，即通过一个包围有限空间区域 Σ
的两维表面 ∂Σ来定义能量，这避免了 ADM能量定义中需要取无限远处边界条件的问题。
这种准局域能量的典型例子是所谓的布朗-约克能量，其定义和 ADM 能量很像，为

EBY(Σ) =− 1
κ

∫
∂Σ

d2θ
√

σ(k− k0). (18.140)

另外，在 AdS/CFT 对应的框架中，引力场的能量可以全息地编码在边界共形场论的
能动张量中，但这一方法仅仅限制于渐近 AdS时空，而且它定义的也是一种全局能量，因
为整个时空的能量还是由远处的渐近边界给出，只是这时候由于是渐近 AdS 而不是渐近
平坦，所以有一个类时的共形边界而已。
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诺特技巧与对称的能动张量

任何一个定义在四维闵可夫斯基空间的场论系统都有一个守恒的能动张量。根据著名

的诺特定理，任何一个连续的对称性都必然有一个相应的守恒流四矢量，能量-动量张量就
是与时空平移对称性相对应的守恒流，由于时空平移本身是一个四维矢量，所以它对应的

守恒流就是一个二阶张量。

但是，这样定义出来的能动张量 (称作正则能动张量) 一般来说并不是一个对称张量。
有些人可能会认为，简单地用诺特定理无法得出一个对称的能动张量。本文就是要表明，

情况并非如此，我们将表明，诺特技巧的一个巧妙延伸可以让我们很自然地得出任何场论

系统的对称能动张量。

不仅如此，我们还可以得出这个对称能动张量与正则能动张量之间的显式关系，实际

上，这个关系与 Weinberg 量子场论第一卷 7.4 节中给出的公式完全一致，当然推导方法
并不相同，我们这里的推导主要是强调诺特技巧。有些时候人们也称这种对称的能动量张

量为 Belinfante(贝林凡特) 张量。

.1 诺特技巧与能动张量

.1.1 时空平移与正则能动张量

为了简单起见，我们首先讲述标量场系统的能量-动量张量。
假设有一个标量场 ϕ(x)，其拉格朗日密度可以写成 L (ϕ ,∂µϕ)，特别的，这个拉格朗

日密度不显含时空坐标 x。现在，假定将整个场论系统进行一个时空平移，使得 x 点的场

平移到 x′ 点，

xµ → x′µ = xµ +aµ , (141)

其中 aµ 为某常数四矢量。记平移之后的场为 ϕ ′(x)，很显然 ϕ ′ 在 x′ 点的场值来自于平移

之前 ϕ 在 x 点的场值，即

ϕ ′(x′) = ϕ(x). (142)

很容易验证作用量 S[ϕ ] =
∫
D d4xL (ϕ ,∂µϕ) 在此平移之下保持不变，具体验证过程如

下

S[ϕ ′] =
∫

D ′
d4xL (ϕ ′(x),∂µϕ ′(x))

=
∫

D ′
d4x′L (ϕ ′(x′),∂ ′

µϕ ′(x′)) =
∫

D ′
d4x′L (ϕ(x),∂ ′

µϕ(x))

=
∫

D
d4xL (ϕ(x),∂µϕ(x)) = S[ϕ ] (143)



.1 诺特技巧与能动张量 353

式中第二个等号只是将 x变量重写成了 x′，倒数第二个等号是用了 d4x′ = d4x以及 ∂ ′
µ = ∂µ。

上述推导过程中，为了明晰起见，假定了只考察一个特定的时空区域 D , 也即是说，作用
量的时空积分是在 D 上积的。并记平移操作把时空局域 D 变到了 D ′, 即

D → D ′. (144)

为了通过诺特定理引入相应的守恒流，下面考察无穷小时空平移，即将 aµ 取成无穷

小量 εµ。进一步，我们使用一个关键技巧 (诺特技巧)，即将 εµ 变成依赖于时空坐标 x 的

无穷小量 εµ(x), 即考察如下无穷小时空平移

xµ → x′µ = xµ + εµ(x). (145)

当然我们依然有

ϕ ′(x′) = ϕ(x). (146)

但是，在这种依赖于时空点 x 的局域平移之下，作用量当然无法保持不变，因为这种局域

平移根本不是系统的对称性。

很显然，在一阶近似上有

∂x′µ

∂xν = δ µ
ν +∂νεµ ,

∂xν

∂x′µ
= δ ν

µ −∂µεν . (147)

另外，记坐标变换的雅可比行列式为 det( ∂x′
∂x ), 利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA), 易得在一

阶近似上有

det(
∂x′

∂x
) = 1+∂µεµ(x). (148)

下面我们来计算在局域平移 (145) 之前和之后，系统作用量的改变量。平移以后的作
用量 S[ϕ ′(x)] 为

S[ϕ ′(x)] =
∫

d4xL (ϕ ′(x),∂νϕ ′(x))

=
∫

d4x′L (ϕ ′(x′),∂ ′
µϕ ′(x′)) =

∫
d4x′L

(
ϕ(x),∂ ′

µϕ(x)
)

=
∫

d4xdet(
∂x′

∂x
)L
(
ϕ(x),

∂xν

∂x′µ
∂νϕ(x)

)
=
∫

d4x(1+∂µεµ(x))L
(
ϕ(x),∂µϕ(x)−∂µεν∂νϕ(x)

)
=
∫

d4x
[
− ∂L

∂ (∂µϕ)
∂νϕ(x)+δ µ

ν L
(
ϕ(x),∂ρϕ(x)

)]
∂µεν

+
∫

d4xL
(
ϕ(x),∂νϕ(x)

)
. (149)

由上面的推导易知，变换前后作用量的改变量为

δS = S[ϕ ′(x)]−S[ϕ(x)]

=−
∫

d4x
[ ∂L

∂ (∂µϕ)
∂νϕ(x)−δ µ

ν L
]
∂µεν

=
∫

d4xT µ
ν∂µεν =

∫
d4xTµν∂ µεν . (150)
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式中

T µν =−
[ ∂L

∂ (∂µϕ)
∂ νϕ(x)−ηµνL

]
. (151)

其中 ηµν = diag(−1,1,1,1) 是闵可夫斯基时空的度规。

注意 (150) 式，当 εν 是一个不依赖于时空点的整体无穷小平移时，即有 δS = 0，这

当然是因为这种整体时空平移是系统的对称性。正因为如此，不仅对于标量场系统可以找

到这样一个 T µν，实际上对闵可夫斯基时空的任何物质系统都能找到一个类似的 T µν，因

为任何物质系统的作用量在局域平移 (145) 前后的改变量都必定能写成如下形式

δS =
∫

d4xTµν∂ µεν . (152)

而这又是因为，当将 εν 取成常矢量 (即考察无穷小整体时空平移时) 时，由于时空平移对
称性，必有 δS = 0，所以在局域化平移情形，δS 只能依赖于 εν 的偏导 ∂ µεν，从而 δS 必

定能写成 (152) 式的形式！
下面进一步假定 εν(x) 在时空区域的边界 ∂D 上趋于零。另外，上面的 (152) 式对于

任意场位形都成立，下面我们考察真实的满足场运动微分方程的场位形，那这时候由于这

些场位形满足最小作用量原理，当然就有 δS = 0 对于任意的在区域边界 ∂D 上趋于零的

场变分都成立，那当然也对局域时空平移 (145) 引起的场改变成立。即是说，对于真实场
位形，必有

0 = δS =
∫

D
d4xTµν∂ µεν . (153)

将上式分部积分，即有

0 =
∫

D
d4xTµν∂ µεν =−

∫
D

d4x∂ µTµνεν(x). (154)

由于 εν(x) 为任意无穷小函数，从而即有

∂ µTµν = 0. (155)

即是说，Tµν 就是与时空平移对称性相应的守恒流！特别的，如果取 εµ = εδ µ0, 即假设考
察的是时间平移，那相应的守恒流 T µ0 当然就是能量流四矢量，换言之，T 00 必定为能量

密度，T i0(i = 1,2,3)为能量流密度。而如果取 εµ = εδ µ j 为空间平移,那相应的守恒流 T µ j

当然就是动量流四矢量，即是说 T 0 j 必为动量密度，而 T i j 为动量流密度。将所有这些合

起来，我们就称 Tµν 为能量动量张量！上面的讨论也说明，闵可夫斯基时空的任何场论系
统都存在这么一个守恒的能量动量张量。

比如，假设我们考虑 L =− 1
2 ∂µϕ∂ µϕ −U (ϕ) 的场论模型，则容易算得，

T µν = ∂ µϕ∂ νϕ +ηµνL

= ∂ µϕ∂ νϕ − 1
2

ηµν∂ρϕ∂ ρϕ −ηµνU (ϕ). (156)
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很明显，这个 T µν 的两个指标是对称的。实际上，可以证明，对于任何洛伦兹不变的标量

场论，其 T µν 都必定是对称张量。但是当我们的考察范围超出标量场论时，其按照上面类

似的办法求出来的 T µν 就不一定为对称张量了，比方说对于矢量场，它的 T µν 就不是对

称张量。不过，T µν 的流守恒方程 ∂µT µν = 0 告诉我们，T µν 的定义不是唯一的，实际上

人们很容易看出，对于任何 Λρµν，只要 Λρµν = −Λµρν，则 T µν + ∂ρΛρµν 同样满足流守

恒方程，因此可以定义为新的能动量张量。从而只要我们合适地选取 Λρµν , 我们总可以让
重新定义以后的能动量张量为一个对称张量。实际上，马上我们就会给出一个找到这样一

个对称能量动量张量的巧妙办法。

.1.2 洛伦兹对称性与对称能动张量

我们考察的经典场论都是具有洛伦兹不变性的场论，即拉格朗日密度为洛伦兹标量的

理论，具体来说即是拉氏密度在如下坐标变换下保持不变的理论，

xµ → x′µ = Λµ
νxν , (157)

Λµ
ν 就是所谓的洛伦兹变换。那么，洛伦兹变换对应的守恒流是什么呢？

为此我们需要考察无穷小洛伦兹变换，即取

Λµ
ν = δ µ

ν + εµ
ν , (158)

式中 εµ
ν 为无穷小量。很显然，无穷小洛伦兹变换由于可以和恒等变换连续过渡，从而必

定是正洛伦兹变换，即满足1

det(Λ) = 1 ⇒ εµ
µ = 0. (159)

进一步，利用洛伦兹变换的定义 ηµνΛµ
αΛν

β = ηαβ , 易得

ηµν(δ µ
α + εµ

α)(δ ν
β + εν

β ) = ηαβ ⇒ εαβ + εβα = 0. (160)

即 εµν 是一个二阶反对称张量。

注意到无穷小洛伦兹变换为 xµ → x′µ = xµ + εµ
νxν。为了利用诺特定理，我们使用诺

特技巧，即将无穷小参数 εµ
ν 变成依赖于时空坐标的 εµ

ν(x)，进而考察如下无穷小局域时

空坐标变换，

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), 这里 εµ(x) = εµ
ν(x)x

ν . (161)

则完全类似于前面对 (152) 式的论证，可知在此时空变换之下作用量的改变量必定可以写
成

δS =
∫

d4xT µ
ν∂µεν(x)

=
∫

d4xT µ
ν
(
εν

µ + xρ∂µεν
ρ
)
. (162)

1利用矩阵恒等式 det(A) = eTr(lnA).
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(注意，对于比方说矢量场，它的各指标分量也要按照无穷小局域洛伦兹变换 Λµ
ν(x) =

δ µ
ν + εµ

ν(x) 的规则变，这是不同于前面时空平移情形的。在时空平移情形，矢量场的分量

指标并不变换。因此上式中的 Tµν 一般不同于前面按照时空平移直接求出来的 Tµν。) 注
意到 εµν 关于指标反对称，从而有

δS =
1
2

∫
d4x
[
(T µν −T νµ)ενµ +(xρT µν − xνT µρ)∂µενρ

]
=− 1

2

∫
d4x
[
(T µν −T νµ)εµν

]
− 1

2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (163)

如果我们将 εµν 取回常数，则 ∂ρεµν = 0, 从而上式最后一行只剩下前面那项，但是洛伦兹
不变性告诉我们，当 εµν 为常数时作用量应该不变，即这时候必有 δS = 0，由此可知

T µν −T νµ = 0, (164)

即这样求出来的能动量张量必定是对称张量！这就是我们给出的如何寻找对称能量动量张

量的办法。

在 (163) 式中代入 T µν = T νµ，即有

δS =−1
2

∫
d4x
[
(xµT ρν − xνT ρµ)∂ρεµν

]
. (165)

完全类似于前面导出能动量张量守恒的讨论，这个结果意味着 Mρµν = xµT ρν − xνT ρµ 为

守恒流，满足守恒方程

∂ρMρµν = 0. (166)

综合可知，在无穷小局域洛伦兹变换之下

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), εµ(x) = εµ
ν(x)x

ν , (167)

任何场论系统作用量的改变量必定可以写成

δS =
∫

d4xT µν∂µεν(x) =
1
2

∫
d4xT µν(∂µεν +∂νεµ

)
. (168)

其中我们利用了 T µν 是一个对称张量。

.2 诺特技巧推导对称能动张量

本节就是要将上一节讨论的技巧具体用于推导一个洛伦兹不变的任意场论系统的对

称能动张量。

.2.1 任意场

为了分析洛伦兹不变的任意场系统，考虑一个无穷小洛伦兹变换

xµ → x′µ = Λµ
νxν , Λµ

ν = δ µ
ν + εµ

ν . (169)
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洛伦兹不变的任意场都要构成这一洛伦兹变换下的群表示, 对于一个 N 维表示，不妨一般

地将这场记作 N 维列矢量 ψ l(x), 它在上述洛伦兹变换之下变换为 ψ ′l(x), 假设它满足

ψ ′l(x′) =
[

exp
(1

2
εµνΣµν

)]l
mψm(x). (170)

式中 Σµν 为 N ×N 的矩阵 (同时关于时空指标 µν 反对称)，不依赖于时空坐标，实际上
它们就是洛伦兹群表示的生成元。换言之，在上述无穷小洛伦兹变换之下

δψ l(x)≡ ψ ′l(x′)−ψ l(x) =
1
2

εµν [Σµν ]
l
mψm(x). (171)

用场变量 ψ l(x) 我们可以构造出一个具有洛伦兹不变性的任意场系统，它的拉格朗日

密度为 L (ψ,∂µψ), 式中 ψ 是 ψ l(x) 的简略记法。下面我们要做的，就是用诺特技巧推导

这样一个场论系统的对称能动张量。

.2.2 诺特技巧与对称能动张量

前文我们描述了一种通过诺特技巧得到对称能动张量的办法。为此取如下无穷小局域

洛伦兹变换

xµ → x′µ = xµ + εµ(x), εµ(x) = εµ
ν(x)x

ν . (172)

式中 εµν(x) 是无穷小的反对称张量。

根据上一小节可知，在此无穷小局域洛伦兹变换 (172) 之下，场 ψ l(x) 在变换前后的

改变量为

δψ l(x)≡ ψ ′l(x′)−ψ l(x) =
1
2

εµν(x)[Σµν ]
l
mψm(x). (173)

场的作用量泛函为

S[ψ(x)] =
∫

D
d4xL

(
ψ(x),∂ρψ(x)

)
, (174)

式中为了明晰起见，假定只考察一个特定的时空区域 D , 也即是说，作用量的时空积分是
在 D 上积的。式中 ψ(x) 是 ψ l(x) 的简记符号 (下文约定相同)。

记无穷小局域时空变换 (172) 把时空局域 D 变到了 D ′, 即 D → D ′, 当然，D ′ 与 D

的差别是无穷小的。则，无穷小局域时空变换 (172) 之后的作用量为

S[ψ ′(x)] =
∫

D ′
d4xL

(
ψ ′(x),∂ρψ ′(x)

)
=
∫

D ′
d4x′L

(
ψ ′(x′),∂ ′

ρψ ′(x′)
)
, (175)

注意，现在这个作用量积分是在变换之后的区域 D ′ 上积的。

可以对上面的 (175) 式继续进行如下推导

S[ψ ′(x)] =
∫

D ′
d4x′L

(
ψ ′(x′),∂ ′

ρψ ′(x′)
)
,

=
∫

D
d4xdet(

∂x′

∂x
)L
(
ψ +δψ ,

∂xσ

∂x′ρ
∂σ (ψ +δψ)

)
, (176)



358 Chapter 18. 哈密顿表述与 ADM 能量

注意到 det( ∂x′
∂x ) = 1+∂µεµ , 以及 ∂xσ

∂x′ρ = δ σ
ρ −∂ρεσ , 代入 (176) 式，即有

S[ψ ′(x)] =
∫

D
d4x
(
1+∂αεα)L (ψ +δψ ,∂ρ(ψ +δψ)−∂ρεσ ∂σ (ψ +δψ)

)
=
∫

D
d4x
(
1+∂αεα)L (ψ +δψ ,∂ρ(ψ +δψ)−∂ρεσ ∂σ ψ

)
(177)

式中我们注意到 ∂ρεσ ∂σ (δψ) 为二阶无穷小量，从而可以略去。

进一步将 (177) 式展开到一阶小量，即有

S[ψ ′(x)] =
∫

D
d4xL

(
ψ,∂ρψ

)
+
∫

D
d4x∂µεµL

(
ψ,∂ρψ

)
−
∫

D
d4x

∂L

∂ (∂ρψ)
∂σ ψ∂ρεσ +

∫
D

d4xδL , (178)

式中

δL ≡ L
(
ψ +δψ ,∂ρ(ψ +δψ)

)
−L

(
ψ,∂ρψ

)
. (179)

注意到
∫
D d4xL

(
ψ,∂ρψ

)
= S[ψ(x)]，从而立即有变换前后作用量的改变量为

δS ≡S[ψ ′(x)]−S[ψ(x)]

=
∫

D
d4x∂µεµL

(
ψ,∂ρψ

)
−
∫

D
d4x

∂L

∂ (∂ρψ)
∂σ ψ∂ρεσ +

∫
D

d4xδL ,

=−
∫

D
d4x
[ ∂L

∂ (∂ρψ l)
∂σ ψ l −δ ρ

σ L
]
∂ρεσ +

∫
D

d4xδL . (180)

很显然，最后的这两项中，前一项就是标准的正则能动张量的贡献, 不妨记

Θρσ ≡−
[ ∂L

∂ (∂ ρψ l)
∂σ ψ l −ηρσL

]
. (181)

则可以将上述结果简写成

δS =
∫

D
d4xΘµν∂ µεν +

∫
D

d4xδL . (182)

后面的 δL 项是对正则能动张量 Θµν 的修正，正如上一节中根据局域洛伦兹变换证明过

的，这一修正将正好使得最终的能动张量为对称张量。

读者可能觉得，根据最小作用量原理, δL 的修正项不应该正好等于零吗？然而情况

并非如此。的确，和最小作用量原理的推导一样，经过分部积分，我们有∫
D

d4xδL =
∫

D
d4x
[∂L

∂ψ
−∂ρ

∂L

∂ (∂ρψ)

]
δψ +

∫
D

d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρψ)
δψ
]

(183)

等式右边的第一项根据 ψ 场的运动方程 (欧拉-拉格朗日方程) 自动等于零，第二项是一个
全微分项，它在区域边界 ∂D 上有贡献，而且和最小作用量原理的情形不同，现在这个边

界贡献非零。这是由于 δψ 中包含的是 εµ
ν 项，而我们现在并没有要求它在区域边界 ∂D

上取零, 相反, 我们将要求 εµ
ν 的偏导在边界 ∂D 上取零 (即在区域边界上，所考察的无穷

小局域洛伦兹变换趋于一个整体的无穷小洛伦兹变换)。所以，与最小作用量原理的情形
不同，这里这个全微分项的贡献不是零！
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代入前面的 (173) 式，即可以得到∫
D

d4xδL =
∫

D
d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρψ l)
δψ l

]
=
∫

D
d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρψ l)

1
2

εµν [Σµν ]l mψm
]

=
∫

D
d4x∂ρ

[ ∂L

∂ (∂ρψ)

1
2

Σµνψ
]
εµν +

∫
D

d4x
[ ∂L

∂ (∂ρψ)

1
2

Σµνψ
]
∂ρεµν (184)

不妨记，

Y ρµν ≡ ∂L

∂ (∂ρψ)

1
2

Σµνψ ≡ ∂L

∂ (∂ρψ l)

1
2
[Σµν ]l mψm. (185)

将上面这个结果 (184) 和 (182) 式的结果结合，即有

δS =
∫

D
d4x
[
Θµν∂µεν +∂ρY ρµνεµν +Y ρµν∂ρεµν

]
. (186)

根据上一节的知识，为了读出对称的能动张量 Tµν , 关键是要把上式凑成如下形式

δS =
∫

D
d4xT µν∂µεν . (187)

结果是，的确能�出来，我先写出答案，然后我们再验证它的确能倒过来给出原来的 (186)
式 (这比直接凑答案容易些)。答案是，

δS =
∫

D
d4x
[
Θµν −∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]∂µεν . (188)

为了验证，我们需要用到 εν = ενσ xσ , 进而 ∂µεν = (∂µενσ )xσ − εµν，并注意到 Y ρµν 这样

的表达式关于后两个指标是反对称的。

为了验证 (188) 式，显然暂时可以不管 Θµν∫
D

d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]∂µεν

=
∫

D
d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)]((∂µενσ )xσ − εµν)

=
∫

D
d4x
[
∂ρY ρµνεµν −∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)(∂µενσ )xσ

]
. (189)

这一步我们用到 Y µρν +Y νρµ 关于 µν 是对称的，而 εµν 是反对称的。很显然，(186) 式中
的 εµν 项已经得到验证了，下面我们把注意力放在 ∂ρεµν 项上。由上面的推导∫

D
d4x
[
−∂ρ

(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)(∂µενσ )xσ

]
=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)[(∂ρ∂µενσ )xσ +∂µενρ ]
]
. (190)

这里是进行了分部积分 (分部积分的边界项之所以可以忽略，是因为我们假设了 ενσ 的偏

导在 ∂D 上取零)。注意到
(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ) 关于 µρ 反对称，而 (∂ρ∂µενσ )xσ 关于

µρ 对称，立即有 ∫
D

d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)[(∂ρ∂µενσ )xσ +∂µενρ ]
]

=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν −Y νρµ)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[(

Y ρµν −Y µρν +Y νµρ)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[(

−Y µρν)∂µενρ

]
=
∫

D
d4x
[
Y ρµν∂ρεµν

]
. (191)
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正是 (186) 式中的 ∂ρεµν 项，验证完成！上述过程中我们利用了 Y ρµν +Y νµρ 关于指标 νρ
对称，而 ∂µενρ 关于 νρ 反对称。

从最终的 (188) 式中，可以读出

T µν = Θµν −∂ρ
(
Y ρµν −Y µρν −Y νρµ). (192)

这个结果与 Weinberg 量子场论第一卷 7.4 节中给出的公式完全一致，当然推导方法并不
相同，我们这里的推导主要是强调诺特技巧。有些时候人们也称这种对称的能动量张量为

Belinfante(贝林凡特) 张量。



参考文献

首先，对于大学低年级的同学如果想了解广义相对论，但是读我这个讲义感觉有难度
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