
素素素数数数有有有无无无穷穷穷多多多个个个的的的若若若干干干简简简单单单证证证明明明

陈陈陈童童童

如果你有耐心罗列出前100个甚至前1000个素数，你会发现，总体趋势

是，相邻两个素数之间的间隔会越来越大，也就是说素数分布会逐渐稀

疏。那么，可不可能到一定程度以后，就不再出现新的素数了呢？换言

之，素数可不可能是有限的呢？如果你永远都能找到新的素数，那又怎么

严格地证明素数无限呢？

令人吃惊的是，两千多年前，欧几里德就证明了这个定理，也就是素数

是无限的。欧欧欧几几几里里里得得得定定定理理理：：：素素素数数数有有有无无无穷穷穷多多多个个个。。。

当然，今天我们已经知道了这个定理的很多证明方法，这篇文章就是收

集其中最为简单的一些。

1 欧欧欧几几几里里里德德德的的的经经经典典典证证证明明明

证证证明明明方方方法法法：反证法（归谬法）

欧欧欧几几几里里里德德德证证证明明明素素素数数数有有有无无无穷穷穷多多多个个个的的的详详详细细细步步步骤骤骤

步步步骤骤骤1：：：假假假设设设素素素数数数有有有限限限 假设存在有限个素数，记为p1, p2, p3, . . . , pn，其

中n 是某个确定的自然数。例如，假设所有素数为2, 3, 5（实际证明中不依

赖具体数值）。

步步步骤骤骤2：：：构构构造造造新新新数数数N 构造一个新数N，定义为所有已知素数的乘积

加1：

N = p1 × p2 × p3 × · · · × pn + 1

例如，若已知素数为2, 3, 5，则N = 2× 3× 5 + 1 = 31。

步步步骤骤骤3：：：分分分析析析N 的的的性性性质质质

-情情情况况况1：：：N 是是是素素素数数数若N 本身是素数，则N 不在原素数列表p1, p2, . . . , pn

中（因为N > pi 对所有i 成立），与“所有素数已被列出”的假设矛盾。

- 情情情况况况2：：：N 是是是合合合数数数 若N 是合数，则它必然有至少一个素因数q。但q

不能是原列表中的任意一个pi，因为：

N/pi = (p1p2 · · · pn) /pi +
1

pi
=⇒ 余数为1
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即N ≡ 1 mod pi，故pi 不整除N。因此，q 必是一个新素数，不在原列表

中，同样导致矛盾。

步步步骤骤骤4：：：结结结论论论 无论N 是素数还是合数，均会导致与“素数有限”的假

设矛盾。因此，原假设不成立，素素素数数数有有有无无无穷穷穷多多多个个个。

核核核心心心逻逻逻辑辑辑总总总结结结 通过构造N，无论其是否为素数，均需引入原列表外的

素数，从而证明有限素数的假设无法成立。这一简洁而深刻的证明体现了

数学中反证法的威力。

2 欧欧欧几几几里里里德德德证证证明明明的的的变变变种种种

证证证明明明：：：素素素数数数有有有无无无穷穷穷多多多个个个

我们通过构造一个递增的正整数序列，每个新项均与之前所有项互质，

从而证明素数必须有无穷多个。

构构构造造造序序序列列列：：： 定义序列{an} 如下：a1 = 2, an+1 = an(an − 1) + 1，对所

有n ≥ 1。

性性性质质质分分分析析析：：： 1. 递递递增增增性性性：显然，an+1 = an(an − 1) + 1 > an，故序列

严格递增。2. 互互互质质质性性性：对任意n ≥ 1，有an+1 ≡ 1 (mod an)。进一步，

若an ≡ 1 (mod an−1)，则an − 1 ≡ 0 (mod an−1)，从而：

an+1 = an(an − 1) + 1 ≡ 0 + 1 ≡ 1 (mod an−1).

递推可知，an+1 与所有前项a1, a2, . . . , an 互质。

矛矛矛盾盾盾导导导出出出：：： 假设素数仅有有限个p1, p2, . . . , pk。由于序列{an} 无限递
增，且每个an 的素因子必不在之前的项中出现，故每个an 至少引入一个

新的素因子。然而，有限素数无法为无限序列提供无限多新素因子，矛

盾。

结结结论论论：：： 因此，素数必有无穷多个。证毕。

注注注：：：该证明通过构造互质序列，巧妙地将素数的无限性转化为序列的

增长性，与欧几里得经典证明互为补充，提供了新的视角。

上上上述述述证证证明明明的的的本本本质质质

为了进一步看清楚上述证明的本质，根据序列{an}的定义，也就是a1 =

2, an+1 = an(an − 1) + 1，不难递推出如下关系式

an+1 = a1a2...an + 1, (1)

所以这里用到的依然是欧几里德经典证明中的那个构造！
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3 利利利用用用费费费马马马数数数进进进行行行证证证明明明

定定定理理理: 素数有无穷多个。 证证证明明明：：：基基基于于于费费费马马马数数数的的的互互互质质质性性性

证证证明明明步步步骤骤骤

1. 费费费马马马数数数的的的定定定义义义 费马数定义为：

Fn = 22
n

+ 1 (n ≥ 0).

前几个费马数为：

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537, . . .

2. 费费费马马马数数数的的的互互互质质质性性性 关键性质：任任任意意意两两两个个个不不不同同同的的的费费费马马马数数数互互互质质质。假设存

在某个素数p 同时整除Fm 和Fn（不妨设m < n）。- 由p | Fm 得：

22
m ≡ −1 (mod p).

- 由p | Fn 得：

22
n ≡ −1 (mod p).

- 将第一个同余式平方2n−m 次，得到：

22
n ≡ 1 (mod p).

- 但第二个同余式表明22
n ≡ −1 (mod p)，矛盾。因此，Fm 和Fn 互质。

3. 无无无限限限素素素数数数的的的推推推导导导 - 每个费马数Fn 至少有一个素因数（因Fn > 1）。-

由于任意两个费马数互质，它们的素因数完全不同。- 因此，每个Fn 引入

至少一个新的素数。- 若素数有限，则无法为无限个费马数提供足够的素

因数，矛盾。

4. 结结结论论论 因此，素数必须有无穷多个。

—

数数数学学学意意意义义义 - 数数数论论论中中中的的的结结结构构构性性性证证证明明明：展示了数列的特殊性质（如互质

性）可推导出深刻结论。- 费费费马马马数数数的的的特特特殊殊殊性性性：尽管费马数本身未必全为素

数（如F5 = 641× 6700417），但其素因数的互异性仍成立。此证明通过费

马数的代数结构，提供了一个简洁且新颖的视角，绕开了传统构造法，体

现了数学中“利用对象间关系”的证明策略。

3



4 计计计数数数证证证明明明

关于素数有无穷多个的证明还可以通过分析自然数的素因子分解数目与自

然数本身的增长之间的矛盾来实现，具体步骤如下：

—

证证证明明明:

假设素数仅有有限个，记为p1, p2, . . . , pk。考虑任意自然数N ≥ 2，每

个数n ≤ N 可唯一分解为：

n = pa11 pa22 · · · pakk ,

其中ai ≥ 0。对于每个素数pi，指数ai 满足：

paii ≤ N =⇒ ai ≤ logpi N ≤ log2 N (因pi ≥ 2).

因此，每个ai 的可能取值至多为⌊log2N⌋ + 1 种。所有可能的分解数目不

超过：

(⌊log2N⌋+ 1)k ≤ (log2N + 1)k.

然而，自然数n ≤ N 的数量为N，因此必须满足：

(log2 N + 1)k ≥ N.

当N → ∞ 时，左边为O((logN)k)，右边为O(N)。显然，对于固定k，

当N 足够大时，(logN)k 的增长远慢于N，导致矛盾。故假设错误，素数

必有无穷多个。

—

关关关键键键点点点：：： 通过限制有限素数下自然数的分解组合数目，发现其增长速

度无法匹配自然数本身的增长，从而导出矛盾。这一证明避免了构造特定

数或依赖复杂定理，仅通过计数矛盾即可完成。

5 更更更多多多证证证明明明

以下是更多关于素数有无穷多个的证明：

一一一. 欧欧欧拉拉拉的的的分分分析析析证证证明明明（（（18世世世纪纪纪）））

思思思想想想：利用调和级数发散与欧拉乘积公式的矛盾。
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详详详细细细步步步骤骤骤：

1. 调调调和和和级级级数数数发发发散散散：已知
∑∞

n=1
1
n
发散（即其部分和趋向无穷大）。

2. 欧欧欧拉拉拉乘乘乘积积积公公公式式式：对Re(s) > 1，有

∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p prime

1

1− p−s
.

该公式通过唯一分解定理展开为素数的乘积形式。

3. 取取取s → 1+：当s 接近1时，左边的级数
∑

1
ns 发散（因调和级数发

散）。

4. 矛矛矛盾盾盾分分分析析析：若素数有限，则右边乘积为有限项，显然收敛，与左边

发散矛盾。

5. 结结结论论论：素数必须无穷多。

二二二. 阶阶阶乘乘乘构构构造造造法法法（（（直直直接接接构构构造造造）））

证证证明明明过过过程程程：：：

1. 对对对任任任意意意n ≥ 2，考虑N = n!− 1。

2. 素素素因因因子子子存存存在在在性性性：N > 1，故至少有一个素因子p.

3. 分分分析析析p：- 若p ≤ n，则n! = 1× 2× 3× ...× p× ...× n, 从而p | n!，从
而p | n!− (n!− 1) = 1，矛盾。- 因此p > n.

4. 结结结论论论：对任意n，存在素数p > n，故素数无穷多。
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