
奇奇奇妙妙妙的的的四四四元元元数数数(下下下)

陈陈陈童童童

前面我们让你不要问i, j, k是什么东西，也不要问它们之间那个奇

怪的乘法又是什么东西，而是把这一切当成一种奇妙的游戏。这一

节我们来谈一谈如何用我们更熟悉的数学对象来实现这种四元数的

代数游戏。这就是所谓的四元数代数的表示。这里的奇妙现象是，

四元数的奇怪乘法可以用矩阵的乘法来实现。

我们首先注意到任意一个四元数都可以写成u = (a + bi) + (c +

id)j的形式，这启发我们将四元数里的i等同于复数单位i, 因此任何四

元数都可以用两个复数z1 = (a+ bi), z2 = (c+ id)表示成

u = z1 + z2j. (1)

值得注意的是由于四元数的j和i反对易，因此j和复数z之间有关系

式，jz = zj.

假定我们另有一个四元数v = w1 + w2j(w1, w2也是两个复数), 那

么由四元数的乘法，我们可以计算得

uv = (z1w1 − z2w2) + (z1w2 + z2w1)j. (2)

也就是说，我们可以将每一个四元数u看成一个复数对(z1, z2)，四元

数的乘法就等价于在这个复数对空间定义如下的乘法

(z1, z2) · (w1, w2) = (z1w1 − z2w2, z1w2 + z2w1). (3)
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当然这依然是一种奇怪的乘法，下面我们要做的就是继续将这种奇

怪的复数对乘法对应到更通常的矩阵乘法。

为此，我们将复数对(z1, z2)对应到一个2× 2的矩阵，

(z1, z2) →

(
z1 z2

−z2 z1

)
. (4)

当我们将所有的复数对都做了这样的矩阵对应以后，我们很容易发

现复数对的奇怪乘法(3) 自然地对应于下面这个通常的矩阵乘法(
z1 z2

−z2 z1

)(
w1 w2

−w2 w1

)
=

(
z1w1 − z2w2 z1w2 + z2w1

−(z1w2 + z2w1) z1w1 − z2w2

)
. (5)

这样我们就找到了奇怪的四元数代数的矩阵代数实现。让我们简

单将这里的逻辑整理一下，首先，我们发现四元数代数可以实现为

复数对的乘法(3), 其次，我们又发现复数对的这种乘法完全对应于

形如(4)类型的2× 2矩阵的矩阵乘法。因此，我们就将四元数代数实

现成了形如下式的矩阵的矩阵代数，

u = z1 + z2j →

(
z1 z2

−z2 z1

)
. (6)

这个矩阵代数就称为四元数代数的一个矩阵表示，实际上，它是四

元数代数的最小矩阵表示。

很容易验证的是，形如(6)的这些表示矩阵其实就是所有满足

JU = UJ (7)

的2 × 2复矩阵U , 这里U代表U的复共轭矩阵，J是满足J2 = −1的一

个2 × 2矩阵, 它就是四元数里的j在(6)这个矩阵表示中的实现，具体
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来说就是

J =

(
0 1

−1 0

)
. (8)

方程(7)也称为2× 2复矩阵空间的赝实条件，所以，四元数代数可以

不可约地表示为所有满足赝实条件的2 × 2复矩阵的矩阵代数。这就

解释了为什么初看起来人为地定义的四元数游戏永远都不会出现自

相矛盾，因为它等价一类矩阵的乘法代数，而矩阵的乘法我们知道

当然是没有自相矛盾的。
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